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Resumo

Computarized Adaptive Test (CAT) é um tipo de teste baseado em recursos computa-
cionais que se adapta ao nivel de habilidade dos examinandos. Essencialmente, uma imple-
mentagao do CAT requer dois elementos fundamentais: um banco de itens calibrado e um
algoritmo para selecao adaptativa dos itens. Este trabalho tem foco no segundo elemento,
para o qual apresentamos uma adaptacao a formulagao nao linear dos filtros de Kalman,
prescrita por Harvey (1989), combinada com o conhecido principio da méxima entropia
(Kullback, 1997). Neste trabalho, estudos de simulacao avaliam a acurcia da estimacao de
proficiéncias em aplicagdes CAT, desenvolvendo duas classes de estimadores utilizando a
metodologia da Teoria da Resposta ao Item para construcao dos modelos probabilisticos, e
suavizagoes recursivas ancoradas nos modelos dindmicos, para a formulacao dos modelos de
Filtro de Kalman (Harvey, 1989) e Power Steady (Smith, 1979). Como resultado sao apresen-
tados sete novos estimadores da proficiéncia, sendo o primeiro baseado no Filtro de Kalman
e os demais no Power Steady, a saber: FK_EAP, PS_ EAP, PS_MAP, PS_EAP_AVG,
PS EAP MEDIAN, PS MAP_ AVG, PS MAP_ MEDIAN. Os quatro tltimos s&do suavi-
zagOes baseadas na média e na mediana das estimativas correntes de 6. Com as simulagoes,
observou-se que os estimadores PS__EAP e PS_ MAP geram estimativas ciclicas, sendo cor-
rigidas com a suavizac¢ao proporcionada pelo estimador PS__EAP_AVG. Portanto, com o
estudo realizado nesta dissertagdo conclui-se que, dentre os sete estimadores avaliados, o
PS_EAP_AVG e o FK_EAP geram as melhores alternativas as estimativas de proficiéncia
ao CAT tradicional.

Palavras-chave: Testes Adaptativos Computadorizados. Teoria Resposta ao Item. Filtro

de Kalman. Modelos Dinamicos. Estimacao Bayesiana.
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Abstract

Computarized Adaptive Test (CAT) is a type of test based on computational resources
that adapts to the level of ability of the examinees. Essentially, an implementation of CAT
requires two fundamental elements: a calibrated item bank and a algorithm for adaptive se-
lection of items. This work focuses on the second element, for which we present an adaptation
to the nonlinear formulation of the Kalman filters, prescribed by Harvey (1989), combined
with the known principle of maximum entropy (Kullback, 1997). In this work, simulation
studies evaluate the accuracy of proficiency estimation in CAT applications, developing two
classes of estimators using Item Response Theory methodology to construct the probabilistic
models, and recursive smoothing anchored in the dynamic models, for the formulation of the
models of Kalman Filter (Harvey, 1989) and Power Steady (Smith, 1979). As a result, seven
new proficiency estimators are presented, the first one being based on the Kalman Filter
and the others in Power Steady, namely: FK__EAP, PS_EAP, PS_ MAP, PS_EAP_AVG,
PS_EAP_MEDIAN, PS_ MAP_AVG, PS_MAP_MEDIAN. The last four are smoothing
based on the mean and median. With the simulations, it was observed that the estimators
PS_ EAP and PS_ MAP generate cyclic estimates, being corrected with the smoothing pro-
vided by the estimator PS_EAP__AVG. Therefore, the study concluded that among the
seven estimators evaluated, PS_EAP_ AVG and FK__EAP generate the best alternatives to
traditional CAT proficiency estimates.

Keywords: Computarized Adaptive Test. [tem Response Theory. Kalman Filter. Dynamic

Models. Bayesian Estimation.
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Capitulo 1

Introducao

Nos dias atuais o uso de computadores e dispositivos eletronicos tornou-se indispensavel.
No campo das avaliagoes educacionais, a tecnologia tem sido um instrumento de constante
expansao e inovacao. Em particular, o teste adaptativo computadorizado, Computarized
Adaptive Test (CAT) em inglés, surgido nos anos 80 (Larson e Madsen, 1985), é um tipo
de teste baseado em recursos computacionais, que se adapta ao nivel de habilidade dos
examinandos. Ancorado no uso das técnicas de teoria da resposta ao item, Item Response
Theory (IRT) em inglés (Lord, 1980), sua principal caracteristica é a inovagao proporcionada
pela rapida adaptacao de itens extraidos de um banco de itens, aos examinandos de testes
aplicados online.

Segundo Magis e Barrada (2017), no campo da psicometria, o teste adaptativo compu-
tadorizado (CAT) é uma importante &rea de pesquisas atuais, cuja implementagao pratica
tem crescido expressivamente na tultima década. No campo da avaliacdo educacional, per-
mite oferecer ao examinando, de maneira automatizada, itens que sejam compativeis com
sua proficiéncia, de modo que a massificacdo de processos avaliativos, juntamente com o
aumento dos custos financeiros para a aplicacdo de testes tradicionais, corroboram para
sua aplicagdo como alternativa promissora, tanto na reducao de custos, quanto na rapida e
adaptativa oferta de itens, aqueles que se submetem a avaliagao.

Essencialmente, uma implementagdo do CAT requer dois elementos fundamentais: um
banco de itens calibrado e um algoritmo para selecao adaptativa dos itens. Este trabalho tem
foco no segundo elemento, para o qual é apresentado uma adaptacao a formulagao nao linear
dos filtros de Kalman, prescrita por Harvey (1989), combinada com o conhecido principio
da maxima entropia (Kullback, 1997).

1.1 Avancos na Avaliacao Educacional

Com o rapido crescimento das tecnologias computacionais, assim como dos dispositivos mé-
veis, torna-se cada vez mais desafiadora a tarefa de integrar testes baseados em computador -
também conhecidos em inglés por Computer Based Testing (CBT) ! - com o aprendizado via
dispositivos méveis, especialmente para avaliagoes formativas e mesmo para auto-avaliagoes.
Em termos das auto-avaliagoes, o CAT tem sido disponibilizado como meio ideal para tal
realizacdo. Sua natureza adaptativa, conjugado com os conceitos e aplicagoes, ja bem conhe-
cidos e bastante difundidos da metodologia da TRI, tem sido a principal razdo para cada
vez mais instituicoes de reconhecimento internacional adotem seu uso.

Além do mais, um grande banco de itens é indispensavel para a realizacao de um teste de

LConceitos e aplicagdes podem ser encontrados em Mills et al. (2005)
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exceléncia, mas quando um sistema de testes, tais como CAT, tém um grande banco de itens,
a selecdo de um item de teste pela TRI torna-se muito tediosa, se aplicado de forma nao
sistematizada e adaptativa. Além do grande banco de itens, o mecanismo de exposi¢ao de
itens € essencial ao sistema de testes. Embora a metodologia empregada na TRI proponha
formas de representar a relacdo entre a probabilidade de um individuo dar uma resposta
certa a um item e seus tragos latentes, isoladamente nao possui um mecanismo de sele¢ao
de itens que sejam mais adequados as habilidades de examinandos, sendo portanto recurso
meio para obtencao destes.

A relagao entre CAT e TRI baseou-se na dependéncia direta de um pelo outro, pois o
primeiro necessitava dos métodos empregados pelo segundo para sistematicamente estimar
o melhor item baseado em habilidades latentes conhecidas. De maneira resumida, pode-
se dizer que os papeis de ambos se complementam, de forma sequenciada. Enquanto a
TRI nos ultimos anos evoluiu quanto a especificacdo de modelos para a calibracao dos
parametros dos itens, abrangendo formas cada vez mais complexas de tratar os contextos de
dependéncia destes, o CAT evoluiu no processamento da selecao destes itens, ja calibrados,
adotando algoritmos cada vez mais sofisticados para rapidamente associar um item dentre
todos os disponiveis no banco de itens calibrados a habilidade do examinando em tempo
real. Embora pareca um procedimento facil para os avangos computacionais atuais, questoes
de seguranca foram cuidadosamente observadas no processo de evolucao da metodologia,
desde os primeiros testes com o uso CAT.

Segundo van der Linden e Glas (2000), a capacidade dos examinandos para memorizar
itens de teste, bem como a sua tendéncia de compartilhd-los com os futuros candidatos a
estudos, pareceu ser muito maior do que o previsto inicialmente. Como consequéncia, surgiu
a necessidade de métodos eficazes para controlar a exposicao dos itens, bem como para
detectar itens comprometidos. Além disso, a questdo de como alinhar o contetido do teste
com as especificagoes do teste e o conteido de equilibrio entre as administragoes de testes
pareceu ser mais complicado do que o previsto. Esta questao levou a uma busca por novos
algoritmos de teste, bem como a introdugdo de uma variedade de novas formas, como por
exemplo, o teste adaptativo baseado em testlets.

Um Testlet (Wainer e Kiely, 1987) é definido como um agrupamento de itens que é
baseado em um tunico estimulo, tal como em um teste de compreensao de leitura. Na pratica,
quando se utilizam modelos de resposta de item, é sempre assumido que as respostas a todos
os itens sao independentes umas das outras, sob o condicionamento da proficiéncia subjacente
e latente do examinando. A experiéncia tem mostrado que, quando os testes sdo compostos
por itens separados e nao relacionados, essa suposi¢ao de independéncia condicional (CI) é
suficiente o bastante para permitir que esses modelos sejam de grande utilidade pratica. H4,
no entanto, algumas circunstancias razoavelmente comuns em que a hipdotese de CI nao é
provavel que seja verdade. A mais frequente de tais circunstancias observadas é quando o
teste é construido por testlets.

Um modelo proposto por Wang et al. (2002), forneceu um mecanismo para gerar esco-
res de um teste que fosse composto por qualquer combinac¢ao ou agrupamento de itens de
muiltipla escolha, itens de preenchimento em branco e outros itens de resposta construidos
que fossem julgados por avaliadores especialistas. Neste caso, um testlet poderia ser definido
como a passagem e o conjunto de 4 para 12 itens que acompanham a passagem. Nao ¢ dificil
imaginar, portanto, que questoes como a interpretacao errada da passagem, o conhecimento
da matéria, a fadiga, e assim por diante, fariam com que as respostas a esses itens fossem
mais altamente relacionadas do que o sugerido pela proficiéncia latente geral para o teste
completo. Em algum sentido, essa falta de CI é uma forma de desajuste do modelo de profici-
éncia unidimensional, o que deve ser explicado pela estrutura de teste (isto é, o planejamento
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do testlet). Os autores concluiram que desenvolvedores de teste podiam se concentrar em
qual estrutura de teste mede melhor a construcao de interesse e confiar que em qualquer
circunstancia havera um modelo de pontuagao apropriado disponivel.

1.2 Tema de Estudo

Segundo Wainer (2000), a nogao basica de um teste adaptativo é imitar automaticamente o
que um sabio examinador faria, de forma que o CAT tem por finalidade administrar itens,
de um banco de itens previamente calibrados, que correspondam ao nivel de proficiéncia do
examinando. E assumido que tais itens descrevam o comportamento da resposta do indivi-
duo, sendo seus parametros estimados através de um dos modelos de Teoria da Resposta ao
Item (TRI).

Considerando que a TRI é uma metodologia usada em avaliagbes educacionais desde os
anos 50 (Gulliksen, 1950), o modelo padrao de medidas educacionais foi concebido unica-
mente sob a tendéncia dos examinandos em responder itens corretamente, isto é, em sua
proficiéncia global.

De alguns anos para ca, outros modelos comegaram a aparecer, com foco em outros pa-
droes diferentemente da proficiéncia global. Como exemplo, Mislevy e Verhelst (1990) apre-
sentam um modelo para respostas de itens quando individuos diferentes empregam diferentes
estratégias, mas apenas as respostas, e nao a escolha da estratégia, podem ser observadas.

Em argumento semelhante, no presente estudo os itens respondidos por dado examinando
descrevem uma série temporal binaria, em que X; = 1 para resposta correta e X; = 0
para resposta incorreta. Admite-se que a proficiéncia # do examinando, embora estatica no
intervalo de tempo em estudo do CAT, também descreve uma série temporal. Porém, devido
a0 aspecto iterativo do processo de estimagao de #, é nao observavel.

Na estimacao da proficiéncia 6 de dado examinando, a metodologia em estudo é baseada
em um modelo dinAmico em que se explora a reparametrizacao da probabilidade de um item
ser corretamente respondido, em particular para modelos unidimensionais de 3 parametros,
definindo equagoes de transicao de estados por meio do hiperparametro do Filtro de Kalman,
criando assim, um sistema recursivo onde a distribuicao a posteriori é avaliada no intuito de
otimizar a convergéncia da estimagado da proficiéncia de um dado examinando avaliado via
CAT.

O objeto de estudo resume-se na proposta de uma metodologia alternativa na estimagcao
da proficiéncia individual no processo de CAT, sendo esta alternativa baseada em principios
utilizados em filtros de Kalman. Assim, os principais focos de estudos concentram-se em:

e na aplicagdo dos métodos de TRI e CAT para modelos unidimensionais de 3 parametros
com resposta dicotomica;

e na proposicao de metodologia inédita, baseada em Filtro de Kalman, na estimagao de
proficiéncias via CAT;

e nas simulagoes de diferentes cenarios para a busca da otimizagao do tempo de estimacao
das proficiéncias e correspondente avaliacao da incerteza envolvida nesse processo;

e na comparacao da metodologia proposta com metodologias ja bastante disseminadas
na area de CAT para a estimacao de proficiéncias.
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1.3 Objetivos

Neste trabalho, pretende-se apresentar um novo algoritmo para estimacao de proficiéncias
via CAT. A comparagao da performance desta metodologia com as metodologias correntes
possibilitara avaliar se, através desta nova proposta, é possivel diminuir o niimero de questoes
a serem apresentadas ao examinando, de modo a tornar o processo de avaliacao mais rapido
e eficiente e, como consequéncia direta, a menor exposi¢ao dos itens contidos no banco de
questoes.

O principal objetivo concentra-se, portanto, na apresentacdo de uma nova forma de
estimacao que conduza a um ganho de performance na aplicacdo dos testes adaptativos,
possibilitando novos resultados que abram novas frentes de pesquisas e melhorias no ramo
da avaliacao educacional.

1.4 Organizacao da Dissertacao

Este trabalho pretende apresentar e discutir, de forma sistematizada, os principais aspectos
técnicos utilizados ao longo da construgao do mesmo. De forma que, ao longo do percurso da
escrita sao utilizados recursos computacionais para propiciar uma melhor organizacao e con-
sequente otimizacao da construcao do texto. Tais recursos, embora nem sempre totalmente
gratuitos, estdao disponiveis na internet e podem ser utilizados por quaisquer internautas
para desenvolvimento agil, a saber:

e Evernote: ferramenta utilizada para capturar, organizar e compartilhar anotacoes
online (https://evernote.com).

e Google Scholar: ferramenta de busca utilizada para consulta de artigos e referéncias
académicas, sendo de valiosa importancia na padronizacao destas no estilo LaTeX
(https://scholar.google.com.br/).

e GitHub: repositorio com integracao ao RStudio, para armazenamento e versiona-
mento de cédigos (https://github.com).

Desta maneira, o texto esta divido em seis capitulos, sob a seguinte estrutura: o Capitulo
1 faz uma breve apresentacao geral do assunto tratado e de alguns aspectos que norteiam o
tema da dissertacao. No Capitulo 2 a Teoria da Resposta ao Item é abordada de maneira que
os principais topicos pertinentes ao tema do trabalho sao explicados em detalhes, a saber:
métodos de estimacado dos parametros, modelos de 1, 2 e 3 parametros, escalas de medida
dos parametros, interpretagao dos parametros, intepretagao das curvas caracteristicas do
item e aspectos importantes sobre o tamanho de amostras na estimacao de parametros para
diferentes tipos de modelos.

O Capitulo 3 apresenta o Teste Adaptativo Computadorizado e seus aspectos relevan-
tes, a saber: historico evolutivo do CAT até os dias atuais, estimagao dos pardmetros e
seus trade-offs, vantagens e desvantagens do uso do CAT, principais avalia¢oes conhecidas,
implementagoes computacionais, pacotes conhecidos e implementagoes atualizadas.

O Capitulo 4 trata da formulacao matématica do problema a ser tratado pela dissertacao,
apresentando as principais ideias e fundamentos necessarios para concepc¢ao do estado da arte
do método e seus principais impactos.

O Capitulo 5 apresenta os principais resultados obtidos com a estimacao das proficiéncias
utilizando os modelos Filtro de Kalman e Power Steady, e faz uma breve discussao sobre os
aspectos positivos e dificuldades encontradas na utilizagao de cada um dos métodos.


https://evernote.com
https://scholar.google.com.br/
https://github.com
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O Capitulo 6 apresenta as consideracoes finais sobre o trabalho realizado, fazendo um
balanco dos pontos mais relevantes encontrados com as simulagoes, fazendo um resumo dos
questionamentos levantados durante toda a execucao da dissertagao e apresentando sugestoes
para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Teoria da Resposta ao Item (TRI)

Em muitas situagoes de avaliagao educacional, o objeto de estudo ¢ uma variavel subjacente,
ou seja, uma medida que nao necessariamente se tenha informagao. Em geral, essa variavel
é algo que é intuitivamente entendido como “inteligéncia”, ou algum outro conceito nao
diretamente mensuravel. Quando as pessoas sao descritas como brilhantes ou medianas, nao
se tem uma idéia concreta deste conceito, uma vez que para cada um a “escala” de medida
para definir tal conceito pode variar substancialmente. Da mesma forma, pode-se falar sobre
a habilidade escolar e seus atributos, como obter boas notas, aprender um novo tema de
forma autodidata, relacionar varias fontes de informagao e usar o tempo de estudo de forma
eficaz.

Nas areas académicas, € comum se usar termos descritivos, tais como habilidade de
leitura, capacidade aritmética, dominio de um certo tema, entre outros, para exemplificar
niveis de conhecimento. Cada um destes niveis é o que os psicometristas chamam de traco
nao observavel ou latente. Embora tal varidvel seja facilmente descrita, e pessoas experientes
possam listar seus atributos ou caracteristicas, ndo ha uma maneira tinica de ser mensurada,
uma vez que, representa um conceito e ndo uma dimensao fisica ou matematica. Como o
objetivo bésico na avaliacao educacional tem foco na determinacao de quanta caracteristica
latente uma pessoa possui, as pesquisas cientificas que tratam deste assunto se basearam nos
métodos de estimagao de varidveis, tais como, habilidades escolares, de leitura, matematicas
e aritméticas, etc. Neste sentido, a Teoria Cldssica dos Testes (TCT) e a Teoria da Resposta
ao Item (TRI) compreendem os dois métodos estatisticos tradicionais de planejamento e
andlise de tais habilidades. O termo genérico “proficiéncia” é usado na Teoria da Resposta
do Item para se referir a essa habilidade como traco latente.

2.1 Teoria Classica dos Testes (TCT) versus Teoria da
Resposta ao Item (TRI)

Em comparacdo a teoria cldssica dos testes (TCT), a teoria da resposta ao item (TRI) é
considerada como o método padrao, senao o preferido para realizar avaliacaoes psicomé-
tricas de novas e medidas ja estabelecidas (Embretson e Reise, 2000). Entretanto, embora
a TRI tenha evoluido nos ultimos 50 anos, a TCT ainda tem sido pesquisada e aplicada
continuamente. Muitos programas de teses ainda implementam TCT em seus planejamentos
e avaliagao de resultados. Isto se deve a algumas vantagens da TCT em relagdo a TRI. Por
exemplo, a TCT descreve a relagao entre o escore verdadeiro e o escore observado de ma-
neira linear, fazendo com que os modelos de TCT sejam de facil entendimento e aplicagao
para muitos pesquisadores. Isto se baseia inteiramente no total de escores ou nos escores do
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numero de respostas corretas. Um escore observado de um examinando é definido como o
escore total obtido por cada examinando e é diferente do escore verdadeiro por um escore de
erro comum. Esta metodologia de pontuagao gerou um niimero de vantagens assim como um
numero de limitagdes. Além dos resultados sintetizados na Tabela 2.1, abaixo sao listadas
algumas das vantagens do uso da TCT em relagao a TRI:

e A andlise requer tamanhos amostrais menores que os requeridos pela TRI.

e O procedimento matematico ¢ muito mais simples se comparado ao da TRI, uma vez
que os modelos da TCT sao lineares enquanto da TRI nao-lineares.

e A estimagao de parametros é conceitualmente direta e requer um minimo de suposigoes,
fazendo os modelos tteis e largamente aplicaveis.

e As andlises nao requerem rigorosos estudos de bons ajustes como na TRI.

Entretanto, segundo Le (2013), a TCT apresenta um niimero maior de desvantagens em
relagdo a TRI. A pedra angular de muitas analises da TCT sao as caracteristicas dos itens
de teste, dificuldade e confiabilidade. Esses indices sao medidos pela proporcao do item, p,
dos examinandos que respondem corretamente as questoes, e da correlacao total do item, 7.
No entanto, os indices nao sao constantes, pois sao totalmente dependentes da amostra de
examinandos de onde sao obtidos. Eles nao podem ser usados para indicar a caracteristica
ou a qualidade de um teste. Outra desvantagem é que as pontuacoes dos examinandos sao
testaveis. Ou seja, os examinandos podem obter pontuac¢oes mais altas em um teste mais
facil e pontuagdes menores em um teste mais dificil e, portanto, nenhum resultado verdadeiro
pode ser extraido. Isso nao permite uma base sélida capaz de combinar itens de teste e niveis
de habilidade.

Nesse sentido, Le (2013) argumenta que a TRI agrega grandes beneficios em relagdo
a TCT. Na estrutura da TRI, as caracteristicas do item sao independentes da amostra e
as pontuacoes latentes de uma pessoa sao independentes do teste, desde que os modelos
selecionados se encaixem bem aos dados. Assim, as pontuagodes que descrevem a proficiéncia
do examinando nao dependem da dificuldade do teste. Suas pontuagoes podem ser menores
em testes mais dificeis e maiores em testes mais faceis, mas suas pontuagoes de habilidade
permanecem constantes em relagao a qualquer teste no momento do teste ou no levantamento
do mesmo.

A TRI também permite o calculo da probabilidade de um respondente especifico selecio-
nar uma categoria em um item de teste. Os itens de teste independentes da amostra facilitam
o desenho do CAT, o que permite uma comparacao ou identificagdo mais precisa dos exami-
nandos. Além disso, a TRI pode ser usada para refinamento ou desenvolvimento de escala,
pois é capaz de calcular erros padrao e, portanto, fornece informacgoes sobre a qualidade de
cada item. Isso ajuda a tomar decisoes na selecao de itens para excluir ou incluir em um
instrumento de teste ou pesquisa. Adicionalmente, os itens também sao selecionados com
base em seus indices de dificuldade e discriminacao, ou seja, sua capacidade de discriminar
grupos de tracos latentes altos e baixos.

Apesar dessas vantagens, os modelos de TRI também tém suas deficiéncias. Do ponto
de vista técnico, os modelos sdo mais complexos e os métodos de estimagao de parametros
geralmente envolvem métodos numéricos complicados. Os tragos latentes, bem como os pa-
rametros do item também podem ser dificeis de interpretar de forma grafica e numérica. Os
modelos Rasch (modelos de um pardmetro) sdo mais diretos para se aplicar do que outros
modelos. No entanto, devido as restricoes impostas pelos pressupostos do modelo, podem
surgir problemas com o ajuste dos modelos Rasch ao testar os dados. Consequentemente,
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apesar de algumas vantagens da TRI sobre a TCT, o aumento da popularidade da TRI e
o crescente desenvolvimento de pacotes computacionais, faz com que a metodologia apre-
sente uma série de desafios tinicos. Se por um lado, a especificagdo de modelos em TRI é
mais complicada em relacdo a TCT, por outro, a interpretacdo adequada dos resultados
exige atencao cuidadosa a varias caracteristicas unicas das saidas graficas e numéricas da
TRI, especialmente para modelos mais desafiadores. Por fim, o processamento de dados e a

preparagao para uso de um software de TRI podem ser mais complexos e demorados.

Tabela 2.1: Sumarizacdo das principais diferencas entre TCT e TRI

TCT

TRI

Dependéncia Populacional

As estatisticas dos itens sdo dependen-
tes da populacdo

Os parametros do iten sdo dependentes da po-
pulacao

Dependéncia de itens

Escore do examinando é dependente do
teste

Estimativas das habilidades do examinando
sdo dependentes dos itens

Confiabilidade (erro-padréo de
medigao

Todos os escores tem a mesma confia-
bilidade

Cada valor de habilidade tem sua prépria con-
fiabilidade

Suposigoes

Unidimensionalidade

Independéncia Local

Dificuldade do item

Todos os itens tem a mesma contribui-
cdo para o escore total, independente
da dificuldade, se nao for ponderada

A dificuldade dos itens contribuem para a es-
timacao da habilidade do examinando

Discriminacao do item

A discriminagdo do item nao é consi-
derada no escore do examinando

A discriminagdo do item contribui para esti-
macao da habilidade do examinando, a menos
que o modelo se mantenha constante

Escala de comparabilidade

A dificuldade do item e o escore do exa-
minando estdo em escalas diferentes es-

A dificuldade do item e o escore do exami-
nando estdo na mesma escala

calas

Fonte: Zheng (2014).

2.2 Conceitos e Pressupostos

2.2.1 Unidimensionalidade

A unidimensionalidade é um dos pressupostos da maioria dos modelos da Teoria de Resposta
ao Item (Fernandez, 1990, as cited in Vitoria et al., 2006), o que confere, inicialmente, atu-
alidade ao seu estudo e aprofundamento. Contudo, foi desde sempre, considerada desejavel
num teste, mesmo na Teoria Cldssica dos Testes (TCT), pois os conceitos de homogenei-
dade e dificuldade s6 fazem sentido quando se assume avaliar um tnico atributo. Por um
lado, tem-se a identidade do préprio teste (face walidity) e, por outro, quando se assume
obter pontuagoes globais num teste, o que significa medir a mesma coisa ao longo dos varios
itens, de forma que, o teste em questao deverd ser unidimensional (Cuesta, 1996, as cited in
Vitéria et al., 2006).

Segundo Hambleton e Swaminathan (1985), a unidimensionalidade nao pode ser comple-
tamente conseguida e apontam alguns fatores que podem atuar concomitantemente com o
trago em avaliacdo. Na mesma linha, Pasquali (2009) defende que, para satisfazer o postulado
de unidimensionalidade é suficiente admitir que haja um fator dominante. Assim, o desem-
penho num teste pode ser influenciado por outras varidveis cognitivas, pela personalidade
do individuo ou, mesmo, por fatores inerentes a propria aplicagao do teste, nomeadamente
a motivacao, a ansiedade, a capacidade para trabalhar em velocidade ou o uso correcto das
folhas de respostas, entre outros. Portanto, a questao principal nao é avaliar se um teste é
estritamente unidimensional mas sim em que medida as dimensoes adicionais geram distor-
¢oes na medida principal do fator dominante que os itens estao mais ou menos relacionados
(Wright e Stone, 2004).
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Nao ha uma definicao unanime de unidimensionalidade, dado que a dificuldade de se obter
uma definicdo universal prende-se ao fato de que a maioria dos autores a define em funcgao
da forma como sera avaliada. O conceito de unidimensionalidade tem surgido, ainda, muito
associado ao de independéncia local e em algumas ocasioes tomados como sinénimos (Cuesta,
1996, as cited in Vitéria et al., 2006). Na opinido de Hattie (1984), apesar do conceito de
independéncia local ser essencial para a definicao de trago latente e de unidimensionalidade,
nao podem ser tomados como sinénimos. A independéncia local pode ser conseguida com
1,2,..., k tracos latentes ou dimensoes.

Uma das abordagens conceituais de unidimensionalidade esta baseada no padrao de res-
postas. Dentro desta abordagem, os itens colocados por ordem crescente de dificuldade da-
riam lugar a padroes de resposta tais que, o individuo que acertasse o item 3, acertaria
também o item 1 e 2, e assim sucessivamente. Ou seja, se um individuo possuisse uma quan-
tidade X do trago medido, entdo, acertaria todos os itens cuja dificuldade fosse menor que
X. Uma prova que se afastasse deste padrao nao seria unidimensional (Cuesta, 1996, as cited
in Vitéria et al., 2006).

Na abordagem conceitual de dimensionalidade baseada nas teorias do traco latente,
assume-se que k tragos latentes explicam a realizacao dos individuos, de tal forma que,
para um nivel fixo de capacidade, as respostas dos individuos aos itens seriam estatistica-
mente independentes (quer dizer, cumprem a condi¢ao de independéncia local). Quando um
unico traco explica a realizacao dos individuos, entao esse conjunto de itens considera-se
unidimensional (Hambleton e Swaminathan, 1985, as cited in Vitéria et al., 2006).

Segundo Vitoria et al. (2006), se num espaco de k dimensées um individuo for repre-
sentado por um ponto no espaco e se cada uma das dimensoes interfere na realizacao dos
individuos em, pelo menos, 2 itens do teste, entdo k é a dimensao desse espaco latente
(Cuesta, 1996, as cited in Vitéria et al., 2006). Esta definigdo de dimensionalidade liga-se
com a independéncia local através da caracteristica de independéncia estatistica entre as
respostas dos individuos, que se dd quando se especificam todas as dimensoes do espago
latente que explicam as respostas dos individuos (Cuesta, 1996, as cited in Vitéria et al.,
2006).

Formalmente,

P(X = 2|6) = [[ P(X, = 2.9) (2.1)

t=1

Isto significa que a distribuicdo conjunta das respostas a um conjunto de itens X =
x1,%2,...,T,, num dado vetor de tragos latentes, 6 = 0y,0,,...,0;, é igual ao produto das
distribui¢oes marginais dos itens dado 6, ou seja, sao estatisticamente independentes. Quando
k =1 trata-se de um espago unidimensional (Cuesta, 1996, as cited in Vitéria et al., 2006).
Apesar de baseada na independéncia local, ndo sdo aqui tomadas como sindénimos, uma vez
que, como afirmado antes, a independéncia local pode ser conseguida com k dimensoes.

Para Cuesta (1996), a exigéncia de unidimensionalidade feita pela TRI nao coincide
com a forma como esta é, usualmente, entendida. De fato, “quando na TRI se diz que um
teste é unidimensional o que se quer dizer é que todos os individuos que possuem a mesma
capacidade estimada tém a mesma probabilidade de dar uma resposta correta a cada item”
(Cuesta, 1996, p. 247). Esta definigdo nao pressupoe que a capacidade seja fungao de um
unico trago, basta que a combinagao de tracos seja idéntica para todos os itens.
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2.2.2 Independéncia Local

A funcao caracteristica do item é a regressao do escore do item nas variaveis latentes 8 =
(01,05,...,0). O problema pratico de especificar @ é parte do problema de escolher um
modelo apropriado (Lord e Novick, 1968).

Sempre quando se trata de diversos itens simultaneamente, a suposicao de independéncia
local é usualmente considerada necessaria para a efetividade teérica do trabalho com as
curvas caracteristicas do item. De modo que, independéncia local significa que dentro de
qualquer grupo de examinandos, todos caracterizados pelos mesmos valores 0,60, ..., 0, as
distribui¢oes condicionais dos escores dos itens sao todas independentes umas das outras. O
que isto significa é que as pontuacoes dos itens estdo relacionadas entre si somente através
das variaveis latentes 61,0, ..., 0.

A defini¢ao formal de independéncia local para itens g = 1,2,...,n é que para quaisquer
valores fixados de 01, 0s, ..., 0, a distribuicao conjunta f dos escores dos itens yg. ¢ igual ao
produto das distribuicoes marginais f:

F Wy 50el0) = 1] ol ]8). (2.2)
g=1

O que se observa é que o argumento utilizado em (2.2) é o mesmo apresentado por (2.1)
para se definir dimensionalidade (Vitoria et al., 2006).
Quando g = 2,3,...,n, (2.2) torna-se:

F (o voser - 90e18) = 1T fo(ue10). (2.3)
g=2

Dividindo (2.3) por (2.2) obtém-se:

hl(yl*le;y2*7y3*7'”7yn*) = fl(yl*le) (24)
Isto mostra que, sobre a independéncia local, a distribuicao condicional de h; de ¥y, para va-
lores fixos de 0, yox, Y3, - - - , Yns D20 dependem de Yo, Y3«, - - - , Ynx, € este resultado se mantém

nao importando qual item seja escolhido primeiro.

Por outro lado, pode ser mostrado que caso (2.4) se mantenha para cada item, entao (2.4)
implica em (2.2). Portanto, ambas as equagdes constituem uma defini¢ao de independéncia
local.

Supondo que (2.4) ndo se mantém, entao para um grupo de examinandos todos com o
mesmo € e com o mesmo ¥y, para g = 2,3,...,n, a distribuicao condicional de y;, seria
diferente do que para outros grupos de examinandos com o mesmo 6 mas diferente yg,.
Porém, isto ndo pode acontecer no espaco latente completo, desde que o espago seja defi-
nido de modo que a distribuicao de yi4, seja a mesma para todos os grupos pertinentes de
examinandos. A suposicao de independéncia local é entao equivalente a suposicao de que os
01,60s,...,0; sob consideragao abranjam o espaco latente completo.

Para itens binarios, a suposicao de independéncia local pode ser escrita como:

P(Ul* = Uy, Ug* = U2,y..., Un* = Un|0) = H P(Ug* = Ug|0) (25)

g=1

onde u, ¢ igual a zero ou um. Denotando a probabilidade condicional por um dado 6 de
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uma resposta correta para um item bindrio g por P,(6), ou simplesmente P,, dado por:
P, =P, 0) = P(U,. =1/0). (2.6)

Esta funcao P, () ¢ a funcao caracteristica do item para um item bindrio, isto é, é a regressao
do escore do item sobre 8. A distribuicao de frequéncia de escore de item bindrio para um
0 fixado pode ser escrita como:

fo(ugl®) = PyeQy™, (2.7)

onde Q, =1 — P,. Escrevendo (2.7) de maneira simplificada, tem-se:

P, seu,=1
o ={"9 g ’ 2.8
e = {0 25)
O padrao de resposta do item, a ser denotado pelo vetor
V., = (Ul*,UQ*,...,Un*)/, (29)

é um vetor de variaveis aleatérias. de (2.7) e (2.8) conclui-se que a distribui¢ao condicional
de V, para um dado 0 é:

n

P(v|0) =[] Py=Q, . (2.10)

n=1

Se para alguma populacdo de examinandos, 0 tiver a distribui¢ao de frequéncia denotada
por g(0), entdao P(v), a distribuigdo nao condicional de V, para o grupo total de examinan-
dos, é dada pela equacao:

P(v) = / 9(8) ﬁ PraQl-"edp, (2.11)

onde a integracao é sobre o conjunto k-dimensional correspondendo aos elementos de 6.
Observada uma amostra retirada de P(v), pode-se usar (2.11) para fazer inferéncias sobre
a distribuigao desconhecida g das varidveis nao observaveis 8, desde que a fungao P,(6) seja
conhecida.

2.2.3 Traco Latente e Curva Caracteristica do Item

2.2.3.1 O Tracgo Latente

Quando é necessario mensurar a quantidade de um traco latente que uma pessoa possui,
faz-se necessario ter uma escala de medida correspondente, isto é, uma régua com uma
métrica dada. A tarefa de definir a escala de medida, os niimeros na escala e a quantidade
de caracteristica que cada um dos niimeros representam é, na Teoria da Resposta ao Item,
uma tarefa que requer detalhes técnicos sofisticados.

Segundo Andrade et al. (2000), a escala da habilidade é uma escala arbitraria onde o
importante sao as relagoes de ordem existentes entre seus pontos e nao necessariamente sua
magnitude. Uma vez que existe uma unidade de medida e um ponto zero arbitrario, tal
escala é referida como existente em um nivel de medigao de intervalo. A idéia basica é que se
alguém pudesse verificar (medir) fisicamente ou matematicamente a “capacidade” de uma
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pessoa, essa régua seria usada para dizer a quantidade de habilidade que a pessoa tem, de
modo que a “capacidade” de varias pessoas possam ser comparadas.

Embora em termos tedricos a habilidade deva ser vista como pertencente ao conjunto
dos ntimeros reais (), consideragoes técnicas geralmente tratam de valores dentro do range
—3 a 3. Cuidados devem ser tomados quanto as interpretagoes, haja vista que valores além
desta faixa podem ser encontrados e nao estarao incorretos. Sua representacao mais geral
encontrada na literatura é dada pela letra grega theta ()

Uma maneira formal de definir o trago latente, segundo Lord e Novick (1968), se dé
quando se considera um conjunto de n itens e um conjunto de &’ caracteristicas ou habilidades
individuais, e supondo que cada uma das habilidades afeta o desempenho dos examinandos
em pelo menos um item do conjunto, de forma que se possa denotar 6 por um vetor @ =
(01,05, ...,0,). Assim, cada examinando pode ser representado por um ponto no espago
k’-dimensional, chamado de espago latente.

Assumindo que cada item é administrado uma tUnica vez para cada examinando, e con-
siderando a distribui¢ao de frequéncia condicional (sobre os individuos) do escore do item
Y, para qualquer valor fixo de 8, se esta distribui¢ao nao observavel nao for a mesma para
todas as populacoes de examinandos, entdao ha uma ou mais dimensoes adicionais para
01,0, ...,0r que discriminam entre as populagdes de interesse. Assim, por definicao, no
espaco latente completo, a distribuicao condicional do escore do item para um 6 fixado é a
mesma para todas as populagoes de interesse. De maneira que k£ denota a dimensionalidade
do espago latente completo.

Portanto, a natureza e a dimensionalidade do espaco latente completo sdo definidas de
tal forma que dependem tanto dos tragos particulares, como das populagoes particulares de
interesse. Entretanto, apesar da impossibilidade de se distinguir objetivamente quais, dentre
as variaveis que compoe o espaco latente completo, sao aquelas associadas aos erros de
medida, ¢ usual para a compreensao do traco latente, incluir todas as dimensoes importantes
que afetam a performance sob um dado conjunto de itens e desconsiderando as defini¢oes
subjetivas de erros de medida.

2.2.3.2 A Curva Caracteristica do Item (CCI)

Segundo Lord e Novick (1968), a regressao do escore do item sobre # é conhecida por Fun¢ao
Caracteristica do Item, ou Curva Caracteristica do Item, de forma que por conta de sua
definicdo, permaneca invariante entre os grupos de examinandos considerados ao definir
o espaco latente completo. Isso significa que qualquer parametro que descreva a funcgao
caracteristica do item é um parametro de item invariante.

Para itens bindrios, a fungao caracteristica do item especifica exatamente como as respos-
tas observadas de uma populac¢ao de examinandos dependem dos tragos latentes 01, 0,, . . ., 0.
Genericamente, estes tragos latentes sao tratados como “habilidades” embora seja necessario
manter em mente que uma grande variedade de capacidades cognitivas ou habilidades fisicas
possam ser rotuladas como habilidade (Baker e Kim, 2004).

Para o presente propdsito, embora seja possivel considerar diversos tragos latentes de
um mesmo individuo, assume-se que 6; seja o traco latente (habilidade) conhecido para
cada individuo na populacao, 7 = 1,2,..., N. De forma que a métrica da distribuicdo de
frequéncia dos escores dos examinandos sobre a escala de habilidades é assumida ter média
[ € varidncia og.

Em termos populacionais, P;(f;) denota a probabilidade de uma resposta correta em
qualquer ponto da escala de habilidade e ¢t denota um item, ¢t = 1,2, ...,n. Dessa maneira, a
curva caracteristica do item (CCI) pode ser definida como um membro da familia de fungoes
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mondétonas de dois parametros da variavel habilidade, sendo os dois parametros definidos
por:

Bi: € o parametro de locacgao, também conhecido por parametro de dificuldade do item t,
expresso em unidades de 6, indicando o ponto na escala de habilidade onde P;(6;) =
0.5 —o0 < f < 0.

ay: é o parAmetro de escala que indexa o poder discriminante (discriminagio) de um item,
—00 <y <00

Formalmente, a curva caracteristica do item pode ser definida pela fun¢ao matematica
Pt(Qj) = P(Bh g, Hjt)- (212)

Diferentes familias de fungoes de dois parametros, com aparéncia similar a fungoes de
distribuicao acumulada podem ser utilizadas para modelar as curvas caracteristicas do
item, embora as mais comuns encontradas na literatura sejam o modelo de ogiva normal
(Lord e Novick, 1968) e o modelo de ogiva logistica (Birnbaum, 1957).

Segundo Baker e Kim (2004), embora a pratica comum seja discutir somente os resulta-
dos da CCI das respostas corretas para um item, as curvas sao avaliadas para cada categoria
dos itens, de forma que itens dicotomicos resultam em duas curvas caracteristicas do item,
uma para respostas certas e outra para respostas erradas. Assim, a probabilidade de uma res-
posta incorreta Q;(6;) também pode ser plotada como uma funcao dos escores da habilidade.
A Figura 2.1 apresenta duas curvas para itens dicotémicos de modo que P;(6;) + Q:(6;) = 1
é o resultado da CCI para cada nivel da habilidade do individuo j. De forma semelhante,
Samejima (1969) usou a terminologia “curvas caracteristicas das categorias de resposta ao
item” para identificar que havia uma curva caracteristica do item associada para cada ca-
tegoria de resposta. O modelo proposto baseia-se no fato de que individuos com maior
habilidade possuem maior probabilidade de acertar o item e que esta relagao nao é linear
(Andrade et al., 2000). Fato este que pode ser constatado pela Figura 2.1, onde observa-se
que a CCI tem um formato de “S” com inclinagdo (a;) e deslocamento (f;) na escala de
habilidade definida pelos parametros do item.

10

INncorreta Tl Correta

Probabilidade de Resposta
05
|

00
L

T T T T o5 T
-3 -2 —1 o i 2 3

Habilidade

Figura 2.1: Curva Caracteristica do Item para respostas corretas (B = 0.5,a, = 1.0) e incorretas
(515 = 0.5,0ét = —10)
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2.2.3.3 O Modelo de Ogiva Normal

Na literatura encontram-se diversas justificativas para o uso da ogiva normal como modelo
para curva caracteristica do item. As explica¢des mais pragmaticas datam de periodo anterior
aos anos 50, quando basicamente assumia-se que a CCI pudesse ser modelada por uma ogiva
normal, de modo que esta era ajustada para a proporcao de respostas corretas ao longo da
escala de habilidade e a avaliacao da qualidade de ajuste feita por testes chi-quadrado.

Segundo Baker e Kim (2004), a formulagao para representar matematicamente a expres-
sdo (2.12) é proveniente de uma fungao de distribui¢ao normal acumulada, dada por:

N\ = L) — N\ — > L —22/2
P{63) = Plyu, 00,00 = ©(Z) = [ - = (2.13)
onde p; ¢ a média, oy ¢ o desvio padrao, 0;; ¢ a habilidade do j-ésimo individuo, e Z; é o
desvio normal, ambos para o t-ésimo item.

Devido a natureza simétrica da distribui¢do normal, tem-se que ®(Z;) = 1 —®(—Z;). Na
se¢ao 2.2.3.2 apresentou-se 3; como parametro de locacao e oy como parametro de discrimina-
¢ao. Em (2.13) observa-se que os pardmetros de locacao e escala sao ju; e ay, respectivamente.
No caso da ogiva normal, a média e a mediana sao idénticas, e assim, que uma vez [3; é de-
finido como o ponto na escala da habilidade cuja probabilidade de resposta correta é 0.5, o
que corresponde a média da ogiva normal. Portanto, §; = ji,.

Em uma distribuicdo normal, o; representa o desvio padrao da distribuicao, sendo con-
sequentemente a medida de dispersao da distribuicdo. Assim, quando o; é grande, a ogiva
normal tende a ser mais achatada e nao muito inclinada proximo a ;. Quando o, é pequeno,
a ogiva normal tende a ser mais inclinada na regiao de ;. Quanto mais inclinado o meio
da ogiva normal, menor o valor de ;. Esta relacao inversa explica o fato de a; ser uma
funcao de o4, e como consequéncia, os parametros [; e a; da curva caracteristica do item
sao fungoes diretas dos parametros de locacao e escala da funcao de distribuicao normal
acumulada. Além disso, de (2.13), tem-se:

7, = bz (2.14)

O

mas 3, = iy e o = 1/0y. Entéo o desvio normal pode ser escrito como:

7=l 0, - ). (2.15)
Ot

Uma apresentacao apropriadamente matematica da discussao sobre os parametros da
ogiva normal, podem ser vistos em Lord e Novick (1968, p. 376). Um dos resultados encon-
trados é que em TRI o conceito de locacao da curva caracteristica do item nao é o mesmo
de dificuldade do item no contexto da TCT, entretanto, por motivos de compatibilidade,
o termo “dificuldade” é utilizado em conjunto com f;. Vale ressaltar que na regiao de [,
a CCI é aproximadamente linear com uma inclinacdo de a;/v/27 (Lord e Novick, 1968, p.
368). Uma interpretagao rudimentar do parametro de discriminagao é que ele é proporcional

a inclinagao da CCI no ponto sob a escala de habilidade que corresponde a [3;.
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2.2.3.4 O Modelo de Ogiva Logistica

O uso de uma ogiva logistica como um modelo para a CCI é atribuido a Birnbaum (1957).
A forma acumulada da fungao logistica, frequentemente chamada de lei logistica é dada por:
et 1

P0;) = P(a}, Br.05) = W(Z) = - (2.16)

1+e%4 1—e%’

onde Z; = «a;(0;; — B) é chamado de logito; B; é o parametro de locagdo, e representa o
ponto na escala da habilidade no qual P,(6;) = 0.5; oy é o parametro de discriminacao e é o
reciproco do desvio padrao da funcao logistica.

- Modelo
— Normal
- Modelo
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Figura 2.2: Curva Caracteristica do Item - Ogiva Normal versus Ogiva Logistica (B = 0.6, a4 =
1.2)

Observando as duas curvas apresentadas na Figura 2.2 nota-se que as curvas sao similares,
compartilhando o mesmo parametro de escala, embora tenha-se considerado o parametro de
discriminagdo o mesmo (o = ), as inclinagoes das curvas sao diferentes. Porém, manteve-
se o mesmo ponto de inflexdo, de forma que o valor numérico de ; = 0.6 tem o mesmo
significado para ambos os modelos. Estes resultados devem-se a diferenca na variancia das
duas fungoes, de modo que, enquanto uma func¢ao de densidade N(0, 1) tem desvio unitério,
a fungao correspondente logistica terd a mesma média, porém, variancia na ordem de 72 /3,
evidenciando a maior dispersao desta. Haley (1952) mostrou que quando o desvio logistico
Z; = a;f(6;t — B;) mantém o pardmetro de escala constante em 1.702, a diferenca absoluta
entre a P;(6;) da ogiva normal e da ogiva logistica é menor do que 0.01 para todos os valores
de 0, de modo que:

1B(Z,) — W(1.7022,)| < 0.01 ¥V — 00 < 0 < 0. (2.17)

A caracteristica mais importante da funcao logistica é que sua distribuicao acumulada
tem forma fechada, de forma que comparada a (2.13), a expressao de P;(#;) em (2.16) é
prontamente avaliada, sem a necessidade de qualquer integracao numérica, dado que se
conheca o valor do desvio Z;. A funcao logistica estd também relacionada a chance de
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respostas corretas. Em qualquer ponto da escala de habilidade 6}, a probabilidade de uma
resposta correta é dada por P;(6;), de modo que a probabilidade de uma resposta incorreta
¢ dada por Q:(f;) = 1 — P,(6;). Assim, as chances de se obter uma resposta correta sao
P,(6;)/Q:(65). Se o logaritmo natural desta razao é tomado, tem-se:

Pi(0;)
1%@@)

Para mostrar que (2.18) se mantém sob o modelo logistico, considere a fungao acumulada
dada em (2.16), de forma que:

7z _ 1=P(0) _ Qb))

]zMB@D—M@@NZ&- (218)

‘ Bi(6;) P9y
Z, = —In [%((gj))] = a;(0; — B) (2.19)

A relagdo apresentada em (2.19), entre o desvio logistico e a propor¢ao de respostas
corretas, é conhecida como transformacao logistica. Para o propésito de estimar os parame-
tros dos itens, é conveniente usar a transformacao para obter uma representacao linear da
CCIL. De modo que com (2.19) a ogiva logistica relativa a P;(6;) e 0;; torna-se uma linha de
regressao linear que relaciona Z; e ;.

2.2.4 Escala de Habilidade

A escala de habilidade na TRI é um dos conceitos mais importantes quando se trata da in-
terpretagao dos resultados do método. Ao contrario do escore de um teste com niimero finito
de questoes dicotomicas, que assume valores entre 0 e 1, a habilidade pode, teoricamente,
assumir quaisquer valores reais entre —oo e +00.

E necessério que se defina uma origem e uma unidade de medida, para a definicao da
escala. Em Andrade et al. (2000), utilizou-se a escala com média igual a 0 e desvio-padrao
igual a 1, sendo qrepresentada por escala (0,1). Essa escala é bastante utilizada pela TRI, e
neste caso, os valores do parametro ; variam aproximadamente entre -2 e +2, e o parametro
ay entre 0 e +2, sendo que os valores mais apropriados de «; seriam aqueles maiores do que
1.

Embora em termos praticos, nao haja diferenca entre estabelecer estes valores ou outros
quaisquer, o importante sao as relagoes de ordem existentes entre seus pontos. Por exem-
plo, na escala (0,1) um individuo com habilidade 1,20 estd 1,20 desvios-padrao acima da
habilidade média. Este mesmo individuo teria a habilidade 248, e consequentemente esta-
ria também 1,20 desvios-padrao acima da habilidade média, se a escala utilizada para esta
populagao fosse a escala (200;40). Isto pode ser visto, considerando os desvios apresentados
em (2.15) e (2.19), a partir da transformagao de escala':

Qi

s — Br) = (40) [(40 x 0, + 200) — (40 x f, +200] = o (6%, — ;). (2.20)

onde «;(6; — f3;) é a parte do modelo probabilistico proposto envolvida na transformacao.
Com a reparametrizagdo tem-se:

1. 9% =40 x + 200,

!Para maiores detalhes sobre transformacbes em distribuicdes da familia locacdo-escala, ver
(Lehmann e Casella, 1998, P4g. 16-23)
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2. B =40 x + 200,

* __ Ot
3. Oét—E7

4. P(6;) = P(6).

De forma que a probabilidade de um individuo responder corretamente a um certo item é
sempre a mesma, independente da escala utilizada para medir sua habilidade, o que equivale
a dizer que a habilidade de um individuo é invariante a escala de medida. A conclusao é que
nao faz sentido analisar itens a partir dos valores de seus parametros, sem conhecer a escala
a qual pertencem.

2.3 Estimacao em TRI

Segundo Zheng (2014), a Teoria da Resposta ao Item possui diversas formas de modelar
a probabilidade de respostas corretas, entre elas o caso em que o item é pontuado dicotomi-
camente, ou de diferentes niveis de resposta, caso em que o item tem mais de duas categorias
de resposta. Essas probabilidades dependem dos parametros do item especifico e do exami-
nando. Quando os itens sao dicotomicos, assim como de multipla escolha, os modelos de
TRI mais comumente utilizados sdo os modelos logisticos de 1 parametro (1PL), modelos
logisticos de 2 parametros (2PL), e os modelos logisticos de 8 pardmetros (3PL).

Considerando Uj; ser uma variavel dicotomica que assume o valor 1, quando o individuo
J responde corretamente o item ¢, ou 0 quando o individuo j nao responde corretamente ao
item ¢, a correspondente probabilidade P(U;; = 1|6,;), avaliada sobre o nivel de habilidade
(0j¢) do j-ésimo examinando, quando responde ao t-ésimo item, é modelada pelas seguintes
Fungoes de Resposta do Item (FRI):

1PL
P(th = 1|‘9]t) = 1+ e[*(ejtfﬁt)]; (221)

2PL

1 .

P(th = 1|9]t) = 1+ e[—at(%t—ﬂt)}’ (222)

3PL

1

PUj = 10;1) = c: + (1 — ) (2.23)

1 + el—t(0;e=6)]"

Nas equagoes acima, todos os parametros do item podem variar de acordo com os itens
individuais, que descrevem as caracteristicas de cada item. Além dos parametros especifica-
dos em (2.12), quando definindo a CCI, as equagoes acima introduzem o pardmetro ¢; como
sendo o parametro do item que representa a probabilidade de individuos com baixa habili-
dade de responderem corretamente o item ¢. Muitas vezes é referido como a probabilidade
de acerto casual (Andrade et al., 2000).

E importante notar que P(U;; = 1]0;;) pode ser vista como a propor¢ao de respostas
corretas ao item ¢ dentre todos os individuos da populacao com habilidade 6;;. A relagao
entre P(U;; = 1|0;;) e os pardmetros do modelo ¢ apresentada na Figura 2.3, de onde
observa-se que o parametro 3; ¢ medido na mesma unidade de habilidade e que o parametro
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¢; nao depende da escala, tratando-se de uma probabilidade. Na realidade, o parametro [,
representa a habilidade necessaria para uma probabilidade de acerto da ordem de (1+¢;)/2.
De modo que, quanto maior o valor (;, mais dificil é o item, e vice-versa. O paramétro
oy, como mostra a Figura 2.3, é proporcional a derivada da tangente da curva no ponto
de inflexao. Assim, itens com « negativo, nao sao esperados sob esse modelo, uma vez que
indicariam que a probabilidade de responder corretamente o item diminui com o aumento
da habilidade. De modo que valores baixos de «, indicam que o item tem pouco poder de
discriminacao, enquanto valores muito altos, indicam itens com curvas caracteristicas muito
ingremes.

Curva caracteristica do item - CCl
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Figura 2.3: Figura adaptada de (Andrade et al., 2000, Pdg. 11)

O modelo 1PL (2.21) é o mais simples entre os trés apresentados, mas tem a suposigao
mais forte: todos os item sdo assumidos ter igual poder de discriminacao e nenhuma chance
de resposta casual. O modelo 2PL (2.22) assume nenhuma chance para resposta casual,
mas permite um poder de discriminagao variado, quando modelado pelo parametros a;. O
modelo 3PL (2.23) inclui todos os trés pardmetros, de modo que podem delinear um perfil
mais robusto de um item.

Quando as respostas para um item podem ser pontuadas com mais de dois niveis, assim
como pequenas respostas com créditos parciais, hd uma variedade de modelos politomicos
para modelar as respostas dos dados. Embora este trabalho nao tenha foco em tais modelos,
concentrando-se apenas nos modelos dicotémicos de trés pardmetros (3PL), citam-se, a se-
guir, os mais conhecidos e, para os leitores interessados em mais detalhes, recomenda-se a lei-
tura de Baker e Kim (2004), Embretson e Reise (2000), Samejima (1997), Hambleton et al.
(1991), Lord (1980).

H&a muitos trabalhos na literatura que abordam nao apenas a classe de modelos polito-
micos, assim como, todo o processo de estimacao dos mesmos, a saber:

e Modelo de Resposta Gradual, (Samejima, 1969);
e Modelo de Crédito Parcial, (Masters, 1982);
e Modelo de Crédito Parcial Generalizado, (Muraki, 1992);
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e Modelo de Taxa de Escala, (Andrich, 1978);

e Modelo de Resposta Nominal, (Bock, 1972).

2.3.1 Funcao de Informacao do Teste (FIT)

Na TCT, o indice de dificuldade de um item é definido como a proporcao de examinandos
que respondem ao item corretamente. Como resultado, nem o escore do examinando, nem
o indice de dificuldade dos itens, sao invariantes na amostra. Em outras palavras, o escore
do examinando depende da dificuldade dos itens no teste, e o indice de dificuldade do item
depende do nivel da habilidade dos examinandos que respondem ao item. De forma que
o erro padrao de medida é usualmente calculado através do indice de confianca do teste
completo, conduzindo assim ao fato contraintuitivo de que o erro padrao de medida nao
varia para diferentes examinandos.

Na TRI, o erro padrao de medida nao é mais mantido constante através dos diferentes
niveis de habilidade dos examinandos. Ao invés disso, o classico indice estatistico, Informagdo
de Fisher, foi trazido para dentro da TRI para fornecer os limites inferiores do quadrado do
erro padrao de medida em cada nivel da habilidade (f;) do j-ésimo examinando. Definida
por:

2

1(6;) = l 592109 F(X:0, )] (2.24)

onde 6; denota o parametro desconhecido, X o conjunto de dados da amostra e logf(X;6;)
a funcao de log-verossimilhanga, a Informacao de Fisher, no contexto da TRI, também é
conhecida por Fungao de Informagio do Teste (FIT) de examinandos com habilidade §;, e
¢é dada por :

n Pl 9
=Y ((0:) (2.25)
t=1 Pt )[1_Pt(0 )]

onde t =1,2,...,n, denotando n itens respondidos pelos examinandos e P,(6;) a Fungdo de

Resposta ao Item (FRI) de alguma das formulagoes das equagoes 2.21-2.23. Considerando-se
apenas um dos itens da equacao 2.25, tem-se a Fungdo de Informagdao do Item (FII), medida
bastante utilizada em conjunto com a CCI, que permite analisar quanto um item contém de
informagao para a medida de habilidade. No caso do modelo logistico 3PL, pode ser escrita
como:

2 2Qt( ) (Pt(9j>_ct 2
L(0;) =D ta(e)[ e ] (2.26)

Segundo Andrade et al. (2000), esta equagdo mostra a importancia que tém os trés pa-
rametros sobre o montante de informacao do item. Isto é, a informagao é maior:

(1) quando f3; se aproxima de 6;;
(i) quanto maior for o ay;

(1ii) e quanto mais ¢; se aproximar de 0.
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Outra maneira de representar a FIT é através do erro padrao de medida, conhecido na
TRI por erro padrao de estimacgao, dado por:
1

EP(9;) = T (2.27)

Como essas medidas dependem do valor de 6;, a amplitude do intervalo de confianca
para 6; dependerd também do seu valor. A medida em que o ndmero de itens aumenta, a
variancia da estimativa de #; aproxima-se de 1/1(6;). Portanto, 1/,/1(6;) fornece o limite
inferior do erro padrao de medida sob 6; (Zheng, 2014).

Como a TRI coloca o pardmetro de dificuldade do item na mesma escala do pardmetro
de habilidade do examinando, a idéia de combinar a dificuldade do item com a habilidade do
examinado, torna-se simplesmente combinar aos valores do parametro de dificuldade do item
ao parametro de habilidade do examinando. Considerando o conhecido limite inferior do erro
padrao de medida citado anteriormente, itens com maiores valores de informacao, dados pelo
I;(8;), produzirao menores erros padrao de medida sob §;, ou seja, melhor precisao de me-
dicdo para o nivel de proficiéncia do examinando. Na verdade, itens muito faceis ou muito
dificeis fornecerao pouca informacgao para estimar o nivel de proficiéncia do examinando,
enquanto os itens com dificuldades correspondentes geralmente sao mais informativos. Isto
pode ser matematicamente mostrado para os modelos 1PL, 2PL e 3PL através de suas fun-
¢oes de informagao (Chang e Ying, 2009).

Para o modelo 1PL,

e(aj—ﬁt)

Para um dado examinando, I(6;) atinge seu valor maximo em 1/4 quando f; = 6,.

Para o modelo 2PL,

a? eai (Gj 7:875)

1(0j|o, ) = ETTU=E (2.29)

Para um dado examinando e um fixo valor do parametro oy, 1(6;) atinge seu valor maximo
em «; /4 quando 5, = 6.

Para o modelo 3PL,

(1 . ct)a?62at(9jf,3t)
{for e @ A} {[L = e Ay

1(0;]cu, By, cr) = (2.30)

Para um dado examinando e fixos valores do pardmetro oy e parametro ¢;, 1(f;) atinge seu
valor maximo quando

1 14++4/14+8

B, =0, — —log <++Ct> . (2.31)
Qi 2

Isto esta tipicamente na vizinhanca do valor de 6;. Por exemplo, quando oy = 2 e ¢, = 0.25,

a dificuldade 6tima do item selecionado, ; ~ 6; — 0.15. Uma discussao mais detalhada das

expressoes 2.28-2.30, bem como a justificativa matemética para 2.31 podem ser obtidos em
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Chang e Ying (2009).

2.3.2 Estimacao dos Parametros dos Itens

Uma das etapas mais importantes da TRI é a estimacao dos parametros dos itens e das
habilidades dos respondentes. Segundo Andrade et al. (2000), é possivel dividir o problema
em trés situagoes:

e Quando ja se conhecem os parametros dos itens, é necessario estimar apenas as habi-

lidades.

e Se ja sao conhecidas as habilidades, é necessario estimar apenas os parametros dos
itens.

e E no caso mais comum, é necessario estimar os parametros dos itens e as habilidades
dos individuos simultaneamente.

A estimacao dos parametros dos itens ou dos examinandos dependem de algoritmos es-
tatisticos. Quando os parametros dos itens sao conhecidos, ou seja, calibrados, algoritmos
comuns para estimacao da habilidade dos examinandos 0; incluem a estimagdo por mdzima
verossimilhanga (MLE), estimagdo da esperanga a posteriori (EAP) e estimagao da moda a
posteriori (MAP). Quando ambos os pardmetros dos itens e pardmetros dos examinandos
estao para ser estimados, o algoritmo de estimacao de mdxima verossimilhanca conjunta
(JMLE) pode ser empregado. Enquanto JMLE foi provado ser bem sucedido para o modelo
1PL, o mesmo encontrou dificuldades com modelos mais complexos e ntimeros maiores de
examinandos. Nestes casos, a rotina mais comumente utilizada para a estimacgao ¢ a esti-
magdo por maxima verossimilhanga marginal (MMLE), empregada conjuntamente com o
algoritmo EM, introduzido por Dempster et al. (1977). O método MMLE-EM integra o pa-
rametro 0; dos examinandos, usando sua distribuigao a posteriori obtida a partir dos dados e,
em seguida, encontra os valores dos parametros do item que maximizam essa verossimilhanga
da esperanca a posteriori.

Embora existam outras propostas de estimacao para os parametros dos itens e habilida-
des, as citadas acima podem ser consideradas as mais importantes e, portanto, este estudo
ird, explora-los. Para melhor compreensao dos métodos a serem apresentados, adotam-se
as convengoes aplicadas por Azevedo (2003) e as notagoes e desenvolvimentos apresenta-
dos em Andrade et al. (2000), para descrever o cenario onde serao avaliados os métodos de
estimacao.

Suponha que um conjunto de N individuos foi submetido a um teste (prova) de n itens
(questoes) dicotémicos ou dicotomizados (itens de miltipla escolha corrigidos como certo/er-
rado), onde 0;; é a habilidade e Uj; a varidvel aleatéria que representa a resposta (binaria)
do individuo j ao item ¢, com

U., — 1, resposta correta,
It 0, resposta incorreta.

Os processos de estimagao apresentados a seguir levam em consideram o fato de que o
foco do estudo sdo os modelos dicotomicos de 3PL, de forma que a FRI considerada para os
desenvolvimentos apresentados referem-se ao modelo (2.23), conjuntamente com as seguintes
notacoes:

o U; = (Uj1,Ujs,...,U;,), o vetor aleatério de respostas do j-ésimo individuo.
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e U = (U,...,UY), o conjunto integral de respostas.
e (it = (ay, By, ¢t) vetor dos pardmetros do t-ésimo item.
e (=((,...,C,) vetor dos pardmetros de todos os itens.

e 6= (0,...,0y), vetor de habilidades dos N individuos.

No intuito de ser mais especifico com respeito a notagao, a qual evidencia a relagao entre
o modelo e o vetor de parametros dos itens, denota-se, apartir deste ponto, a Funcao de
Resposta (FRI) por:

1
14+ el=Dox(0:—B¢)]’

P(th = 1|6jt7 <t) = + (1 — Ct) (232)

onde D é um fator de escala igual a 1, quando se deseja obter o resultado da funcao lo-
gistica, ou 1,7 caso o objetivo for obter uma aproximacao para a distribuicdo normal. Vale
ressaltar que o modelo (2.32) possui duas principais suposigoes que sao imprescindiveis para
o desenvolvimento dos processos de estimacao:

(S1) as respostas oriundas de individuos diferentes sao independentes.

(S2) os itens sao respondidos de forma independente por cada individuo (independéncia
local) da a sua habilidade.
2.3.2.1 Estimacado de Maxima Verossimilhanga (MLE)

Considerando as habilidades 6, conhecidas, e os pressupostos (S1) e (S2), é possivel escrever
a verossimilhanca L(¢) = P(U.. = u_|0,¢), como

=

L(¢) = PU;. = u;6;,¢)
j=1
N n
= [P =u;l0;,¢), (2.33)
j=1t=1

onde na ultima igualdade, tem-se a distribuigao de Uj; dependendo unicamente de ¢ através
de ¢; (pelo modelo). Usando a notagao Pj, = P(Ujy = 1101, () e Qju = 1 — Py, tem-se
P(Uj = ujel0;,¢,) = P(Uj =1]0;.¢)"" P(Uje = 0]6,¢,)' "
= P, (2.34)

gt

Portanto, a verossimilhanca pode ser escrita como

N n
L(¢) =TT TI B @ ™" (2:35)
j=11=1
De forma que a log-verossimilhanga [In(L(¢) = I({)] pode ser escrita como
N

j=1t=1
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Como os Estimadores de Maxima Verossimilhanga (EMV) de (, t = 1,...,

2.3

n, sS40 0s

valores que maximizam a verossimilhanca, sdo por consequéncia, as solu¢oes da equacgao

al¢) _
o6,

Resolvendo a derivada em (2.37), tem-se

ol¢)  _ -
e - B

N
j=1 ]tth aCt
Por conveniéncia, considera-se a ponderacao:

P Q5

W, = :
T PLQy

onde

P*

gt =

-1
{1 + efDat(ejtfﬁt)} e Q;t —1— p*

Possibilitando assim, reescrever a equacao (2.38)

Jj=1

Jt

oue) XL, Wi | (0P
ac, Z{(“ﬂ P”)Ptczﬂ}<act>‘

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

De forma que para obter as equagoes de estimacao, serdo necessarias as seguintes expressoes:

OP; Q"
aTJ: = D(1—¢)(0; — Bi) PQ%,
OP,

a[;t e —Dat( ) tth’
Py

act = th-

(2.42)
(2.43)

(2.44)
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Para o pardmetro de discriminagao, de (2.41) e (2.42) tém-se que

g & { ) (%) W }

(904,5 i=1 gt aat P;t@;t

= Z{uyt— ) D1 —¢;)(050 — By) P tht tQ }

Jj=

—_

= D(1—¢) g:{ (wje — Pj) (050 — Be) Wit} (2.45)

Para o pardmetro de dificuldade, de (2.41) e (2.43) tém-se que

o) oP,\ Wy
2B Z{""” (aﬁt>azcz;ft}

N
= —DOét 1— Ct Z ’U,jt ]t} (246)

Para o pardmetro de acerto ao acaso, de (2.41) e (2.44) tém-se que

ae OP;\ W;
v~ =\ P50 B

<.
I

_ al . * th }

- jz::l{(ujt P )Q]tPtth

- i{(uﬁ—}vﬁ)%}. (2.47)
j=1 Jt

Por fim, as equacoes de estimacao para os parametros oy, f3; e ¢; sdo, respectivamente,

N
o D(1—c)> {(uje — Pjr)(050 — B) Wy} =0, (2.48)
j=1
N
Be : —Day(1—c) Y {(uj — Pp)Wji} =0, (2.49)
j=1
N
ooy {(u]t P; )VI‘; } =0. (2.50)
j=1

2.3.2.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanga Conjunta (JMLE)

Considerando que os procedimentos apresentados nesta secao sao representacoes de dois
blocos - um para a estimacao dos parametros dos itens e outro para a estimacgao dos para-
metros das habilidades dos examinandos - os detalhes algébricos sdo apenas abstracoes dos
resultados obtidos na secao (2.3.2.1).
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Segundo Baker e Kim (2004), sob condigoes tipicas de teste, uma amostra aleatéria de N
examinandos é retirada de uma populagdo de examinandos onde o trago latente (habilidade)
¢ desconhecido. Estes examinandos respondem aos n itens do teste, e as respostas, repre-
sentadas pela varidvel aleatéria binaria Uj, onde ¢ denota o item, ¢ = 1,...,n, e j denota
o examinando, j = 1,..., N. Para cada examinando, considera-se um vetor de respostas
aos itens de tamanho n, denotado por (uij, ..., u,;|0;). Sob a suposi¢do (S2), apresentada
na segao (2.3.2), as Uj; so estatisticamente independentes para todos os examinandos que
possuem a mesma habilidade.

Pela construcao formulada, hd N vetores de respostas para cada examinando, resultando
em uma matriz n por N denotada por U = [u;;], sendo 6, o vetor de NV escores de habilidades
dos examinandos (fy,...,0y). Desta forma, a probabilidade da matriz n x N de resposta
dos itens é dada pela funcdo de verossimilhanca:

P(U = uzlf) = Hﬁ B 0)Q " (6)). 2.51)

Simplificando a notac@o, onde P;(0;) = Pj; e Qi(0;) = Qj, tem-se

P(U = uj|f) = H HP“” Qi ", (2.52)

j=1t=1

Neste ponto, observa-se que a expressao (2.52), é a mesma apresentada em (2.35), de modo
que o procedimento algébrico de estimacao é o mesmo, assim, tomando o logaritmo da fungao
de verossimilhanca, tem-se

N n
L=WmPU =uulf) => > [ujln P — uj) In Q). (2.53)

j=1t=1

Tal como postulado na segao (2.2.3.2), as Pj; sdo funcoes da curva caracteristica do
item (CCI), e os desvios Z;; (normal ou logistico), sdo expressos em termos dos pardmetros
lineares dos itens ay e By, Z; = o + ;0. Como os parametros para todos os n itens e as N
habilidades dos examinandos, sao desconhecidos, ao tomar a derivada de L com respeito a
todos os pardmetros (habilidades e pardmetros dos itens), igualando-os a zero, e resolvendo
as 2n + N equacgoes simultaneas, obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanca dos
parametros desconhecidos. Tomando as derivadas com respeito aos parametros dos itens,

tém-se,
oL Y1 (0P & 1 (0Qy
—— = 2.54
50& z:: ((9(% ) + jzzjl ujt Q]t ( 8ozt ’ ( g )
oL N 1 8Pjt> N 1 (aQ]t>
v , 2.55
aﬁt ; < a/Bt jzzl U]t Q]t aﬁt ( )

e estas serdo os n pares de cada derivada. A sumarizagdo das equagoes (2.54) e (2.55) séo
feitas sob os N examinandos.

Tomar as derivadas da log-verossimilhanca com respeito as habilidades dos examinandos,
resulta em

OPj Y 1 (3%)
E + E 1— , 2.56
59]t j=1 ]t Py ( 90,1 ) ( ujt) Qje \ 905t ( )

j=1
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de forma que haverda uma derivada para cada um dos N pardmetros de habilidade. Nesta
formulagao, as derivadas de Pj; e ();; com respeito aos parametros serao dependentes da
particular curva caracteristica do item (CCI) empregada.

O método de Newton-Raphson iterativo é utilizado para obter as estimativas dos itens e
das habilidades, de modo que, as segundas derivadas de ordem parcial da fungao de logve-
rossimilhanca com respeito aos parametros sao necessarias. A equacdo de Newton-Raphson
sera da forma:

At+1 - At + B;lFt, (257)

onde A é o vetor coluna da estimativa dos parametros dos itens e das habilidades, de tamanho
2n + N, B é a matriz das derivadas de segunda ordem, de tamanho (2n + N) x (2n + N),
dada pelos termos

o’L 0°L 9°L 0?L O0?L

do? OFF 005 O0uay 00,8,

(2.58)

F' ¢é o vetor coluna das derivadas de primeira ordem da funcao de verossimilhanca, de tama-
nho 2n + N e t os indices de interagao.

Devido & dimensionalidade de todos os termos da equagao (2.57) ser de ordem 2n + N,
quando o nimero de itens ou o nimero de examinandos é muito grande, uma reducao de
dimensionalidade deve ser encontrada para tornar plausivel a estimacdo. Em funcao da
estrutura da matriz e de sua alta dimensionalidade quando a ordem dos seus termos a
serem estimados atingiam limites além das capacidades computacionais normais da época
em que os estudos foram realizados, trés suposicoes foram feitas para obter as equagoes que
forneciam solugoes plausiveis:

1. Desde que cada examinando é retirado de uma amostra aleatoria da populagdo, eles
sao independentes. Esta suposicao implicou na eliminacao dos termos das derivadas
cruzadas entre os pares de examinandos.

2. Nao havia razao para acreditar que deveria haver qualquer covariacao entre os exa-
minandos individuais e os parametros de um dado item. Desta maneira, examinandos
e itens foram tratados como independentes, eliminando (2n x N) derivadas cruzadas
correspondentes.

3. Itens sao independentes. Elimina as correspondentes derivadas de segunda ordem, dei-
xando somente submatrizes 2 x 2 para cada item.

Mesmo apés aplicar as trés suposigoes citadas acima, a estrutura da matriz B torna-se
esparsa, contendo matrizes 2 x 2 ao londo da diagonal principal. Neste ponto, foi proposto um
procedimento em dois estagios (Birnbaum, 1968, pag. 420), conhecido por "Vai e Volta', no
qual no primeiro estagio os parametros dos itens sao estimados assumindo que as habilidades
dos examinandos sao conhecidas; e no segundo estagio as habilidades dos examinandos sao
estimadas supondo que os parametros dos itens sao conhecidos. Para iniciar o processo, uma
estimativa rude de cada habilidade dos examinandos é obtida. Em geral os escores padroni-
zados do teste sao utilizados como estimativa do valor “conhecido” inicial para os valores das
habilidades (Wood et al., 1976). De modo que para cada item haverd uma equagao separada
de escore de Fisher, dada por

al _[a] [ E(EE) Pk []
l@]tﬂ_[ﬁt]t (%) E(%) t (%t N (2.59)
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Tais equacoes sao resolvidas individualmente para cada um dos n itens. No segundo estagio
estes parametros estimados dos itens sao considerados “verdadeiros” e o processo prossegue
com a estimagao, para cada um dos N examinandos, associando uma nova equacao de
Newton-Raphson para resolver as estimativas de maxima verossimilhanca das habilidades,
onde os dados observados das derivadas de segundo ordem sao trocadas por suas respectivas
esperancas sob o método de escore de Fisher, gerando as seguintes equagoes:

-~ [#(55)], [a), oo

t

Apos este processo de estimacgao ser executado para cada examinando, tém-se um vetor de
estimativas éj de méaxima verossimilhanca de tamanho N. Neste ponto, um ciclo é comple-
tado, de forma que as estimativas iniciais das habilidade dos examinandos, inicializadas de
modo grosseiro, foram trocadas pelo conjunto de estimativas de maxima verossimilhanga das
habilidades 9j. Adicionalmente, o conjunto de estimativas dos parametros dos itens estao
disponiveis para cada um dos n itens.

Em func¢ao do processo iterativo de estimacao conjunta dos parametros, o procedimento
executado até este ponto é conhecido por paradigma de Birnbaum. A métrica das habili-
dades estimadas éj é unica somente até a transformacao linear, que pode ser através da
ogiva normal ou logistica. Em TRI isto é conhecido por “problema de identificagcdo”, desde
que a locagao e a escala desta métrica é desconhecida, havendo somente N — 2 estimativas
de éj independentes, mesmo considerando os N valores obtidos. Dessa forma, é necessario
criar valores para a locacao e escala das métricas de habilidades obtidas, isto é, "@ncoras'das
habilidades estimadas éj. O processo de ancoragem de habilidades no JMLE é apresentado
por Baker e Kim (2004, pags. 96-99). Outros pontos adicionais sobre o paradigma de Birn-
baum nao sao abordados neste texto, tais como: o uso de agrupamento no paradigma de
estimagao conjunta (Bock, 1972; Kolakowski e Bock, 1973; Wood et al., 1976); limitando as
estimativas (Wright e Panchapakesan, 1969; Wright, 1977) e dados faltosos (Lord, 1974).

2.3.2.3 Estimacgao de Maxima Verossimilhanga Marginal (MMLE)

Sobre a estimacao conjunta dos parametros, apresentada na se¢ao 2.3.2.2, na literatura os
parametros dos itens sao também conhecidos por “parametros estruturais”, que sao fixos em
nimero pelo tamanho do teste, e os parametros dos examinandos por “parametros inciden-
tais”, uma vez que dependem do tamanho da amostra. Segundo Andrade et al. (2000), as
habilidades sdo denominadas de parametros incidentais, pois o niimero destes parametros
(6,), cresce com o nimero de individuos. J& os pardmetros dos itens sdo denominados de
parametros estruturais pois o ntmero desses parametros nao se altera quando a amostra
cresce.

Em outro contexto, anterior a publicagdo do paradigma de Birnbaum, Neyman e Scott
(1948) mostraram que quando pardmetros estruturais sao estimados simultaneamente com
parametros incidentais, as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros estrutu-
rais nao necessitam ser consistentes quando o tamanho de amostra aumenta. Se ha esta-
tisticas suficientes disponiveis para os parametros incidentais, o procedimento de méxima
verossimilhanca condicional (Andersen, 1972) pode ser utilizado para a estimagao consistente
dos parametros estruturais. Como resultado, um procedimento de estimacao para modelos
de TRI de 2 e 3 parametros que evitasse o problema de estimativas inconsistentes dos pa-
rametros estruturais, tornou-se de grande valia. Apesar de problemas na implementacao,
para a qual verificou-se funcionar para pequenos testes, o procedimento do MMLE foi ini-
cialmente proposto a partir do artigo de Bock e Lieberman (1970), sendo posteriormente
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reformulado em uma nova proposta tedrica e computacionalmente mais acessivel, a qual sob
certas condicoes, é uma instancia do algoritimo EM, de forma que o método passa a ser
conhecido na literatura como método de estimagdo MMLE/EM (Bock e Aitkin, 1981).

Embora nao seja considerada uma técnica de estimagao bayesiana, o processo de margi-
nalizagao incorpora o teorema de Bayes em seus calculos. No MMLE, o estimador pontual
da habilidade de um individuo (éj), é trocado por uma distribuicao que aloca os dados do
j-ésimo individuo em toda a escala da habilidade na proporcao da probabilidade de estarem
em um determinado ponto ao longo da escala da habilidade. Assim, em vez de um simples
valor de éj para um examinando, a probabilidade é descoberta a partir de um examinando
que tem cada possivel valor de 6; ao longo da escala de habilidade condicional ao vetor u;
de resposta do item, ao vetor ¢ de parametros dos itens e ao vetor de parametros v da
distribuicao da habilidade da populagdo. Em estatistica bayesiana, esta probabilidade é co-
nhecida como probabilidade a posteriori. Como a habilidade é assumida ser uma continua,
um grafico desta probabilidade como fun¢ao da habilidade, resulta em uma curva suave.
Esta curva representa a sumarizagao da informacao sobre 6 contida nos dados de resposta
de itens observados para o examinando j. A probabilidade a posterior empregada neste caso
é o veiculo para libertar o processo de estimagao do item de sua dependéncia sobre a estima-
¢ao de cada habilidade dos examinandos, como é o caso no JMLE. Isto é visto ao empregar
o teorema de Bayes para calcular a distribuicao da habilidade a posteriori completa, dada
por:

P(u;]0;,¢)g(0;v)
P(uy;|0;,¢)g(0;v)do;

Onde pela suposigao (S2), apresentada na se¢ao (2.3.2), o primeiro termo do numerador é
dado por

P(0;|u;,v,¢) = I (2.61)

n

P(u,0;,¢) = H 0;)“1Qq(0,;) (2.62)

que ¢ a funcao de verossimilhanca, sendo esta a probabilidade do vetor u; de resposta dos
itens dos examinandos, condicional a habilidade 6; dos examinandos e aos parametros dos
itens em (.

O segundo termo no numerador, g(6;|v), é a funcao de densidade de probabilidade da
habilidade na popula¢ao de examinandos. Uma vez que a forma desta distribuicdo é des-
conhecida antes dos dados serem coletados, o julgamento sobre qual distribuicao utilizar é
livre. Embora nao seja uma regra, frequentemente utiliza-se a distribuicao normal padrao.
Esta distribuicao, com vetor de parametros v, define a probabilidade relativa dos valores de
;. No contexto bayesiano isto ¢ conhecido por distribuicio a priori, de forma que para a
formulacao dada esta é a distribuicdio a priori da habilidade.

Segundo Baker e Kim (2004), uma suposi¢do necessaria é a de que a distribuigao a priori
da habilidade seja a mesma para todos os examinandos. Assim, o produto no numerador é
a distribui¢do conjunta de u; e 6;. A expressao no denominador de (2.61) é a probabilidade
marginal (ndo condicional) do vetor u; de resposta dos itens com respeito aos parametros
dos itens e a densidade populacional das habilidades.

A distribuigdo da probabilidade a posteriori em (2.61) combina a informagao da dis-
tribuicdo a priori da habilidade com a informacao da funcao de verossimilhanca. O que a
distribuicao a priori essencialmente faz é distribuir os dados, nos vetores de resposta dos
itens, através da escala de habilidade proporcionalmente a probabilidade posteriori dos exa-
minandos, em cada ponto da escala de habilidade.
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2.3.2.4 A Solucao de Bock & Lieberman

Para estimar os parametros dos itens, a solucao inicial foi proposta por Bock e Lieberman
(1970), onde apesar do artigo original considerar uma CCI de uma ogiva normal, sdo apre-
sentados a seguir os calculos para o modelo logistico de 3 parametros (o, 5y, ¢;).

Para fins de simplificacao da notagao, considera-se

Puj) = [ Pluslt,Q)g(6;1)do;. (2.63)

De forma que a fungdo de verossimilhanca marginal é dada por

- 1_11 P(u;). (2.64)

E para encontrar as equacoes de verossimilhanga marginal para oy, toma-se

0
(%vt(lnL) 0.
Onde
0 N9
aioét(hlL) = gajlnp 'U/]]
N 1 0
= LI 5o [ Pl Og(0v)at | (2.65)

Convenientemente, em razao de 6; poder ser visto como uma amostra aleatéria de individuos
de uma populacao, o indice j é retirado de 6 em (2.65), resultando na expressao

0
(InL)
(90@ n

S PG [ o [P0, Qg(Ol)ao). (2.66)

Jj=1

Usando a relagao

) 0
a—at[P(’u,]w,C)] = @[IDP(U]‘W,C)]P(%W,C),

resultando em

D) = SR i P, 1P, Q0w
_ g/%;%[lnp(ujw,o] [P(ujg’(iigw"/)] do. (2.67)
E substituindo (2.61) em (2.67), tém-se
ait )= /9% (r)‘zét[lnp(uj|e,c)np(ej|uj,y, ¢)]db. (2.68)

Trocando P(u;|6,{) na equacao (2.68), pelo resultado obtido apés a suposicdo de indepen-
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déncia local, obtida em (2.62), tem-se

9, .
8at(lnL> = Z/ e [IHHPt )4t Q,(0)' u]t‘| v

t=1

[ (0luj, ¢, v)]do

_ gj / [11(1]2[3(0)%@(9)1—%*1 x

D [HPt )4t Q () “jt] x [P(8;|u;, ¢, v)]db. (2.69)

t=1

E necessério calcular a derivada do primeiro termo a direita em (2.69), de maneira que se
obtem

2T Paoy= o)~ ] = [T Pty Que)- ] PO Qo) ). (270)
t =1 h#t ¢
Onde
0 9wt 1—ujy 0 wjt 1—uj Ujt 9 1—uj¢
S PO QUO ] = ST IR) Q) + PO 5 [Qu()' ]
— thPt(Q)“t 1 [aggf>] Qt( )1 ujt 4
P(Q)th(l — th)Qt<9)1 uji—1 [aggt )‘|
th_l 8Pt 1 Ujt
= thPt [ D ]Qt
POy (1 = ugddoy = | 24
B [OP(0)] e 1wy, [ ujp 1 —uy
- I 8@,5 | [-Pt(e) Qt(e) ] _Pt(9) Qt(e) ‘|
= [01(0)] ujt 1—uj Lptw)
- I aat | [Pt<0) Qt(e) ] _Pt(e)Qt(e)]
[0P(0)] uy — P(6)
- %] Foa®) 27

Substituindo (2.71) em (2.70) tém-se

th )UmQu(6)' M
hott

HPt u]tQ 1 u]t‘| _

Q14

lapt(e)] [th — P,(0)

Pa th)czt(e)] - (272)

Por fim, com mais algumas manipulagoes algébricas, apresentadas no Apéndice (A), sdo
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obtidas as equagoes de verossimilhanga para (o, 5, ¢;):

i(hfl L) = (1-¢a) Z:/%[th — P(0,) Wi (050 — B)[P(0]uy, €, v)]db; = 0 (2.73)

ooy

a N

g5 D) = ~all-e)y [ st = PUO)W POy, G v)ldbs =0 (2.74)
aact(lnL) = (1- Ct)ljz:;/ﬂ? lu’t;t(gjggj)] [P(9j|uj,c,y)]d9j =0, (2.75)

as quais nao possuem solucao analitica.

2.3.2.5 Meétodo da Quadratura

Um problema importante encontrado na implementacao da estimagao dos parametros dos
itens, relaciona-se com as equagoes (2.73) a (2.75), pois envolvem integrais que nao apre-
sentam solucao analitica. Por conta disso, algum meio deve ser encontrado para a solugao
(aproximagao) numérica de uma integral.

Embora existam muitos métodos de aproximacoes de integrais, na TRI tém sido frequente
a aplicacao do método Gauss-Hermite, usualmente denominado de método de quadratura
gaussiana.

Segundo Baker e Kim (2004), se g(f|v) é uma fungao continua com integral finita, ela
pode ser aproximada, para qualquer grau de precisao, por uma outra funcao que assume um
numero finito de pontos. Dessa forma, o problema de obter a integral de uma fungao continua
é substituido pela obtencao da soma das areas de um nimero finito, em ¢ de retangulos. Os
pontos médios de cada retdngulo, X; (k =1,...,¢), sdo denominados de nds (ou pontos de
quadratura). Cada né tem um peso A(X}) associado que leva em conta a altura da fungao
de densidade ¢g(f|v) na vizinhanga de X}, e a largura dos retangulos. Os valores X e A(Xy)
sdo obtidos resolvendo um conjunto de equagoes que envolvem a funcao g(|v) e o ntimero
de nés (Hildebrand, 1956, pag. 327-330). Uma tabela para X e A(Xj) relativa a funcao
gaussiana pode ser encontrada em (Stroud e Secrest, 1966).

Bock e Lieberman (1970) indicam que para aproximar os valores de X}, e A(X}) a uma
distribuicio gaussiana de g(f|v), basta multiplicar os valores tabelados de X} por v/2 e
dividir os valores tabelados dos pesos dos nés de quadratura A(X},) por /7.

Como exemplo de aplicagdo do método de quadratura, considera-se um individuo ale-
atoriamente amostrado (neste caso sem o indice j) de uma populagdo com g(f|v), e, ao
substituir a aproximagao por quadratura, por uma integragao na equagao (2.73), resulta em

ap (1 —¢) ;kzq:[ujt — P Xk) Wi (X — B)[P(Xk|uj, ¢, v)] =0, (2.76)

By —au(l—¢) Z: Xi:[ujt — Py( X)W [ P(Xg|uj, ¢, v)] =0, (2.77)
‘ . . N Ut — Pt(Xk) W ) =

o a3 (B PO, ) =0 275)

(2.79)
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E assim, as equagoes (2.76) a (2.78) representam a forma de quadratura das equagdes
de log-verossimilhanca marginal para os modelos de 3 parametros. De forma que sobre a
aproximagao de Bock e Lieberman (1970), a técnica de Newton-Rapson é empregada para
estimar 3n parametros dos itens de um teste simultaneamente. Tal como no JMLE, os valores
observados dos u;; nas derivadas segundas da funcdo de log-verossimilhanca foram trocados
pelos respectivos valores esperados, permitindo assim que o método de Fisher fosse utilizado.

2.3.3 Estimacao Bayesiana

Nesta secao, apresenta-se uma visao geral dos procedimentos utilizados para estimacao das
habilidades, uma vez que estas serao o foco do proximo capitulo. La serdo considerados,
entre outras coisas, o processo de cablibracao dos itens, ja conhecido e realizado, para entao
se discutir a pratica dos métodos de selecao de itens propostos no CAT. Assim, o material
tratado nesta secao faz consideracoes sobre os métodos apresentados na se¢ao anterior, além
de apresentar procedimentos de estimagao reconhecidamente bayesianos, em particular os
métodos EAP e MAP, empregados para estimacao das habilidades dos examinandos em
diferentes métodos de selecao de itens do CAT. Neste sentido, a importancia dos métodos
abordados nas segoes (2.3.2.4) e (2.3.2.5), além do material adicional disponibilizado no
Apéndice (A), que compde os aspectos mateméticos e metodologicos necessarios para a
compreensao do contexto seguinte.

Neste sentido, a experiéncia com o procedimento JMLE mostrou que ha um ntmero
inerente de problemas. Entre eles, as estimativas dos parametros de habilidades que podem
assumir valores nao razoaveis e uma incapacidade de calcular estimativas de habilidades
para padroes nao usuais de respostas dos examinandos, por examplo, quando todos os itens
sao respondidos corretamente ou incorretamente. Do ponto de vista tedrico, o problema
principal é que o uso do JMLE para testes de tamanho finito podem resultar em estimativas
que nao sao estatisticamente consistentes.

O procedimento de aproximagao apresentado por Bock e Aitkin (1981) utilizando algori-
timo EM resolve o problema de incosisténcia para as estimativas de parametros dos itens. A
estimacgao de maxima verossimilhanca marginal se distingue do JMLE pela suposicao de que
a habilidade dos examinandos tem uma distribuicao em uma populacao. E assim, quando
esta distribuicao é conhecida ou pode ser estimada, permite a integridade da func¢ao de
verossimilhanca. Embora o procedimento MMLE/EM resolva o problema da inconsisténcia
das estimativas dos parametros dos itens, os problemas de desvios dos valores das estimati-
vas dos parametros dos itens em alguns conjuntos de dados e a falta de um significado da
estimacgao das habilidades dos examinandos para padroes nao usuais de respostas dos itens,
permanece.

Neste sentido, uma forma de prevenir a ocorréncia de tais desvios é o uso de proce-
dimentos de estimagao baseados na aproximacao bayesiana. Um aproximagao para aplicar
estes métodos, em particular para estimagao em TRI focada em modelos de 3 parametros,
é devida ao trabalho de Swaminathan e Gifford (1986) que utilizam o modelo logistico para
CCI. Apesar das diferencas entre as escolas “frequentistas” e “bayesianas” quanto ao em-
prego de métodos estatisticos, os pesquisadores de TRI tiveram que adotar uma postura
mais pragmatica em relagdo aos métodos bayesianos, uma vez que estes comecavam a ser
vistos como significantes melhorias na estimacao dos parametros. Desta forma, os métodos
apresentados nesta secao podem ser considerados uma extensao dos procedimentos MMLE,
em particular os implementados via algoritimo EM.
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2.3.3.1 Estimacao Bayesiana de Parametros dos Itens

Para ilustrar o uso do teorema de Bayes em TRI, suponha que o objetivo seja estimar para-
metros de itens quando parametros de habilidades sejam conhecidos. Assim, considere uma
fungao continua g¢((|n) representar a distribuigdo de probabilidade que reflita a crenga a
priori quanto a distribuicdo dos possiveis valores do i-ésimo parametro dos itens, condici-
onal aos parametros em 7. Assuma que cada um dos n itens tém distribuigbes a priori de
mesma forma. Considere U uma matriz N x n de resposta de itens e L(U|(, 0) a fungao de
verossimilhanca da amostra de resposta de itens condicionais aos parametros em ( e 6. De
forma que a distribuicdo a posteriori ao longo dos itens e examinandos pode ser expressa
por

9(¢lU,0,m) o< L(U[C, 0)g(C|n). (2.80)

E de interesse, neste momento, contrastar a equagdao (2.80) com a equacao bayesiana
utilizada no procedimento MMLE, apresentada em (2.61). No procedimento anterior nota-
se que foi utilizada uma “igualdade”, onde agora é considerada uma “proporcionalidade”. O
termo do denominador em (2.61) é agora tratado como uma constante de proporcionalidade.
Adicionalmente, a equagao (2.80) define uma distribuicao a posteriori para os parametros dos
itens, diferentemente da situagao anterior, onde a distribuicao a posterior foi pensada para os
pardmetros de habilidades. Assim, segundo Baker e Kim (2004), fungao de verossimilhanga

L(U|¢,0) é definida como

L. 6) = T T1 26, Qu(6,) " = [[ P(U,16,.€). (2.81)

j=1t=1 j=1

onde P(U;|0;,¢) é a probabilidade de um vetor de respostas do j-ésimo individuo, condi-
cional ao valor conhecido de 6; e aos parametros dos itens em (. E esta é a mesma veros-
similhanga que serviu como base para os procedimentos JMLE e MMLE, descritos anteri-
ormente. Inferencias sobre os parametros desconhecidos dos itens em ( tipicamente tomam
a forma de estimativas pontuais que maximizam a probabilidade a posteriori g(¢|U, 0, n)
com respeito aos parametros desconhecidos. Em estimacgao bayesiana, isto é frequentemente
a moda estimada da distribuicao de probabilidade a posteriori, sendo o resultado estimado
tipicamente conhecido como estimador bayesiano modal ou BME (Mislevy e Stocking, 1989;
Swaminathan e Gifford, 1986).

No contexto bayesiano, a quantidade de “contribuicao” de cada um dos termos da equacao
(2.80) determina as caracteristicas da distribuigao a posteriori. Assim, a contribuigao relativa
da distribuigao a priori g({|n) e da verossimilhanga L(U|(, @) para g(¢|U, @,n), e assim para
as estimativas, sdo uma carateristica importante. Se o nimero de examinandos é grande e
a contribuicao da distribuicao de probabilidade a priori é pequena, a verossimilhanga ira
dominar a distribuicao de probabilidade a posteriori. Isto ¢, as estimativas dos parametros
dos itens obtidas de g(¢|U, 8, n) na equagao (2.80) dependerao quase totalmente dos dados
das respostas dos itens observados, representados por L(U|¢,0), de forma que g(({|n) terd
pouco efeito sobre as estimativas. Neste caso, os BME’s sdo provavelmente quase idénticos
as estimativas obtidas pela estimagao via maxima verossimilhancga. Se a contribuicao da
distribuicdo de probabilidade a priori é substancial, os BME’s diferem dos EMV’s.



2.3 ESTIMACAO EM TRI 35

2.3.3.2 Estimacao Bayesiana Marginalizada

Como uma extensao da solugao de Bock & Aitkin, apresentada no Apéndice (B), Mislevy
(1986) apresentou um procedimento para estimacao de pardmetros dos itens que empregou
procedimento bayesiano classico em dois estagios, atribuido a Lindley e Smith (1972) no qual
a informacao a priori é especificada de modo hierarquico. Inicialmente tém-se a densidade
conjunta de todos os parametros antes da coleta dos dados, de modo que estes sao assumidos
serem independentes e provenientes de variaveis aleatorias continuas com distribuicao de
probabilidade especificada por

N n
o(0-v-6.0) = L9615 T (Gl (2.82)

onde o termo ¢(f;|v) representa a distribuicdo de probabilidade do parametro de habilidade
(6;) de um examinando e é condicional aos pardametros populacionais da distribuicao da ha-
bilidade contida no vetor v. Uma vez que as habilidades sao assumidas serem independentes
e identicamente distribuidas, v contém a média (ug) e a varidncia (03) desta distribuicao de
habilidade a priori.

Segundo Lindley e Smith (1972), no modelo hierarquico os ¢; sdo parametros e os pa-
rametros populacionais jy e o7 sao conhecidos como hiperparametros. De modo que estes
podem ser tratados como variaveis aleatérias com distribuicao de probabilidade, que neste
caso é denotada por g(v).

Ainda sobre a equagao (2.82), o termo ¢((;|n) representa a distribuigdo de probabili-
dade para os parametros do t-ésimo item contindo no vetor (;, condicional aos parametros
populacionais no vetor 7. Tal como no caso das habilidades, os pardmetros «y, f; e ¢;, con-
tidos em (; serao referenciados como parametros, e 7 como o vetor contendo os parametros
populacionais, ou hiperparametros, para o item.

Assim, para fazer inferéncia sobre todos os pardmetros desconhecidos, no caso, 6, v,
e n, ap6s os dados serem coletados, a distribui¢ao a posteriori ao longo de todos os itens e
examinandos obtida pela aplicacao do teorema de Bayes é dada por

9(0,v,(,nU) oc LU0, )g(0|v)g(v)g(¢In)g(n), (2.83)

onde a especificacao da informacao a priori é realizada através dos pardmetros, neste caso
hiperparametros, das distribuigdes de probabilidade g(f|v) e ¢g({|n) que constituem o pri-
meiro estagio no modelo de Lindley e Smith (1972). O segundo estagio é constituido pela
especificagdo dos parametros das distribui¢oes de probabilidade dos hiperparametros, neste
caso, pelos pardmetros que caracterizam g(v) e g(n).

Segundo Mislevy (1986), a equacao (2.83) contém toda a informacao disponivel sobre os
parametros desconhecidos. Para estimar os pardmetros dos itens em (2.83), a marginalizacao
aproximada de Bock e Lieberman (1970), apresentada na se¢do (2.3.2.4) pode ser utilizada.
Sobre esta aproximacao, a funcao de verossimilhanca é marginalizada com respeito a habi-
lidade. Em geral, a escolha das variaveis para marginalizar é ditada pela distin¢ao entre os
parametros que se deseja estimar e aqueles de nenhum interesse.

Baker e Kim (2004) destacam que se a CCI e distribuigdo de probabilidade a priori das
habilidades forem corretamente especificadas, as estimativas dos pardmetros (para testes de
comprimento finito) serdo aproximadamente préximas de seus valores verdadeiros a medida
que o nimero de examinandos cresce. Mislevy (1986) sugere que a distribui¢ao dos 7, em
muitas avaliacoes educacionais, nao sao especialmente de interesse, de modo que é apropriado
que se considere os hiperparametros de n como parametros de perturbagao. Na equagao (2.83)
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a distribuicao dos pardmetros de perturbacao podem ser removidos integrando sobre suas
distribuicoes de probabilidades.

Para encontrar a distribuicdo de probabilidade a posteriori que é apropriada para fazer
inferéncias sobre os parametros dos itens, e os parametros da distribuicdo da habilidade na
populagao de examinandos, integra-se o termo a direita em (2.83), sobre as distribui¢oes de
probabilidade das habilidades g(f|v) com respeito a 6 e os pardmetros populacionais dos
itens g(n) com respeito a 7, resultando em uma distribuicdo marginalizada a posteriori da
forma

9(¢O) o [ [ W16, Qg(0lv)g()g(¢Im)g(n)dody
o L(UIC,v)g(¢)g(v), (2.84)

onde L(U|¢, v) é a verossimilhanga marginal resultante da integracao de L(U|0, ) com res-
peito & habilidade. E possivel notar que a integracio sobre a distribuicdo populacional das
habilidades eliminou a dependéncia de estimativas dos parametros dos itens sobre as estima-
tivas das habilidades dos examinandos individuais. Entretanto, a verossimilhanca marginal
estd ainda condicionada aos hiperparametros pig e o2 da distribui¢do populacional das habi-
lidades e assim, g(v) e estes valores de hiperparametros devem ser especificados. De qualquer
forma, integrar sobre a distribuigdo populacional dos parametros dos itens em (2.84) nao
elimina a necessidade de especificar valores para os hiperparametros 7 em g(().

Sob a suposicao de independéncia entre os itens, a estimacao pode ser feita um item
por vez. Dessa maneira, para estimar os parametros de um item, deve-se derivar a equacao
(2.84) com respeito aos parametros dos itens e igualar o conjunto de equagoes a zero. Por
conveniéncia, pode-se trabalhar com o logaritmo da distribuicao de probabilidade a posteriori
marginal. Logo, o sistema de equacoes para estimacao bayesiana dos parametros dos itens é
dado por:

[ E(16,0)]+ 5l g()] + - llng(v)] =0, (255
onde v; representa um parametro associado com o t-ésimo item, por examplo, a;. O sistema
de equagbes de estimativa representado pela equacao (2.85) constitui as equagdes modais
bayesianas marginalizadas nas quais os BME’s representam a moda conjunta da distribuicao
a posteriori. Uma vez que ¢g(v) ndo contém parametros de itens, sua derivada com respeito
a v; é zero. Assim, g(v) pode ser retirada da equagao (2.85), resultando no seguinte sistema
de equacoes para obtengao dos BME’s dos parametros dos itens:

0 0
—|In L(U —11 =0. 2.86
g0, L LWIG )]+ 5 - g(C)] (2.86)
Verossimilhanga Distribuig@o a priori

As parcelas envolvidas na equagao (2.86) merecem atengao especial. Enquanto a primeira
refere-se a funcao de verossimilhanca, a segunda esta associada as distribui¢oes a priori dos
pardmetros dos itens. Como cada componente dessa equagao envolve elementos distintos, de
forma que serdao descritos separadamente, e conectados mais adiante para obter o conjunto
final de solucao das equagoes.
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2.3.3.3 O Componente da Verossimilhanca

Nesta segao, trata-se o primeiro termo da equagao (2.86), onde sera considerado a CCI do
modelo logistico de 3 parametros. Sendo assim, considera-se

L= LUI¢.v) = [T PW;I¢.v). (2.87)

onde P(U;|C,v) = [P(U;|60,¢)g(0|v)dd é a probabilidade marginalizada de um vetor de
resposta de itens U; com respeito aos pardametros ¢. Substituindo (2.87) em (2.86), e tomando
o logaritmo do primeiro termo, tem-se

o N
o [ In P(Uj,|<,u)] . (2.88)

Por conveniéncia, em funcao dos calculos envolvidos para as trés equagoes de solucao
serem similares, apresenta-se apenas o calculo para o pardmetro de discriminagao (ay).
Inicialmente considere a transformacio® a; = Inay, da qual segue o, = e*. Utilizando a
transformacao para reescrever a CCI do modelo de 3 parametros, tem-se

_ exple® (05 — )]
P0;) = a+(1—c) { T+ eaplem (6 — B)] }
= a+ (1 —c)P(0;). (2.89)

A derivada parcial da equagao (2.88) com respeito ao parametro de discriminagao trans-
formado é obtido inicialmente e é dado por:

0 _ at al Ujt — Pt(gj)
G L] = ¢ (1_Ct>;/gm(9j)cgt(ej) X
= (05 — B) P (0;)Q; (0;)[P(0;]U 5, ¢, v]db. (2.90)

De modo que considerando o peso (W;,), definido em (2.39), a componente de verossi-
milhan¢a marginalizada produz as seguintes equagoes:

ag eat(l - Ct) ;/%[th - R€<9j>]wjt(9jt - ﬁt)[P<‘9j‘Uj.7 Ca V)]d‘g (2-91)
b —e (=) X [ e = PAOIWIPO,[U,. ¢, v))ad (2.92)
¢ o (1—e) > /ﬂcE [W] [P(6;]U;., ¢, v)]db. (2.93)

Exceto pelo multiplicador e, as equagoes (2.91) a (2.93) sao iguais as equagoes (2.73) a
(2.75). Em razao da marginalizaco, todas as trés equagoes acima envolvem uma integragao
com respeito a habilidade, de modo que podem ser reescritas no formato de quadratura
gaussiana. Considerando os ¢ nés de quadratura, o nimero esperado de examinandos f,,

2A transformacdo resulta em cada a; ter uma distribuicdo normal a priori com densidade que é proporci-
onal a exp[—0.5(a; — p14)?/02]. A distribuigio normal & priori de cada a; é definida por seus hiperparametros,
La € 04. Desde que a suposicao de intercambialidade seja empregada, estas distribuicoes a priori sdo todas
assumidas ter a mesma forma e os mesmos valores de hiperpardmetros
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e o nimero esperado de respostas corretas Ty, os argumentos para o uso da quadratura
numeérica sao os mesmos utilizados no apéndice (B), lembrando apenas que a quadratura é
tomada agora para a verossimilhanca de U; condicional sobre 6; = X}, e os parametros dos
itens, de forma que reescrevendo as equagdes (2.91) a (2.93) em sua forma de quadratura
numérica, tém-se

a (=) > [P — TP X0 War (X — B0 (2.94)
k=1

B i —e"(1—¢) zq: For — FonPo(X0) Wi (2.95)

B e

Entretanto, em uma solugao bayesiana, as componentes correspondentes a distribuicao
de probabilidade a priori, o segundo termo na equagao (2.86), necessitam ser acrescentados
aos componentes da verossimilhanca marginal. Estes termos serao apresentados na proxima
secao.

2.3.3.4 A Componente da Distribuicao a Priori

Segundo Araujo et al. (2009), uma das principais caracteristicas da Estatistica Bayesiana
consiste na idéia de que os parametros possuem distribui¢oes, ao contrario da anélise fre-
quentista em que os parametros sao constantes. Como o parametro oy deve ser positivo, [,
pode assumir qualquer valor real e ¢; deve estar no intervalo [0; 1], assume-se distribuigoes
para esses parametros levando em conta cada limitacao. A escolha da distribuicao a priori dos
parametros dos itens é arbitraria, embora um niimero limitado de fungoes seja empregado na
pratica. Além disso, faz-se necessario especificar valores numéricos para os hiperparametros
das distribuigdes o que, em geral, é realizado de maneira subjetiva (Baker e Kim, 2004). A
seguir, serao consideradas as suposi¢oes mais freqiientes na literatura.

As distribui¢oes mais adotadas para o parametro «; sao: Log-Normal e Qui-Quadrado.
A justificativa tedrica para o uso dessas distribui¢oes residem no fato de que valores de oy
sao tipicamente maiores que zero, sugerindo que a distribuicao de a; pode ser modelada
por uma distribui¢ao unimodal e positivamente assimétrica (Mislevy, 1986). Em geral, como
o parametro «; deve ser positivo, assume-se a distribuicao Log-Normal com parametros

= (:uom ng)'

A densidade do parametro ay, sob suposicao de que esse pertence a distribuicao Log-
Normal, é expressa por:

1 (Inay — ,ua)zl |

ol a2) = —f—cap |-
ap/2mo? 207,

Assim, a derivada do logaritmo da fungao associada ao parametro «; serd igual a:

8lnf(&t‘“a>ai) _ _i (ln&t_ﬂa)]

2
aOét Qi g,

[1 + (2.97)
Como o parametro de dificuldade do item pertence ao intervalo —oo < [3; < +00 e este

estd medido na mesma escala de distribuicao das habilidades, pode-se adotar a distribuicao
Normal com vetor de pardmetros vz = (uig,03).
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Sabe-se que a densidade da Normal para [3; é expressa por:

1 (Bt — p)
(Bl 02) = exp[— .
(Bilus, o5 ,/27TU§ 2‘7[23
Logo, a derivada do logaritmo da funcao associada ao parametro ; sera igual a:

alnf(ﬁtm,@ﬂ'%) _ _(5 MB)

57 . (2.98)

Como ¢; representa a probabilidade de acerto ao acaso, seu valor s6 pode pertencer ao
intervalo [0;1]. Dessa maneira, Swaminathan e Gifford (1986) sugeriram uma priori Beta
para esse pardmetro. A funcao densidade da Beta com parametros v, = (7. — 1,0, — 1) é
dada por:

F(’yc + 5c _ 2) Ye—2 6c—2
— ¢ 1 —_ ¢ .
f(cth/ca 60) F('Yc _ 1)F<5c — 1)Ct ( Ct)

Logo, a derivada do logaritmo da funcao associada ao parametro ¢ sera igual a:

Oln flei|ves ) (e —2) . (0 — 2)
9, i T (2.99)

2.3.4 Estimacao Bayesiana via Algoritmo EM

Com as componentes derivadas das equacoes de verossimilhanca em forma de quadratura,
disponiveis nas equagoes (2.94) a (2.96), em conjunto com as componentes das distribuigoes
a priori dos pardmetros, apresentadas nas equagoes (2.97) a (2.99), as equagoes de estimacao
da Moda a Posteriori sao definidas por:

LS — 1 Ina; — g

a0 D1 =) S (Fri — P (Xs — b)Wi] — — [1 + w] = 0{2.100)
k=1i=1 (i o2

CDad] — eV S S PTG
bt . Dat 1 Ct Z Z T kit Rtfkit)VV’Lt] 0_2 = O, (2101)
k=1i=1 b
S Llae=2)  (B—2)
o Tri it ] ki " — =0. 2.102
XY e P e |+ (2:102)

Como os dados artificiais (f,; e Tri) sdo desconhecidos, faz-se necessdrio estimar essas
quantidades de uma maneira iterativa, juntamente com os parametros dos itens. Dessa ma-
neira Bock e Aitkin (1981) propuseram uma adaptagao do algoritmo EM de (Dempster et al.,
1977).

2.3.4.1 Algoritmo EM

O algoritmo EM aplicado a TRI consiste em um processo iterativo para se obter estimativas
dos pardmetros dos itens na presenca de varidveis nao-observaveis (proficiéncia dos exami-
nandos). Para melhor entendimento sobre o algoritmo EM, esse procedimento sera descrito
brevemente.

Suponha que as proficiéncias estejam restritas a um conjunto de ¢ = 1,...,q valores
0;, com probabilidades 71, . .., T,. Essa suposi¢io pode ser feita porque as aproximagoes de
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integrais sdo realizadas por métodos de quadratura e os valores 6; corresponderdo aos pontos
de quadraturas (anteriormente representados por X;). Defina também fi = (friz, - -, fuqt)'s
como o numero de examinandos do grupo k£ de cada nivel ¢ de proficiéncia para o t-ésimo
item e ry = (Tgies .., Tkqe)’, 0 NGmero de respostas corretas do grupo k para cada valor
q de proficiéncia para o item t. Se as proficiéncias dos Ny examinandos da populacao k
que responderam ao item t sao selecionadas aleatoriamente da populacao, a probabilidade
conjunta que os fi; individuos tenham proficiéncia 6;, segue uma distribuicio Produto-
Multinomial dada por:

K q
P(F, = film) = P(film) = [] {qu" w{kif}, t=1,...,1 (2.103)

k=1 i=1 sz‘t- i=1

Dados fri; e 0;, a probabilidade de se obter ry; acertos ao item ¢ dentre as fj;; respostas
dos examinados do grupo k com habilidade 6; sera:

K .
P(Ruit = it fiv: 0:) = P(rwie Frarr 05) = [] { (fm> Pﬁﬁ“%’%””“} : (2.104)

k=1 Tkit
(1—c)
onde: Py = ¢ + = e Quir =1 — Py
kit = Ct 1+ oxp|—Day(0 — by) Qrit 7/” ) )
A probabilidade conjunta dos vetores f e r, dados 0 = (64,...,60,) e m,..., 7, &

P(f.r|@,m) = P(r|f,0,m)P(f|6,m)=P(r|f, 0)P(f|m)=
B e oy T

i=1t=1 kit H¢:1 fk:it- i—1

Pelo critério da fatoragdo, tem-se que (f,r) é uma estatistica suficiente para os dados
completos (U, #) (Baker e Kim, 2004).

Ignorando alguns termos constantes em relacdo ao parametro dos itens, b, a funcao
logaritmo da Verossimilhanca para os dados completos pode ser escrita da seguinte forma:

K q n
In L(b) o Z Z Z[Tkit In Prit + (frit — Trit) 10 Qe (2.106)

Embora (f,r) sejam quantidades nao-observéaveis, pode-se estimar os pardmetros dos
itens por meio da esperanca do logaritmo da verossimilhanca condicionada a w._ e b e das
seguintes definigoes (Baker e Kim, 2004):

Ny
(Ukj ’b X)
= b = 2.1
/rk‘lt [rkzt|u . 2:: [ (Uk] |b X ) ( 07)
Ny
P(Uy.|b, Xi) A;
= E[fu b = i 2.108
szt fktlu ;[ukt (Ukj |B X) ( )
Assim, obtém-se:
K q n
E[ln L(b)] Z Z Z Trie 10 Pris + (frit — Trie) In Qg (2.109)

k=11=1t=1
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Maximizar a equagao (2.109) é equivalente a resolugao das equagdes de Maxima Verossi-
milhan¢a Marginal para os parametros dos itens apresentadas em (2.94) a (2.96). Contudo,
deseja-se estimar a moda da distribuicao a posteriori marginalizada. Logo, basta acrescentar
as quantidades referentes as distribuigoes priori dos parametros dos itens que estao apresen-
tadas nas equagoes (2.100) a (2.102).

O primeiro passo do algoritmo EM consiste no calculo dos dados “artificiais” utilizando
os valores a priori dos parametros dos itens. Esse passo é conhecido como Esperanca (E). A
préxima etapa consiste no célculo dos parametros dos itens (passo de Maximizagao, M). Esses
parametros sao calculados um item por vez tendo por base os dados artificiais do passo E.
Como as equagoes (2.100), (2.101) e (2.102) sao nao-lineares nos parametros, algum método
iterativo como Newton-Raphson ou Scoring de Fisher deve ser usado no passo M. Para
maiores detalhes sobre os métodos iterativos recomenda-se Andrade et al. (2000); Azevedo
(2003).

Pode-se resumir os procedimentos da estimacao Bayesiana pela Moda a posteriori para
a adaptacao do algoritmo EM de Bock e Aitkin (1981) da seguinte maneira (Baker e Kim,
2004):

1. Passo da Esperanga (E):

(a) Utilize a forma da quadratura 6; e estimativas iniciais dos parametros dos itens
para calcular a verossimilhanca do vetor de respostas dos itens de cada exami-
nando do grupo k para os g pontos de quadratura.

(b) Utilize as equagoes (2.107) e (2.108) para gerar 7y € fri, 0 nimero esperado de
examinandos do grupo k£ submetidos ao item ¢ e o nimero de respostas corretas
(desse mesmo grupo) para o t-ésimo item a cada ponto ¢ de quadratura.

2. Passo da Maximizagao (M):

(a) Resolva as equagoes (2.100) a (2.102) utilizando as quantidades rg; € fri, que
sao os dados artificiais do passo E. Como esses valores dependem dos valores
desconhecidos dos parametros dos itens, essas equagoes devem ser resolvidas ite-
rativamente (por exemplo, métodos de Newton-Raphson/Fisher).

Os passos que compoem cada iteracao do algoritmo EM sao repetidos até que algum
critério de parada seja alcancado.

2.3.4.2 Estimacdo Méxima a Posteriori (MAP)

A estimativa Bayesiana Modal ou Maxima a Posteriori (MAP) das habilidades de um exa-
minando ¢é baseada na seguinte forma do teorema de Bayes:

9(0;]U5, €) o< L(U;|05,¢)g(0;). (2.110)

Sendo assumido que a distribui¢do a priori g(#) ¢ normal com hiperpardmetros sy e o}
que sao especificados com antecedéncia. Tal como no caso da estimacao dos parametros dos
itens, o logaritmo ¢é tomado, resultando em

Ing(6;|U;, ) o< In L(Uj(6;, ¢) + In g(6;). (2.111)

O componente da verossimilhanga é dado por

n

L(U,10;,¢) = H 0;)"Qu(0;) "t (2.112)
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Para obter um estimador MAP dos examinandos, o procedimento de escoring de Fisher
é utilizado. Assim, a primeira e a segunda derivada da equacao (2.111) com respeito a #; sao
necessarias. Desde que os parametros dos itens sejam conhecidos, nao hé necessidade para
transformacao do parametro de discriminacao. Portanto, a parametrizacao oy, 5; e ¢; pode
ser empregada. Desta forma, a primeira derivada da equacao (2.111) é dada por:

Lo = L0185:€) = Yoo |t T - Ry - (P51 )

A segunda derivada é dada por:

Loy = lng Z:: 1 — C:)QCt) 61_2{((9])) luthtp:(éjt)(ej) 1 - ig (2.114)

oy,

Para utilizar o método de escoring de Fisher, basta trocar uj; por sua esperanca, resul-
tando em

A%:_iat [Pt( )—Ct] Q+(0;) (2.115)

1
=1 l—c Fi(6;) Ugj.

A estimativa de 6, ¢ obtida ao resolver a seguinte equagao iterativamente, comecando
com um valor inicial de ¢; = 9](-0):

03] ¢+1) = B}y — [Aaol ) % [Loloys (2.116)

onde t indexa a iteracao. Dado que os examinandos sao independentes, havera uma tnica
equacao para cada esaminando. O procedimento de estimagao Modal de Bayes sempre convir-
gird para todos os possiveis padroes de resposta de itens. Assim, estimativas das habilidades
podem ser obtidas mesmo quando um examinando responde todos os itens corretamente ou
incorretamente (Mislevy e Bock, 1990).

2.3.4.3 Estimacao da Esperanca a Posteriori (EAP)

O procedimento de estimagdo da esperanga a posteriori de Bayes (EAP) é baseado na se-
guinte forma do teorema de Bayes:

P(U;185,¢)9(6;)

g(GJ‘UWC) = P(UJ)

(2.117)

Sob a suposicao de independéncia local, a probabilidade de ocorrer o vetor de respostas
U; = [u1j, ugj, . . ., Un;]’ do j-ésimo examinando é

PU;0,,¢) = H 0,)"Qu(6;)' "1,

que é a verossimilhanca condicional sob o valor de ;. Para um individuo aleatoriamente
escolhido de uma populagao com distribuicao de hablhdade g(0;), o denominador da equagao
(2.117) é dado por

P(U;) = [ P(U;16;,C)g(0;)d6;,
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que é a probabilidade incondicional. Da equagao (2.117), a esperanca nao condicional de 6;,

dado U; é

0,9(0;) TT Po(0,)"Qu(0;)' " db;
= : (2.118)
/mg(Qj) [T P(6;) 2 Qq(6;) it b,

t=1

E0;]U;,¢) =

Uma vez que esta equacao envolve integrais, a aproximacao da quadratura de Gauss-
Hermite é utilizada para aproximar a distribui¢do normal ¢(#). Segundo Mislevy e Bock
(1982), a forma da quadratura dada ¢

3 Xe(X)A(X)
E(0;|U;,¢) = 0; = = . (2.119)
> (Xk)A(Xy)
k=1

A equagao (2.119) possui algumas particularidades, a saber:
e Nao é iterativa, resultando na estimativa EAP da habilidade diretamente.

e A distribuicao a priori da habilidade empregada em seu calculo é a distribuicao final
da quadratura ajustada.

e Os valores de L(X}) estao também disponiveis no primeiro estagio.

Em fungao da facilidade de obtencdo de suas estimativas, Mislevy e Stocking (1989)
recomenda seu uso como escolha para estimacao de habilidades.
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Capitulo 3

Teste Adaptativo Computadorizado
(CAT)

De maneira geral, algoritmos em testes adaptativos contemplam a seguinte estrutura ciclica:
e Escolha de um valor de # inicial.
e Aplicacdo de métodos de selecao de itens.
e Teste da regra de parada.

Com base no resultado do ciclo, o algoritmo adaptativo estima a habilidade do exami-
nando. Apods o cédlculo dessa estimativa, um novo item é selecionado. A incorporacao da
Teoria de Resposta ao Item ao teste adaptativo tornou possivel estimar as habilidades dos
examinandos com base na resposta a um unico item ou a uma série de itens. Na pratica, a
estimacgao das procifiéncias dos examinandos em um teste convencional, estilo papel-e-caneta
é feita por meio de algum software comercial, a exemplo do BILOG, MULTILOG, PARS-
CALE, etc. Embora tenham surgido algumas aplicagbes comerciais ou nao (Magis e Barrada,
2017; Magis et al., 2012), os programas no CAT sao desenvolvidos especificamente para um
teste particular, utilizando ferramentas proprias, que na maioria das vezes nao sao aplicaveis
a outros testes.

Em relacao a aplicacao de métodos de selecao de itens, destaca-se que TRI é a técnica
que fornece grandes contribuig¢oes nessa area. Uma vez que diferentes examinandos podem
receber diferentes conjuntos de itens calibrados em uma mesma escala, por meio da TRI
obtem-se estimativas que sdo comparaveis entre si. Birnbaum (1968) foi o primeiro a mostrar
que estimativas de Maxima Verossimilhanca para as proficiéncias dos examinandos podem ser
obtidas de um conjunto arbitrario de itens na TRI. Ele também introduziu os conceitos de FII
e da FIT comumente utilizados na selegao de itens em CAT. Bock e Aitkin (1981), por sua
vez, apresentaram formulas baseadas em pontos de quadratura que tornam mais eficientes o
calculo numérico da média e da variancia da distribuicdo da posteriori. Como na estimacgao
dos parametros dos itens, eles propuseram o uso pratico dessa férmulas para a estimagao
das proficiéncias, introduzindo os termos MAP e EAP, apresentados anteriormente.

Ponto importante no desenvolvimento de testes adaptativos sao os critérios de selecao dos
itens, onde alguns dos mais utilizados na prética sao apresentados na secao (3.2). Geralmente,
esses critérios baseiam-se em fungoes que dependem tanto dos parametros dos itens como
das estimativas iterativas das proficiéncias. Por meio de alguma caracteristica dessa funcao,
faz-se possivel a selegao iterativa dos itens no CAT.

45
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3.1 Componentes do CAT

Um valor @ inicial é necessirio para um examinando no inicio do teste, quando nenhuma
informacao do examinando é conhecida. Uma opcao simples é o uso antecipado da média
da distribuicdo de habilidades como valor inicial para todos os examinandos. Alguma alea-
toriedade também podem ser incluida para evitar a atribuicao de itens iniciais similares aos
examinandos.

Os métodos de selecao de itens, sdo sem duvida, o componente mais importante no
sistema CAT. Eles precisam nao apenas servir aos propésitos da otimizacao da eficiéncia
estatistica ao estimar os parametros de habilidade do examinando, como também satisfazer
multiplas restri¢oes nao estatisticas (por exemplo, balanceamento de conteudo, contagem de
palavras, balanceamento de chave de resposta) e controle a exposigao de cada item (Zheng,
2014).

Pratica comum no CAT é assumir que os valores dos parametros dos itens estimados na
construgao do banco de itens ja foram calibrados com grande precisao a tal ponto que se pode
tratar as estimativas como valores verdadeiros para esses parametros (van der Linden e Glas,
2000). Esses autores ainda destacam que ignorar erros nos valores das estimativas dos para-
metros dos itens é uma estratégia sem sérias conseqiiéncias quando o tamanho da amostra
na fase de calibragdo do banco é grande.

Muitos programas operacionais de testes adaptativos encontram necessariamente uma
base para selecao de itens nao somente nos procedimentos estatisticos mas também im-
pondo restrigdes no procedimento de selecao de itens para controlar certos atributos como
balanceamento do contetido ou freqiiéncia de exposi¢ao do item, podendo assim influenciar
a estimativa da habilidade (#). Para se obter uma medida para tal habilidade, existem na
TRI diversos estimadores, sendo os de Maxima Verossimilhanca e os Bayesianos, os mais
difundidos.

De modo que, os principais componentes do CAT sao tratados com as técnicas ja discu-
tidas na secao (2.3) do capitulo anterior. Assim, antes de apresentar os métodos de sele¢ao
de itens, retoma-se alguns conceitos de estimagao aplicados ao CAT.

Considere um banco de itens com n itens, onde o i-ésimo item do banco serd administrado
no CAT. Por conveniéncia, um teste adaptativo de tamanho fixo n sera assumido, embora
os resultados apresentados também possam ser estendidos a um teste com critério de parada
definido por um nivel fixo de precisdo na estimacao da habilidade. Suponha que p — 1 itens
foram selecionados.

Assim, a expressao (2.35) da func¢ao de Verossimilhanca que relaciona a habilidade e as
respostas do j-ésimo examinando aos primeiros p — 1 itens, para o modelo de 3 parametros,
¢é dada por:

p—1

L(9j|u1, e ,Up_l) = H Pt(ej)“tht(@j)l_“ﬂ. (31)

t=1

Vale ressaltar que a suposicao de que as habilidades dos examinandos sao estocastica-
mente independentes entre si é fundamental neste processo de estimagdo. Dessa maneira,
como examinandos diferentes nao possuem informacao de outros examinandos, pode-se es-
timar cada habilidade separadamente.

No CAT, o procedimento para se obter estimativas por esse método consiste na maximi-
zagao da fungdo de verossimilhanca em (3.1) em relacao a todos os possiveis valores de 6;,
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de modo que:

oo = arg max{L(0;|uy,...,up_1): 6; € (—00,00)}. (3.2)
9.

Jut,..up_1
J

Entretanto, os procedimentos de maximizacao da verossimilhanca apresentam proble-
mas tais como: problemas de estimacao dos parametros de itens respondidos corretamente
(ou incorretamente) por todos os examinandos; problemas de estimagao das habilidades de
examinandos que responderam corretamente (ou incorretamente) a todos os itens e esti-
mativas fora do esperado (ax < 0ou ¢ ¢ [0,1]). Dessa maneira, os métodos Bayesianos
apresentam-se como uma alternativa plausivel.

Segundo van der Linden e Pashley (2000), na abordagem Bayesiana uma distribui¢ao a
priori para os valores desconhecidos da habilidade, g(6;), é assumida. Combinando a funcao
de verossimilhanca e a distribuicao a priori, tem-se a distribuicao a posteriori para 6;:

L(O;;u1, ... ,uy_1)g(0;)
Oilur, ... upor) = gt |
9Ol o) = gy )a(6,)d0; -

Os autores ainda destacam que no CAT a densidade g(6;) é, tipicamente, assumida ser
Uniforme em um intervalo fechado ou, se os examinandos forem permutaveis, uma estimativa
empirica da distribuicao das habilidades na populagao dos examinandos pode ser conside-
rada. Geralmente, modela-se a distribui¢ao da populagao dos examinandos pela Normal. No
entanto, para o modelo de 3 parametros, uma priori Normal nao fornecera uma distribuicao
a posteriori Normal quando o teste for pequeno.

De acordo com Lord (1980), um examinando é avaliado mais eficientemente quando os
itens dos testes nao sao muito dificeis nem muito faceis para este candidato. Contudo, os
métodos de sele¢ao adaptativa nao s6 avaliam o nivel de dificuldade dos itens, mas procuram
encontrar uma medida de informacao (que é uma combinacao dos pardmetros dos itens e da
estimativa da habilidade) em busca de uma melhor escolha dos itens para a estimagao das
habilidades.

Neste sentido, os estimadores pontuais para ¢, pelo método Bayesiano baseiam-se na dis-
tribuicao g(0;|u1, ..., u,—1), apresentada em (3.3). Freqiientemente, adota-se a moda (MAP)
ou a média (EAP) como estimadores das habilidades. O primeiro, também conhecido como
estimador de Bayes Modal (BME) é definido como maximizador da posteriori de ;:

- MAP
6, = argmax{g(0;;u,...,u,_1) : 0; € (—00,00)}. (3.4)

J

UL,y Up—1

Diferentemente do estimador EMV, o procedimento de estimacao MAP sempre converge
independentemente do padrao de resposta dos individuos. Uma alternativa esta na estimacgao
pela Média a Posteriori (EAP). Esse estimador pode ser representado por:

~ EAP
ejul,...,up_1 = /§R ng<9j|u17 S 7up*1)d9j‘ (35)

O estimador MAP foi inicialmente proposto por Lord (1984) e Mislevy (1986). O uso do
estimador EAP em testes adaptativos foi extensivamente testado em Bock e Mislevy (1982).
Segundo van der Linden e Pashley (2000), uma abordagem bayesiana mais focada em
principios ¢ abster-se de todas as estimativas pontuais, e usar a posteriori completa de 6,
como o estimador de habilidade para o examinando. Este estimador nao so revela o valor
mais plausivel de 6;, mas também mostra a plausibilidade de qualquer outro valor. Os autores
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ressaltam que é comum resumir esta incerteza sobre ¢; na forma da variancia da distribuicao
a posteriori de 6;, dada por:

VGT(0j|U1, R 7’U,p,1) = /gR[ej — E(9]|U1, Ce ,up,l)]2g(0j|u1, Ce ,up,l)dej. (36)

Sob a abordagem da estimacao pelo método da quadratura aplicado aos estimadores
bayesianos apresentada na segdo (2.3.3.2), o estimador EAP pode ser reescrito como:

q
, . NATL
 BAP /§R 0;L(0;;uq, ..., up—1)g(0;)db; ; XiL(Xisun, ..o up-1) A(XG) A .
JUt ety —1 = ~ q ’ )
/§R L(ejv Ugs - 7up*1)g(0j>d0j Z L(XZ, Uty ... ,Up_l)A(Xi)A-_l

7
=1

onde X; representa os pontos de quadratura em que i = 1,...,q; A(X;) o peso associado ao
ponto X; e A; o comprimento do intervalo.

No contexto da estimacao pelo método EAP, os pesos sdo as probabilidades correspon-
dentes aos pontos de uma distribuicao a priori discretizada. Em certos casos, por exemplo,
quando uma distribuicao a priori Normal é assumida, os pontos e os pesos escolhidos podem
ser os que possuem melhor precisao para a aproximagao numérica da integral.

O Método de Gauss-Hermite descrito na se¢ao (2.3.2.5) fornece pontos de quadratura e
pesos para uma aproximacao exata da integral de qualquer funcao, ponderada pela funcao
erro gaussiana, que pode ser expressa como uma funcao polinomial de ¢ graus (Stroud e Secrest,
1966, pag. 60-66).

Segundo Bock e Mislevy (1982), o que geralmente se faz em CAT consiste na determi-
nacao de pontos igualmente espacados dentro de um intervalo (-3 a +3 desvios-padrao, por
exemplo) que serdo os pontos de quadraturas e os pesos serdo iguais a probabilidade da
priori discretizada nestes pontos.

Dados os pontos de quadratura, os calculos para se obter estimativas pelo EAP nao
exigem nenhum processo iterativo como no caso do MAP ou EMV, o que o torna bastante
vantajoso do ponto de vista computacional. Utilizando o mesmo raciocinio empregado na
expressao (3.7), pode-se obter a Varidncia a Posteriori (VAP) associada & estimativa EAP:

~ FAP
18-85 PLG ...ty )a(6)38,
A L(ejlub e 7up71)g(9j)d9j

q
Z[XZ — ejf:‘.iup_JQL(Xi; Up,y ... ,Up_l)A(XZ')A'_I

(2

=1 . (3.8)

q
Z L(Xl, Upy ... ,up,l)A(Xi)Afl

%
i=1

Var(0;|uy, ..., up—1) =

Q

Em aplicacoes a populagoes reais, cerca de 80 pontos de quadratura entre 4 desvios-
padrao devem ser usados para assegurar um nivel de precisdo menor que 0,20 (Bock e Mislevy,
1982). O nivel de precisao em EAP ¢é dado pela raiz da VAP, conhecido como desvio-padrao
a posteriori (Posteriori Standard Deviation, PSD). Em qualquer quadratura dada, cerca de
aproximadamente 10 pontos destes pontos sao necessarios ser utilizados.

Segundo Bock e Mislevy (1982), se um teste adaptativo apresentar itens aos examinan-
dos até que um certo nivel de precisao (PSD) seja obtido, a confiabilidade das estimativas
das habilidades serd a mesma para todos os examinandos. E assumido nestes calculos que
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as habilidades dos examinandos na populagao tém distribuigdo N (0, 1), de forma que o coe-
ficiente de confiabilidade para a estimativa EAP é dado pela correlagao intraclasse expressa
por:

p=1—[PSD(§,)]. (3.9)

Dessa maneira, se as estimativas das habilidades forem utilizadas para selecao e classifi-
cacao dos examinandos em diversos niveis da escala de habilidade, uma medida de precisao
constante para todos os individuos assegura que os erros cometidos na classificacdo serao
uniformes para todas as decisoes. Esse tipo de eqiiidade nos procedimentos de selecao e
classicagao dos individuos nao pode ser alcancado nos testes convencionais de tamanho fixo.

3.2 Meétodos de Selecao de Itens

Segundo van der Linden e Glas (2010), responder a questao sobre qual dos métodos de esti-
macao de habilidade, dentre os apresentados na se¢ao anterior, é melhor, estd intrinsicamente
relacionado a outros aspectos do CAT. Em primeiro lugar, a escolha do critério de selecao
do item. Aspectos conhecidos que tém impacto nas estimativas de habilidade sao:

e a composi¢ao do conjunto de itens, independentemente de o procedimento de estimacao
usar ou nao informagoes colaterais sobre os examinandos,

e a escolha do método para controlar a taxa de exposi¢ao dos itens,
e a presenca de restrigoes de conteido na selecao de itens.

Alguns destes aspectos sao discutidos nas segoes deste capitulo. Maiores detalhes sobre
os aspectos nao tratados nesta dissertagao, assim como detalhes sobre outros critérios de
selecao de itens tais como Critério Completametamente Bayesiano, Critério Bayesiano com
Informagdao Colateral e Critério Bayesiano com Parametros de Itens Aleatorios, além de uma
criteriosa avaliagdo dos critérios de selecao itens e dos estimadores de habilidade comumente
utilizados no CAT, podem ser encontrados em (van der Linden e Glas, 2000, 2010).

3.2.1 Critério da Maxima Informacao (CMI)

Birnbaum (1968) introduziu a FIT como o principal critério para a composigdo do teste
linear. Lord (1977) adaptou as idéias de Birbaum e utilizou o estimador de maxima veros-
similhanca como critério para estimar a habilidade dos examinandos em um teste adptativo
de habilidade verbal, tornando-se um dos procedimentos mais utilizados na selecao de itens
no CAT.

A FIT é a medida de informagao esperada, descrita na se¢ao (2.3.1), também conhecida
por Informacdo de Fisher, que quando esperada de @ através de U é dada por:

(3.10)

1y(0) = Eyp [_Wl |

00?
considerada como uma func¢ao da habilidade do parametro. A motivagao de Birnbaum para

esta funcao era o fato de que, aumentando o tamanho o teste, a variancia do estimador de
méxima verossimilhanga era conhecida convergir para a reciproca da expressao (2.24).
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A Informacao de Fisher é o valor médio da curvatura da verossimilhanca. Quanto maior
esta curvatura, maior serd a informagdo sumarizada na funcdo de verossimilhanca e, con-
seqilentemente, maior o valor de I (9).

Em testes adaptativos, o critério de informagao maxima foi rapidamente adotado como
escolha popular. O critério seleciona o p-ésimo item para maximizar (3.10) no ponto em que
0= éut17,,,7utp_1. Segundo van der Linden e Glas (2010), isto pode ser representado por:

tp = a'rg;naX{IUly---aUp—lan (QUt17---7utp_1) 1j € Rp}v (3'11)
onde t é o t-ésimo item do banco, t = 1,...,n, e p, a posicao do t-ésimo item no teste
adaptativo. Suponha que p — 1 itens foram administrados no CAT. Os indices dos itens
administrados formam o conjunto S,—1 = {t1,...,%,—1}, enquanto os itens restantes formam
o conjunto R, = {1,...,n} \ S,_1, onde a funcdo de verossimilhanca para o conjunto de
respostas Uy, = uy,, ..., U, = ug, , obtido sobre os primeiros p — 1 itens é expressa por:

p—1 u
exploy, (0 — Bt th
LOWU,,,....U,_ ) = H {ezpla,( )l (3.12)

i L+ explag (0= 5]

Em funcao da aditividade da funcao de informacao, o critério resume-se a:

t, = arg maX{IUj(éuzl,...,utp,l) 1j € Ry} (3.13)
j

Segundo Costa (2009), maximizar a Informagao de Fisher significa intuitivamente sele-
cionar um item de dificuldade que corresponda exatamente ao nivel de habilidade do exa-
minando. Além do mais, itens com maior discriminacao, ou equivalentemente, alto valor
do parametro a, serao preferencialmente selecionados pelo algoritmo. Para melhor avaliar
o impacto dos pardmetros dos itens no célculo da informagao, Costa (2009) realizou uma
analise de sensibilidade.

Cabe observar que embora o estimador de méaxima log-verossimilhanca seja frequen-
temente defendido como escolha natural, a escolha do estimador de 6 em (3.13) ¢ livre.
Chang e Ying (2009) mostraram que para este critério, o estimador de maxima log-verossimi-
lhanca converge para o valor verdadeiro com uma variancia amostral que se aproxima do
reciproco de (2.24). O resultado é véalido apenas para um grupo de itens (infinito) com todos
os valores possiveis para o parametro de discriminac¢ao no item agrupado, distantes de 0 e
1, e valores para o parametro de incerteza distantes de 1. Além disso, para o modelo de
3 pardmetros, uma pequena modificacdo da equacao de verossimilhanca é necessaria para
evitar multiplas raizes. Como essas condi¢oes sao suaves, acredita-se que os resultados pro-
porcionem uma aproximagao util aos testes adaptativos de um agrupamento de itens bem
planejados.

3.2.2 Aproximacao de Owen

Como uma alternativa ao Critério da Méaxima Informagao, Owen (1975) propds uma apro-
ximagao empirica do procedimento de Bayes para testes adaptativos, baseado no modelo
ogiva normal, expresso por:

P(0;) = ci + (1 — ) @[ow (050 — Br)], (3.14)
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onde ®(.) é a fungao acumulada da distribui¢do normal e ¢; uma assintota inferior para
modelar a probabilidade da incerteza quanto a resposta correta ao item t.

Para um vetor de respostas aos primeiros p — 1 itens, a fun¢do de verossimilhanca é dada
por (3.12) com o fator logistico trocado pela ogiva normal. Assim, considerando uma priori
g(0), a seguinte expressao para a distribuicdo a priori de 6 apés p — 1 itens, é dada por:

L(G‘Utl, ceey Utp71>g(0)
Jx LOU,, ..., U, _)g(0)do

g(6’|Utl,...,Utp71) = (315)

O Procedimento de Owen’s é baseado em (3.15) como um processo de atualizagdo para
a posteriori com a escolha de uma densidade normal para a priori g(f), onde o item p é
escolhido para satisfazer

By, — EOU,,....U, )| <6, (3.16)

para um pequeno valor de §, onde E(0|Uy,,...,U;,_ ) é a esperanca de ¢ sobre (3.15), agora
conhecido como o estimador Esperado a Priori (EAP) de 6.

Por se tratar de um procedimento recursivo, o mesmo ¢é encerrado tao logo a variancia
de (3.15) seja menor que um valor limite pré-estabelecido.

Segundo van der Linden (1996), deve ser observado que a verossimilhanca (3.15) nao
tem a familia normal como classe conjugada de distribui¢oes. Portanto, se uma normal a
priori é escolhida, a posteriori nao é normal, e repetida a atualizacao da posteriori usando
(3.15) logo convergiria para uma posteriori que nao poderia ser calculada em aplicagdes
de testes adaptativos em tempo real, por computadores dos anos 70. Assim, Owen (1975)
propds trocar a posteriori verdadeira por uma aproximagao normal com mesma média e
variancia, e apresentou uma féormula fechada para a atualizacdo da posteriori normalizada.
A aproximacao para a média foi motivada pela apresentagao de limites leves sob d, uma vez
que o estimador éum..,utp,l = E(0|Uy,,...,U,,_,) converge para o valor verdadeiro de 6 em
erro quadratico para p — oo (Owen, 1975, Teorema 2).

E possivel notar que B, em (3.16) é o tinico parametro que determina a selecao do p-ésimo
item. Nenhuma tentativa adicional é feita para otimizar a selecao do item. Entretanto, Owen
fez uma referéncia ao critério de minimizacao do risco pré-posteriori sob a funcao de perda
quadratica como uma alternativa para (3.16), mas absteve-se de prosseguir nesta opgao por
causa de sua complexidade computacional (van der Linden e Glas, 2010).

3.2.3 Critério da Maxima Informacao Global (CMIG)

Para lidar com a estimagao do erro no inicio do teste, Chang e Ying (1996) sugeriram tro-
car a Informacdo de Fisher expressa em (3.11) por uma medida baseada na Informagao de
Kullback-Leibler (IKL), sendo esta uma medida geral para a “distdncia” entre duas dis-
tribui¢oes. Quanto maior é a IKL, mais facil é a discriminacao entre duas distribuigoes,
ou equivalentemente, entre os valores dos pardmetros que as indexam (Lehmann e Casella,
1998, segao 1.7).

Para o modelo de resposta definido em (2.30), a medida IKL para a distribuigdo das
respostas sobre o p-ésimo item no teste associado com o valor da habilidade verdadeira (6)

A

do examinando e a corrente estimativa da habilidade (6,-1) é dada por:

A

L(60|U,
Ktp(ep_l, 00) = EUtp (A 0| tp)

7[1(91;_1\(]%) . (3.17)

In
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Portanto, a medida pode ser calculada como

Ko (B 1.00) = o (6010 2% (g m Lt()
o (0p—1,60) = 1, (60) pt,,(ep_l)ﬂ P, (60)] o)

Em funcao da esperanca condicional entre as respostas, a informacao nas respostas para
os primeiros p itens do teste podem ser escritas como

(3.18)

A

Kp(ﬁp_l, 90) = EU~

tp

L(o|Uyy, ..., Uy,)

In —
L(0p-1|Uyy, ..., Uy)

- i Kth (ép—h 6)0)- (3.19)

h=1

A TKL informa sobre quao bem a variavel resposta é capaz de discriminar entre a corrente
habilidade estimada, ép,l, e o valor da habilidade verdadeira #y. Em razao do valor verda-
deiro da habilidade ser desconhecido, Chang e Ying (1996) propuseram trocar (3.17) por sua
integral sobre um intervalo para as estimativas de habilidade corrente, [ép_l — Op, ép_l +0,),
onde ¢, ¢ uma funcao decrescente do nimero de postos dos itens no teste. Assim, o p-ésimo
item ¢é entao selecionado de acordo com

Op—1+3p A
t, = arg max { /@ 1 K;(0,-1,0)d0 : j € Rp}. (3.20)

J —1—0p

Chang e Ying (1996) destacam que a implementagao do procedimento de selegao apresen-
tado em (3.20) é mais eficiente quando 9§, decresce para 0, porém, nestes casos o tamanho do
teste se aproxima de oo. Quanto a especificacao de 9, espera-se que o resultado do intervalo
(0 — 0y Hp 1+ 90,) contenha 6. Pela teoria assintética, o EMV de ép_l ¢ assintoticamente
Normal com média 0y e varidncia 1/1y(6p). Dessa maneira, um intervalo de confianga para
0y deve ser do tipo

A

0,1 —

p
p 1+
\/ Y [U<‘9p71)

onde a constante p é selecionada de acordo com uma especifica probabilidade de cobertura.
Para um teste de tamanho n, a medida de Informacao de Fisher serda de ordem n, de forma
que Chang e Ying (1996) concluiram que um valor razoavel para J, seria igual a %.

3.2.4 Critério da Maxima Verossimilhanca Ponderada (CMVP)

Veerkamp e Berger (1997) observaram que embora na maioria dos procedimentos de teste
adaptativo, o item com o valor mais alto da funcao de informacao para a estimativa do
parametro de habilidade fosse selecionado, a informacao mais alta para a estimativa do
parametro de habilidade, poderia nao ser a mais alta para o valor do parametro verdadeiro.
E assim, a diferenga entre a estimativa da habilidade e o valor verdadeiro pudesse prejudicar
os resultados.

Em vez de usar apenas um unico valor da fun¢ao de informacao, os valores da funcao
de informacao para toda a gama de valores na escala de habilidade podem ser usados. Esse
intervalo pode ser transformado em um tnico valor por uma média ponderada. Segundo
Veerkamp e Berger (1997), esta idéia geral de selecionar itens por meio da maior informacao
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média ponderada em toda a gama de habilidades pode ser formulada como:

t, = arg max { [RWp_l(9|ut1, . 7Utpq)IUj(éutl,...,utp,l)de 1j € Rp}. (3.21)

J

Vale ressaltar que tal como em (3.11), o critério seleciona o p-ésimo item para maxi-
mizar (3.10) no ponto em que 0 = éutl,---7utp,1» porém atribuindo peso em toda a escala de
habilidade. De forma que a expressdao em (3.21), seja considerada como um procedimento
geral, de acordo com a escolha da funcao de ponderacao W,_; e com o estimador éutl,---,utp,l
utilizado, sendo o caso mais comum o uso do estimador EMV, apresentado em (3.2).

Uma alternativa proposta por Warm (1989) para maximizar (3.1), denominada estimador

de verossimilhanga ponderada (WLE), dada por:

~ WLE

]ul,...,up_1

= arggmax{Wp_l(Qj)L(QjWh .. ,up_l) : Gj S (-OO, OO)}, (322)

J

foi testada por Veerkamp e Berger (1997) em conjunto com outras duas formas de definir a
funcao de ponderacao, para avaliar o critério de selecao.

A primeira delas, considera o caso em que um teste é projetado para selecionar pessoas
para colocagdo ou admissao, onde muitas vezes sdo necessarias maiores informagoes para
alguns valores pré-especificados na escala de habilidades. Uma funcao de ponderacao com
picos para estes valores pode ser apropriada nesta situacgao.

A segunda maneira de abordar a questao, trata do uso de informacoes auxiliares sobre os
examinandos, representadas pela distribuigao a priori das habilidades ¢g(#) como uma fungao
ponderadora, isto €, Wy,_1(0|uy,, ..., u,_,) = g(0).

O foco do trabalho de Veerkamp e Berger (1997) considerou a incerteza da estimativa da
habilidade sendo tratada por func¢oes de ponderacao especiais, em particular o caso em que
W10y, .. ug, ) = L(Ouy,, ..., uy, ). Esta escolha equivale a dar mais peso ao valor
da funcdo de informacao Iy, (f) quando ¢ mais provavel que o valor de # correspondente na
escala de habilidades, seja o verdadeiro valor da habilidade do examinado.

Portanto, o CMVP ¢é definido como a area sobre uma funcao que é o produto entre a
funcao de verossimilhanca e a funcao de Informacgao de Fisher. Vale ressaltar que embora
a medida de Informacao de Fisher tenha sido utilizada, o procedimento pode ser extendido
para a IKL (van der Linden e Glas, 2010).

Se o estimador de maxima verossimilhanga, apresentado em (3.2), é utilizado, o critério
(3.21) no caso em que W1 (Ouy,, ... uy, ) = L(Ouy,, ..., uy, ) coloca mais peso sobre os
valores de 6 préximos a corrente estimativa da habilidade. No inicio do teste, a funcao de
verossimilhanca é uniforme, e os valores distantes de ép_l recebem peso substancial. No final
do teste, a funcdo de verossimilhanca tende a tornar-se pico, e quase todo o peso vai para
valores proximos de ép_l.

Veerkamp e Berger (1997) também especificaram um Critério de Informagio Pontual
(CIP) e um Critério de Informagao Intervalar (CII), sendo que este ultimo, tal como (3.20),
assume integracao sobre um intervalo finito de valores de # sobre a corrente estimativa da
habilidade. Entretanto, ao invés de definir um intervalo de tamanho §,, eles sugeriram um
intervalo de confianca para 6. Segundo van der Linden e Glas (2010), a mesma sugestao
poderia ser possivel para o critério em (3.20).

Por fim, Veerkamp e Berger (1997) ressaltam que tanto o CMVP, quanto o CII apre-
sentam resultados melhores que o CIP porque eles levam em consideracao a incerteza da
estimativa da habilidade. Entretanto, desde que a func¢ao de verossimilhanca revela a quan-
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tidade de peso a ser atribuida ao valor da funcao de informacao em todos os valores possiveis
na escala de habilidade, pode inferir-se que o CMVP sera melhor do que o CII, em razao da
funcao de ponderagao associada ao CII ser constante para todo o intervalo.



Capitulo 4

CAT via Filtro de Kalman Nao Linear

Até o presente momento, foram apresentados os principais aspectos para a discussao do
objetivo principal desta dissertacdao. Os conceitos que fundamentam a compreensao dos es-
timadores utilizados no CAT foram apresentados no capitulo 2. Uma breve discussao sobre
alguns dos estimadores utilizados no CAT e seus principais aspectos foi tratado no capitulo
3, onde é possivel observar a relevancia do framework Bayesiano no contexto moderno dos
testes adaptativos.

Embora o trabalho pioneiro de Birnbaum (1968), juntamente com as inovagoes propostas
por Bock e Aitkin (1981); Bock e Lieberman (1970); Bock e Mislevy (1982); Lord (1980);
Owen (1975) tenham sido de enorme importancia no desenvolvimento e aprimoramento das
técnicas desenvolvidas ao longo do tempo, merecem destaque, os trabalhos de Lord (1980);
Owen (1975), pelo caréter visionario, em particular de Owen, no aprimoramento de métodos
Bayesianos para estimacao de proficiéncias em testes adaptativos.

Neste capitulo, sao apresentadas duas formulacées do Filtro de Kalman Nao Gaussiano
(FKNG) para estimagao de proficiéncias em testes adaptativos computadorizados (CAT). As
premissas utilizadas e as formulacoes estatisticas para o problema sao apresentadas, de tal
forma, que estabelecem uma relacao recursiva entre os parametros envolvidos. A estimagao
destes parametros trata, dentro do contexto Bayesiano, do procedimento de atualizagao
proposto pelo Filtro de Kalman, condicionalmente a uma historia passada e a observagao
presente, para fazer previsdes de observagoes futuras. Este processo é desenvolvido, nesta
dissertagao, pela criagdo de um algoritmo CAT para a estimacao da proficiéncia de um
examinando considerando-se os itens apresentados ao mesmo, e a verificagao da convergéncia
do processo recursivo.

A seguir, faz-se uma breve descricao de um Modelo Dinanico Gaussiano.

4.1 O Modelo Dinamico Gaussiano

Considere que Y;,Y; 1,...,Y] sdo escalares, ou vetores que denotam valores observados
de uma variavel de interesse nos tempos t,t — 1,...,1. Assuma que Y; depende de uma
quantidade nao observavel ;, conhecida como Estado Natural. O objetivo é fazer inferéncia
sobre 6;, que pode ser um escalar ou um vetor, cuja dimensao é independente da dimensao
de Y;. A relacao entre Y; e 0; é linear e é especificada pela equacdo das observacoes, dada por

}/;5 :Ft9t+vt, (41)

onde F}; é uma quantidade conhecida. Aqui, o erro de observagao, denotado por vy, é assumido
ser normalmente distribuido com média zero e variancia conhecida V;, isto é, v, ~ N(0,V,).

95
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A principal diferenca entre o Filtro de Kalman e a representacdo do modelo linear con-
vencional, é que no Filtro de Kalman, o estado natural, analogo aos coeficientes de regressao
no modelo linear convencional, nao sao assumidos serem constantes, mas podem mudar com
o tempo. Esta caracteristica dindmica é incorporada na formulacao do Filtro de Kalman via
a equacao de sistema, em que

Gt = Gtet—l + Wy, (42)

onde G; é também uma quantidade conhecida, e o erro da equagao de sistema w, ~ N (0, W),
com W; conhecido. Definidas as equagdes (4.1) e (4.2), a atratividade do Filtro de Kalman
estd relacionada a habilidade de inserir um conhecimento do comportamento do sistema
em um modelo estatistico. E importante notar que a relacio entre as equacoes (4.1) e (4.2),
especificadas através de F; e GGy, podem mudar ou nao com o tempo, assim como as variancias
Vi e W,

Tal como as suposi¢oes usuais de um modelo linear acerca dos termos de erros, sao
também postulados que v; e w; sdo independentes, embora extensdes para os casos de de-
pendéncia sejam mais diretas, e nao tratadas por Meinhold e Singpurwalla (1983).

Tal como definido por Harvey (1989), o Filtro de Kalman trata-se de um procedimento
recursivo, que no exemplo tratado acima, tem como objetivo fazer inferéncia sobre o estado
natural 6;. Isto pode ser conduzido utilizando-se diretamente o Teorema de Bayes, onde se
postula

Prob(Estado Natural | Dados) o Prob(Dados | Estado Natural) x
Prob(Estado Natural), (4.3)

podendo ser reescrito para as equagoes (4.1) e (4.2), considerando o tempo ¢, como

P6,]Y)) x P(Yil6,Yi1) x  P@.[Yi) . (4.4)
—— N— ——— ————
distribui¢do d posteriori para 6 verossimilhancga para 8  distribuicao a priori para 6

Assim, o processo recursivo pode ser melhor explicado se o foco da atencao for no ponto
do tempo t — 1, = 1,2,..., e nos dados observados até entdao, Y;—1 = (Y;_1, Yio,...,Y7).
Ao que se segue utiliza-se manipulagbes matriciais para permitir que Y e/ou 0 sejam vetores,
sem observa-los explicitamente como tal. Assim, em ¢t — 1, o estado de conhecimento de 6;_;
é incorporado na seguinte declaragdo de probabilidade para 6;

(B,-1|Yie1) ~ N(B,_1,%41), (4.5)

em que (4.5) representa a distribuigao a posteriori de ;. E importante notar que o processo
recursivo € iniciado no tempo 0, escolhendo-se QAO e Yo como sendo as melhores alternativas
para a média e a variancia de 6y, respectivamente.

Neste ponto, o foco se divide em dois estégios:

Estagio 1: Antes de observar Y;, a melhor escolha para #; é governada pela equagao
de sistema (4.2). Desde que 6;_; é descrito por (4.5), o estado de conhecimento sobre 6; é
incorporado na seguinte distribuicao a priori

(0:]Yio1) ~ N(Gifp—1, Ry), (4.6)

onde Rt = Gtzt_lG; + Wt.
Na obtengao de (4.6), que representa a priori para ¢;, no préximo ciclo de (4.4), é utilizado
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um resultado bem conhecido sobre distribui¢oes normais multivariadas, descritas por X ~
N(u,Y), que consideram para qualquer constante C', a seguinte relagao

CX ~ N(Cu,CxC), (4.7)

onde C" denota a transposta de C'.

Estagio 2: Ao observar Yy, o objetivo é calcular a posteriori de 6;, usando (4.4). Entre-
tanto, para fazer isto é necessario conhecer a verossimilhanga, P(Y;|6;,Y;—1), cuja determi-
nacao ¢ obtida pelos seguintes argumentos: considere e; denotar o erro na predicao de Y; a
partir do ponto t — 1, de modo que

e =Y, ~Y, =Y, -~ F,Gb,_,. (4.8)

Desde que F;, G, e 6;_1 sdo todos conhecidos, observar Y; é equivalente a observar e;.
Assim, (4.4) pode ser reescrita como

P(9t|Y1;7}/t71) = P(9t|€t,YLl) X P(et‘eta}/}fl) X P(9t|Y271) . (4-9)
—_——— —_———— —_——
distribuigdo d posteriori para 6 verossimilhanga para @  distribuicao a priori para 6

Substituindo (4.1) em (4.8), e; é reescrito como
er = Fi(0; — Gtét—l) + U, (4.10)

de modo que E(e0:,Y;—1) = Fi(0; — Gtét,l). Como v; ~ N(0,V;), a verossimilhanca é
descrita por

(etwt, }/;5,1) ~ N(Ft<9t — Gtétfl), ‘/t) (411)

Utilizando agora o Teorema de Bayes na expressao (4.9), obtem-se a atualizacao de 6,
que descreve o conhecimento sobre o estado no tempo t, tal que

P<6t|9t7Y2—1) X P(9t|Yt—1)
/P(et,9t|n71)d9t

P(0:]Y;, Y1) = : (4.12)

Uma vez calculada a posteriori atualizada em (4.12), é possivel voltar & expressao (4.5)
para o préximo ciclo do processo recursivo.

Como o exemplo apresentado supoe normalidade para a expressao (4.5), e o esforgo
gasto no cdlculo da atualizagao de (4.12) é muito tedioso, Meinhold e Singpurwalla (1983)
mostraram que tal distribuicao a posteriori é da forma apresentada em (4.5) de acordo com
resultados conhecidos em estatistica multivariada, e em algumas propriedades da distribuicao
normal (Anderson, 1958, pag. 28-29). Dessa forma, concluem que a distribui¢do a posteriori
expressa em (4.12) é dada por

(Oyles, Yie1) ~ N[Giby_1 + RiF,(V; + F,R.F,) ‘e, Ry — R,F,(V; + F,R,F,) "' F,R,]. (4.13)

4.2 O Filtro de Kalman Nao Linear (FKNG)

Segundo Chen et al. (2003), a teoria de filtros estocasticos foi estabelecida no inicio da década
de 1940, devido ao trabalho pioneiro de Kolmogorov (1941) e Wiener (1949), culminando na
publicacao do classico Filtro de Kalman (Kalman, 1960).
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A partir do estudo de Kalman (1960), varios outros trabalhos exploraram aplicagoes ite-
rativas utilizando o framework bayesiano. Porém, tendo em mente que o Filtro de Kalman
¢é limitado por seus pressupostos, inimeros métodos de filtragem nao-linear ao longo de sua
linha foram propostos e desenvolvidos para superar sua limitagdo. Nao surpreendentemente,
a teoria bayesiana também foi estudada na literatura de filtragem, sendo uma das primei-
ras pesquisas de estimativa bayesiana iterativa encontrada no trabalho de Ho e Lee (1964),
no qual eles especificaram o principio e o procedimento da filtragem bayesiana, utilizando
uma forma fechada do Filtro de Kalman-Wiener para estimagcao linear em ruido gaussiano.
Spragins (1965) discutiu a aplicacdo iterativa de Bayes para a estimagdo de pardmetros
seqiienciais e chamou-a de aprendizagem bayesiana.

Harrison e Stevens (1976) utilizaram como modelo bésico para previsdes o Modelo Li-
near Dindmico (DLM) definido juntamente com as relagoes de recorréncia do Filtro Kalman
gerando uma série de formulagoes do modelo. Meinhold e Singpurwalla (1983) mostraram
que o filtro de Kalman é uma simples aplicacdo do Teorema da Bayes em uma sequén-
cia de espaco de probabilidades, popularizando assim os modelos dindmicos Bayesianos na
comunidade estatistica.

A partir de entao, o Filtro de Kalman passou a ser utilizado juntamente com os Modelos
Lineares Generalizados Dindmicos (DLMG), para efeitos de previsoes, sendo aplicado por
West et al. (1985) em uma classe de modelos de resposta univaridada e por Fahrmeir (1992)
para respostas multivariadas, baseado na idéia dos momentos do Filtro de Kalman extendido.

Harvey (1989) definiu o Filtro de Kalman como um procedimento recursivo para calcular
o estimador ideal do vetor de estados no tempo ¢, com base nas informacoes disponiveis no
tempo t. Segundo Meinhold e Singpurwalla (1983), o Filtro de Kalman é melhor compre-
endido se for lancado como um problema de inferéncia Bayesiana. Tal caracteristica ficou
evidenciada nos trabalhos de Harrison e Stevens (1971, 1976) que primeiramente se interes-
saram por predicao Bayesiana. Entretanto, estes trabalhos tiveram foco na implementagao
do Filtro de Kalman, e nao em sua formulacao bésica.

Nas préximas sec¢oes sao apresentados dois modelos dinadmicos para a estimacao de pro-
ficiéncias em plataformas CAT. O primeiro deles, possui uma apresentacdo mais voltada
a formulagoes de Filtros de Kalman Nao Gaussianos (Harvey, 1989), onde ¢; é nao nulo.
Enquanto no segundo, um enfoque direcionado aos modelos dindmicos de Smith (1979),
considera ¢; = 0.

4.3 Modelos Dindmicos para o CAT

Em um processo CAT para a estimagao da proficiéncia em dada area de um certo individuo
J, considere que a sua proficiéncia real, ;, possa ser modelada de acordo com um processo
aleatdrio, que varia suavemente ao redor de 6;. Considerando um conjunto de n questoes
ou itens aplicados ao individuo j, pode-se considerar que {6;1,6,2,- - ,0;,} represente uma
série temporal (ou dados de painel) das flutuacoes em torno de ; (ponto de convergéncia) ao
longo da sessao CAT. Tais flutuagoes, assim como 6;, sdo varidveis latentes (nao observadas)
e serao modeladas de acordo com Filtros de Kalman Nao Lineares.

O processo observavel {X;},t =1,2,--- ,n em estudo, trata-se do conjunto de respostas
dadas as n questoes, pelo individuo j. Neste caso, considerando um processo de Bernoulli,
no tempo ¢, um acerto ¢ tal que z;; = 1 e um erro ¢ tal que z;; = 0.

Portanto, uma dada trajetéria de respostas emitidas pelo individuo j, é tratada em
conjunto com as flutuagoes ao redor de ¢}, como sendo um processo duplamente estocastico,
{X;t,0;}, t =1,2,--- ,n, em {O;}, ou alguma transformacao desta série, sera descrita



4.4 PRESSUPOSTOS DIVERSOS 29

através de um modelo nao linear g, de tal forma que

Ojis1 = g(0;4, ), (4.14)

e € seja proveniente de um modelo a ser definido.
No caso da série observada, seja

P(Xjlpje) = piit (1 —pj) ™™ x5 €{0,1}, (4.15)

Djt :p]t(gjt) :g(a’tabtvctagjt) ; t= 1a27"' , 1, (416)

em que pj; ¢ a probabilidade de acerto ao item ¢ de um individuo com proficiéncia 6;;
considerando-se (ay, by, ¢;) conhecido.
No caso do modelo logistico de 3 parametros,

1— &
1 + eXp[—at(th — bt)] ’

pjt(ejt) = Ct + (417)

Em termos de um modelo dinamico, pode-se definir as equacoes de observagio e do
sistema, como sendo:

e Equacao das observacgoes:

P(Xjlpj(050)) = piu(050)™ (1 = pju(050)) ",
pjt(050) = g1(ar, be,ct, 0j0). (4.18)

e Equacao do sistema:

01 = g2(0;43 ar, by, cr, €). (4.19)

4.4 Pressupostos diversos

Antes de apresentar os processos utilizados para estimar as proficiéncia segundo duas for-
mulagoes que consideram modelos nao lineares, discute-se nesta se¢ao, alguns pressupostos
e consideragoes necessarios para a aplicacao dos modelos a seguir apresentados.

Como dito anteriormente, para que o conjunto de respostas dadas as n questoes apli-
cadas a um individuo j, considerado como um processo observavel {X;;}, t = 1,2,--- . n,
seja modelado dentro do contexto de modelos dindmicos nao lineares, via estimacao bayesi-
ana, alguma transformacao desta série sera utilizada, de modo que sob a luz da suposi¢ao
de intercambialidade, as distribui¢oes a priori utilizadas no processo de estimacao dos pa-
rametros do modelo devem ser assumidas ter a mesma forma. O que se espera é que esta
suposicao, reduza os efeitos de diferentes classificagoes dos individuos ao se atribuir diferentes
distribuicoes a priori. Mas, neste caso, de onde vem os valores de 6 ?

Segundo Van Der Linden e Hambleton (1997) o fato de que esses valores sdao de fato
transformacoes estritamente monodtona das respostas dos examinandos, é invocado. O pro-
cesso de estimativa comeca, assim como a maioria das técnicas de modelagem de respostas
a itens, com uma classificacdo preliminar dos examinandos induzida por alguma estatistica
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adequada. Para exames de multipla escolha, por exemplo, essa estatistica pode ser o niimero
de itens corretos e, para escalas psicologicas, pode ser a pontuacao da escala. Ou pode vir
de um teste completamente diferente ou de algum outro teste.

As classificagoes assim fornecidas sao substituidas pelos quantis correspondentes da dis-
tribuicao normal padrao, e sao esses valores que fornecem o valor de . Por qué a distribuicao
normal é usualmente atribuida aos hiperparametros? Em parte, porque tradicionalmente a
distribuicao de valores de tracos latentes tém sido considerada como normalmente distri-
buida. Mas, na verdade, qualquer distribuicao alvo pode ser utilizada. E neste sentido, as
transformacoes utilizadas neste estudo, consideram a distribuicao beta por razoes expostas
ao longo do texto e os hiperparametros associados a distribui¢do dos parametros dos itens
como provenientes de uma N(0,1).

Outra questao a ser considerada é quanto a métrica de avaliacdo global dos modelos
estudados. Muito embora diferentes medidas possam ser utilizadas para avaliar a qualidade
dos ajustes, neste estudo elencou-se o critério RMSE (Raiz Quadrada do Erro Quadrdtico
M¢édio) em razao da simplicidade de compreensao de seus resultados. Outras medidas po-
deriam ser utilizadas para o mesmo propoésito, a exemplo do MAE (Erro Absoluto Médio).
Em uma breve comparagao entre as duas métricas, observa-se que o RMSE da maior peso
a erros maiores, o que na pratica é desejavel, ja que enquanto estudo de simulagao, é de-
sejado eliminar para resultados de estimadores com grandes erros. Outro ponto é que o
RMSE ¢é sempre maior ou igual ao MAE, o que significa que se os tamanhos de amostras
utilizadas para compara fossem muito grandes o RMSE poderia nao ser adequado. Porém,
nesta dissertacao, os testes realizados levam em consideracao provas de tamanho fixo, sendo
considerados CATs com no maximo 100 questoes.

4.5 Estimacao de proficiéncia via Filtro de Kalman
com ¢; nao nulo

No contexto de um teste adaptativo, considere {X;} = { X3, Xs, ..., X} ser um processo
aleatorio binario, onde X; assume o valor 1 se o item ¢ é corretamente respondido e 0, caso
contrario. Em um modelo logistico de 3 pardmetros, tal como apresentado em (2.23), a
probabilidade de sucesso de acerto do item, p;, é escrita como

1—Ct

P = PUXe =165, a0 b ) = ot T gy

(4.20)

onde 0; ¢ o fator latente, ou proficiéncia do j-ésimo examinando, e a;, b; e ¢; sdo os parametros
(conhecidos) do t-ésimo item. Considerando a reparametrizacao

e = at(ej - bt)7 (4-21)

a probabilidade de sucesso, expressa em (4.20), pode ser reescrita em termos de 7, € R,
como,

1+ Ctef’“
U P (4.22)

Assim, {X;} descreve um processo de Bernoulli com probabilidade de sucesso p; > ¢, de
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modo que

P(Xy =mln) = pit(1—p)'™™

1 Ne]Te[(] — —ne]l—x¢
_ [Itae ]14[5 mct)e ] L 0<e <, (4.23)
(&

onde z; = 0 ou 1.
Considerando a fungao hipergeométrica (Gradshteyn e Ryzhik, 2007, pag. 1005) dada
por

Fla, B,7,2) = B(ﬁfly—ﬁ) /01 " (1 —q) P11 - gz)*dg v>08>0 (4.24)

Considerando ¢ = —e™" e substituindo

B = b
Q. = Q¢
2 = 1-Z

B -7 + 1 = d Qg

em (4.24), tem-se
e bt [1 + (1 — Z)e m]a
/m T = Bl d = b)F (b, d: 2) (4.25)

Para calcular a densidade marginal expressa por

P(X0) = [ Pladn)f (). (4.26)

como fungao do produto da probabilidade condicional de X|n;, pela densidade marginal de
T,

1 e_ant

) = Bl g E e

(4.27)

reparametriza-se
e = emar®=b) — p (4.28)

de modo que considerando h; ~ BST(«, ), obtem-se uma distribuicao Beta do Segundo
Tipo (Aral e Gupta, 2016; Mihesan, 2004; Stancu, 1995), expressa por

IR O
flh) = B f) ; he>0. (4.29)

Assim, considerando a transformacao logaritimica em (4.28),

—log(h¢) = ny, (4.30)

segundo Nadarajah (2005), o pardmetro 7, ~ BetaFExzp(«, ) tem distribuigdo Beta Expo-
nenciada. De maneira semelhante, aplicando o logaritmo em (4.28) e diferenciando ambos
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0s termos, tem-se

—Inhy =n
dh
_}Tt = dn,, (4.31)
t

que substituindo em (4.29), resulta em

he~ Y (1 + hy) P
I
he(L+hy) =P dhy

B(OJ,B) ht
—an: (1 —nt\—a—p

de forma que a densidade marginal apresentada em (4.27) é expressa por

1 e
B(a, B) [1 + e7m]oth

Beta Exponenciada

1 1 B e «
- B irew) <1+em> ’ (4.33)

e tem distribuicdo Beta Fxponenciada, com parametros o« e [3.
Portanto, substituindo (4.23), (4.25) e (4.33) em (4.26), tem-se um resultado fechado
para

f(ne)

1+ e ™)t [(1 — ¢;)e ]2 1 e
PX=a) = | | ]1 E p— e Bla,f) [l +en]ors
B (1-— Ct)lfa: G*T]t(a+1fmt)[1 + ce” M
- B(a,p) /%R [1 4 emm]oatitt "
= wB(a%—l—x BYF(—zp,a+1—xpa+B+1—x,1 — )
Bla, B) t t t t t);

(4.34)

onde os pardmetros ay, by, ¢, d e Z de (4.25) sdo expressos por

ay — —XT¢
bt = Oé—|—1—.1't
C = 1-7

d = a+p+1—2
d—at = Oé‘{‘ﬁ‘i‘l
d=by = a+B+1—pr—a—1+p=p.
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Considerando-se X; uma v.a. com distribuicdo de Bernoulli, tem-se

P(X;=0) = g&cﬁt;B(ajL1,5)F(0,0z+1,o¢+5+1,1—ct)
a o«
a+ Ctoz+/8’
P(X;=1) = F(-lL,a,a+p,1—c¢)
ai6+ctai6' (4.36)

(4.35)

A partir da densidade condicional de n;|x;

P(xdne) f(ne)

f(77t|xt) P(Xt)
B [1 + Cte—”h]ﬂ»‘t[(l _ Ct)e—m]l—ﬂft 1 e omnt
- T BlaBI[L + e-m]as ~
Bl 1

(I—c)' = Bla+1—z,B)F(—zp,a+ 1 —xpa++1—x4,1 — )
(1 + cpem]re-moti-a)
= X
Bla+1—zy,B)F(—zpa+1—zpa+ 4+ 1—241 — )
1
1+ efnt]a+ﬁ+1’

(4.37)

e considerando a relagdo entre a fungdo hipergeométrica F'(0;5;7;2) = F(a;0;7;2) = 1
(Gradshteyn e Ryzhik, 2007, pag. 1013) avalia-se os valores da v.a. Bernoulli, tal como em
(4.35) e (4.36), de modo que

p— O pr—
fne: =0) Bla+1,8)F0,a+1,a+ 41,1 —¢)[1 4 emfotbtl
e—ﬁt(@-f-l) 4
_ .38
Bla+ 1, B)[1 + e~ m]atp+D’ (4.38)

Flle = 1) e[l 4 e
T = =
Nt B(a, B)F(—1,a,a + 5,1 — ¢;)[1 + e~me]athtl
e ltce™  a+p
B(a, B)[1 + e~m]oth+l 3 4 ca
]. e e e_nt(a""l)
- 6 + v .
B+caa | Bla,f+1)[14 e n]otitt B(a+ 1, B)[1 + e-m]ot+il
(4.39)

Segundo as expressoes (4.38) e (4.39), e considerando a avaliagdo da distribuigdo Beta
Ezponenciada (Nadarajah, 2005), surgem distintas distribui¢oes de modo que para (4.38),
tém-se

| Xy = 0 ~ BetaExp(a + 1, ), (4.40)
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e para (4.39) uma distribuicao mista, dada por

Gt

s
Xi=1r~ BetaFE 1 BetaFE 1,06). 4.41
Tlt‘ t /8+Ct04 eta Ip(OK,B—F >+ +Ct04 eta ‘rp(Oé_'_ 7ﬁ) ( )
A esperanga e a varidncia de (4.40), sdo dadas por
1
E(m|Xe=0) = ¥(8) - ¥(a+1)="T(p)-T¥a) -, (4.42)
/ / i I 1
Var(nX; =0) = V(a+1)+¥ (B) =¥ (a)+ V¥ (B) — — (4.43)

)
CY2

onde a expressao U(a+1) = U(a) + é pode ser encontrada em Gradshteyn e Ryzhik (2007,
pég. 904, 8.365-1) e sao validas as relagoes

V(Z4+1)=V(2) - 212
oo T(Z)
U(Z) = 02 V(7).
Avaliando os momentos de (4.41), tém-se
o BURIX = 1) = W(0)+ V() +P(0) + V) - 20(@)8() + 25— w(5) - w(a)),
(4.44)
C Bl =1 = Ve -2 + 2 ) - [ ]
el e = N @ “ b+ ¢ “ b+ o
(4.45)
Portanto, de (4.44) e (4.45) tém-se a esperanga e a varidncia de (4.41) expressas por
1—
Bl X =1) = [¥(8) = (o) + 5t (4.46)
2
VarnlXe =1) = ¥(@)+¥'(8) ~ | 5o (4.47)

4.5.1 Distribuicao a Priori

Na busca por uma distribuigao a priori para ser utilizada em conjunto com a verossimilhanca
de {X;}, a escolha sugerida em (4.33), expressa por

fn) = B(Olé, 5) (1 +1e—77t>6 (1 i:_”t>a7

é proveninente da convolucdo obtida através da transformagao logito m =
segue a relagao

—-n

e
Tre—77 de onde

= ln{ - } (4.48)

Tt
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em que 0 < m < 1 segue a cldssica distribui¢do Beta(ay, i), com a; > 0 e by > 0.
O que resulta na funcao de densidade conhecida como modelo Logito-Beta, isto é, 1, ~
Logit Beta(oy, 5¢), também conhecida por Beta Exponenciada, dada por

1 emam

F(m) = Blay, Bi) [1 + e—marthe (4.49)

para —oo < 1 < OQ.

4.5.2 Estimacao de n pelo Método EAP

No intuito de estimar os pardmetros oy e [3; de (4.49), suas propriedades sao inicialmente
avaliadas através do cdculo de sua FGM (Fungio Geradora de Momentos), dada por

e~ (omam Bla—q,8+q)

1
M :Eqm:/ dn, = < . 4.50
<Q) [6 ] P B(Oé,ﬁ) [1 + e,m]aJrB Uz B(Oé,ﬁ) y >« ( )
')l
Utilizando a relagao B(a, 8) = m para calcular a primeira e a segunda derivada
Q

de (4.50) em relagao a ¢, tem-se

oM(q) 1 / ,
a0 W{—F (a=I'(B+q+T(a-I"(B+q)}  (451)
PM(q) 1 " / ,
o W{F (a=g)I'(B+q)—T(a—ql' (B+4q) —
— Ta—l'(B+q) +T(a—gl"(5+ )} (4.52)
Lembrando que a fungdo digamma (V) é definida como W¥(«) = I;(Z), observa-se seu
carater recursivo ao calcular a primeira derivada, expressa por
v D@ [T@] @
Vi) = o m)] ol - e (4.59)
Avaliando (4.51) e (4.52) em ¢ = 0, tém-se
o B0 = TR0 —w) - v (1.54)
. E(R) = w - FF((;‘>> — 2W(a) U (B) + FH%)' (4.55)
Portanto, de (4.54) e (4.55), tém-se
o Var(n) = E() = [Em)] = (a)+ V(). (4.56)

De forma que a esperanca e a variancia para a distribuicdo Beta Erponenciada apresen-
tada em (4.49), sao dadas por

E(m) = U(B) — V(). (4.57)
Var(m) = W'(ay) + V' (6). (4.58)
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Portanto,

ne ~ BetaExp(ay, B) (4.59)

tem distribuigdo Beta Ezponenciada (Nadarajah, 2005).

Embora em um contexto diferente dos testes adaptativos, o trabalho de Das e Das (2009)
discute sobre o problema de inferéncia estatistica de propor¢oes binomiais em procedimentos
adaptativos no contexto Bayesiano, sugerindo um procedimento heuristico de decisao para
conduzir a inferéncia.

4.5.3 Elicitagdo da priori BetaExp(ay, 5;) de n;

No intuito de avaliar os valores dos hiperparametros «; e (5; da priori Beta Ezponenciada
e sua relagao com os parametros conhecidos a; e b; do modelo 3PL, sao apresentados os
detalhes da reparametrizagao utilizada, além de demonstrar de que maneira se relacionam
os parametros do modelo 3PL com os parametros da Beta Fxponenciada.

Considerando-se que em (4.57):

E(n) >0, ¥(6) > V()
Se {E(m) <0, W) < Ulay) (4.60)
Sabe-se que )
V(Z+1)=¥(2)+ 7
(I) Supondo que ap = fFp+1>0
E(m) = W(5) —¥(B+1)
— AT - W -
Logo,
SeFE(ny) <0 fo = _m (4.61)
ag = B+ 1.
(II) Supondo que By =ap+1>0
E(no) = Y(B) — V(o)
~ )+ o — ke
Logo,
SeE(ny) >0 @0 = E(l’m) (4.62)
Bo = ap + 1.
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4.5.4 Distribuicao a Posteriori

Considerando a aplicacao do Teorema de Bayes e as seguintes densidades:

o ’Verossimilhanga ‘: Processo Bernoulli {X;} com reparametrizacao n; = a;(6; — b;)

1+ cie ™)t [(1 — ¢ )e ]t
P(Xy=zlm) = 1+e hﬂgma ] . 0<e <1, (4.63)

o [Priori|: 1, ~ BetaExp(ou, )

1 e atnt

fm) = Blay, B) [1 + e—marthe

—00 < 1 < 00, (4.64)

obtém-se a preditiva de X; como distribuicao incondicional de Bernoulli, dada por

PX) = [ PO S ()

(A = e B+ ] ™
— — . (4.65)

Portanto, a distribuicao a posteriori resultante para atualizacao do processo, é dada por

P(Xelm) f (m)

fne Xe) = PIX,)
_ oy + 6t 1+ cte_”t ’ e_(at+1—$t)77t
O'/tliztB(atv ﬁt) 615 + croy [1 + e*ﬁt]aHrﬁHrl
1 14 c¢e™ ’ e (cutl—ze)m

(4.66)

B(Oét + 1— T, ﬁt + xt) [1 + €7nt]at+6t+1 '

CtQy
T

Assim, uma vez que a t-ésima observacao estiver disponivel, a distribuicao a posteriori
expressa em (4.66) segue uma variagao da distribuigao Beta Ezxponenciada de Libby e Novick
(Nadarajah, 2005), com pardmetros oy + 1 — x; e 5; + x4, podendo ser reescrita tal como
apresentada pela densidade condicional calculada em (4.37), e expressa por

[1 4 ce™m]memmlatl=z)
f(nelze) = X
Bla+ 11—z, f)F(—zpa+1—za+ 4+ 1—x,1 — )
1

[1+ e—m]atptl’

Em particular, dado X; = 0, obtem-se

6_(at+1)77t

X;=0) =
f(77t| t ) B(at + 17@)[1 + efm]at+ﬁt+1a

(4.67)

onde 1;|X; ~ LogitBeta(ay; + 1, ;). Quando X; = 1, (4.66) é reescrita como

1 et e~ (a+1)n:

X =1) =
Flml e ) Be + croy ﬁtB(Oéta Be+ 1)[1 + emmouthtl e

By + 1, By)[1 + e-me]oetBetd |

(4.68)
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representando uma mistura entre a Logit Beta(ay, 5y + 1) e a Logit Beta(ay + 1, 8;). Assim,
avaliando a esperanga e a varidncia a posteriori, para as respostas incorretas (X; = 0) ao
item ¢, tém-se

1

Elm|X; =0] = W(5) = ¥(a) — —, (4.69)
t
/ / 1
Var| X, = 0] = W (a) + ¥ (5) - —. (4.70)
t
E para as respostas corretas (X; = 1) ao item ¢, tém-se
X, =1] = W(5) — Wlog) + o (.71)
p— pr— —_— a .
e ' ' By + croy’
2
/ ’ 1 — Ct
\%4 X;=1] = V¥ + Vv - |— 4.72
ar{ne Xy = 1] () + W (Be) B oo (4.72)

Portanto, o valor esperado de 7, tal como obtido em (4.57), e expresso por

E(Ut) = qj(ﬁt)_‘lj(at)v

é reduzido por uma resposta incorreta (4.69), ou aumentado por uma resposta correta (4.71).

4.5.5 Distribuicao Preditiva

Obtida a t-ésima observagao, a distribuicao (| X;) ~ Logit— Libby N ovick (o +1—xy, fi+x¢)
apresenta forma fechada distinta para as respostas corretas e incorretas, expressas respecti-
vamente em (4.67) e (4.68).

Para a predicdo de uma observacao um passo a frente, postula-se que

G = 07 (473)
he = e @070 = e (4.74)

onde h; ~ BST(ay, ;) é conhecida na literatura por distribuicdo Beta do Segundo Tipo,
apresentada em (4.29), e expressa por

he (L4 hy) P
B(a, ) ’

A esperanca e a varidncia desta distribuicao sdo dadas por

f(ht) =

hy > 0.

Elh] = ﬁt&_ty (4.75)
oy + B — 1)
Varlh] = (o — 125 —2) (4.76)

Portanto, de (4.73) e (4.74) deriva-se a distribui¢ao conjugada a priori, Beta Exponenci-
ada (Barreto-Souza et al., 2010; Nadarajah, 2005), n; ~ BetaExp(ay, ), apresentada como
a distribuigdo a priori em (4.64), sendo uma generalizacdo da distribuicdo Beta do Segundo
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1—7Tt
Tt

1 1 Bt e~ at
Flm) = B(a, Br) (1 + e"“) (1 + e"“) ‘ (4.77)

Assim, a verossimilhanca do modelo quando a t-ésima observacao esta disponivel, é dada
por

Tipo, resultante da convolucgao logito n; = ln{ }, e expressa por

h 17]%
Pl =mlh) = <1+ht) <1+tht> ’

e_nt 1—3315
a <1+e m) <1+em> ’

= P(X; = xny). (4.78)

Considerando como verossimilhanga a expressao apresentada em (4.78) e como priori a
expressao apresentada em (4.64), tém-se a preditiva de X;, dada por

PO = [ P(Xo= ) f (),

1 e~ Lot 1—adne
= / [ 1 dnta

B(ay, By) Jw [1 4+ e ne]ostBet
_ B(Oét‘i‘l—iUt’ﬁt‘i‘SUt)? (4.79)
B(ay, Br)
e como X; assume valores 0 ou 1, tem-se
B 1
e P(X,=1) o fr+1) B (4.80a)

B(ou, p) ot B

. - B(Ozt—l-l,ﬂt) . Qi
¢ PXi=0) = St - (4.80D)

4.5.6 Um modelo dindmico para o CAT via Filtro de Kalman

Definida a priori de 7, e determinada a distribuigao preditiva da série observada z; € {0, 1},
a densidade da distribuicao a posteriori quando é utilizada a reparametrizacao da Beta
Ezxponenciada, é dada por

1 e—[at-i-l—rt]m

Blay+1 =z, B+ xy) [1 + e7me]oetftl”

f(nelze) = (4.81)
De forma que, considerando a atualizacao dos parametros da Beta Fxponenciada para
mudanca de estado, tem-se
Gy = Q4-1)t
B = 5t+1\t

Assim, a série observada é atualizada passando por um estado transiente, indicado pela
mudanca da varidvel de interesse, podendo ser entendida como
7 A
Ty Ni+1 Ti+1 (4-82)
\_/(
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onde a funcdo de densidade dada em (4.81) atualiza os pardmetros expressos em (4.82)
através de

1 e

B(6y, B;) [1 + e-m]énthe’ (4.83)

S (g |zy) =

de forma que (4.83) passa agora a ser a priori, de “parametros atualizados”, para o novo
ciclo do processo aleatério representado pela varidavel X;, atualizado pela posteriori

Plavale) = [ flnala) Pl di.

1 e~ Gt 1 Ti+1 o 1—z¢41
p— - _ d ’
/éR B(dta /Bt) [1 + e_nt]d&t+ﬂt 1 + e*nt 1 + e,nt nt
1 gf[dt+1*fft+1]nt
g - = / - - § dnt,
B(cy, ;) J» [1 + emme]|duthetl
_ B(at + 1-— Ti41, 515 + ':Et—i-l) ' (484)

B(éu, 3)

O processo aleatério bindrio {X,} tem entdo um suposto sistema de “equacées de tran-
sicao”, dado por

a1 = ooy + 1 — Ty
. 4.85
{ By = OB + T (4.85)

Lembrando que,

e que de (4.80) tem-se

B
* E(Xt> B o+ By

sendo similar ao resultado encontrado em (4.84)

By ol
* E(XtJrl’Xt) - at + By B (o + Br) N E<Xt),

justifica as equacoes de transi¢cdo

G = ooy
{ﬁ't = 0B (4.86)

Portanto, considerando a posteriori apresentada em (4.66), expressa por

Tt

1 ef(aerlfxt)m

Bloy + 1 — x4, By + )

1 + ctefnt
1552

f(ne Xe) (4.87)

[1 + e—nt]at—f—ﬁt—i-l ’
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e supondo agora que o processo ¢ considerado suave,

(11| Xe) = (] X), (4.88)

de modo que

e Mt+1 At

By, Bt)[l + e"it+1]dt+ﬁ't ’

f(ealze) = (4.89)

juntamente com a verossimilhanca de X;|rn;, apresentada em (4.23), e expressa por

1 —ne]Te[(] — —ne]l—x¢
P(Xy = m|n) = L+ ee™ c)e ] s 0<e <1,
L+em

reescrevem a distribui¢do um passo a frente, expressa em (4.84), como

P(zyp|zy) = /%f(77t+1|$t)P($t+1‘77t+1)d7h+1

e ML + gy e ML — cppqJeT IR
- / N _ ot Bt 1 A1
R B(dy, By)[1 + emmr]duthit
(1 _ ct+1)17$t+1 e*nt+1(dt+1fﬂft+1)[1 4 Ct+1€777t+1]xt+1 ;
B Bl(ay, By) /§R [1 4 e—m+1]dthetl Me+1
(1 - Ct+1)17mt+1 . .
= - B(oy 4+ 1 — 2441, ) X
B(at, Bt)
X F(—I'H_l, d!t +1-— Li41, dt +1-— T41 + Bta 1— Ct+1). (490)

A menos dos parametros dy, B, e do tempo no qual é avaliada a resposta (1), a
expressao (4.90) ¢ idéntica ao resultado fechado encontrado para o processo Bernoulli {X;}
em (4.34), expresso por

(1 — Ct)l_zt

P = )

B(a+1_$t7/8)F(_xt7a+1_$t7a+6+1_wta1_ct)a
(4.91)
onde

o P(X,=0lz) = P(X,=0),
o P(X,=1lz) = P(X,=1),

sendo P(X; = 0) e P(X; = 1) avaliadas, segundo (4.91) como

P(X,=0) = aiﬁ—ctaiﬁ,
P, =1) = .

+c .
a+pB a+p

Portanto, (4.90) pode ser reescrita como

A e\ (1= )iy )
P(ﬂft—l—l‘xt) - (W) <(Oz—{t—+g)t> s (4.92)
t t t t
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e uma vez desejada a predi¢do de um passo a frante, postula-se que 7,41 comporta-se como
uma distribui¢do Beta Exp(ciaye, Bita)e), dada por

1 e~ t+1|tNt+1

B(ausipes Brspe) [1 + e ] @errietherale”

S| Xe) = (4.93)

onde os parametros a1 > 0 e Bi4qr > 0 sdo encontrados pelas equacoes de transicao

{at+1|t = pay
ﬁt+1|t = ¢6t ’

com 0 < ¢ < 1 sendo o hiperparametro do Filtro de Kalman Harvey (1989). Assim, a
distribuicao preditiva resultante é dada por

(4.94)

P(Xi1]X:) = /%P(Xt+1|77t+1)f(77t+1|Xt)d77t+17

[(1 = crpn) ] ™ By + Copregap )™

_ , 4.95
Qpp1fe + Beape ( )

isto é Qpt1ft Q41
P(Xppy =0) = ——ot=me o Gt 4.96
(Xera ) Qpp1fe + Beyape o Qpp1je + Bepape ( )
P(Xp =1) = B . -= (4.97)

Qpp1fe + Bepape Qpy1pe + Bigfe

Uma vez que a (t + 1)-ésima informagao estiver disponivel, a distribui¢do a posteriori
(21| Xe41) € obtida aplicando-se o resultado obtido em (4.66), expresso por

Xt

1 e_(at+1—It)77t

B(ay + 1 — ¢, By + 1)

1+ Cte_”t
T+ e

S (e Xi)

[1 + 6*77t]06t+6t+1 ’

resultando na distribuicao Beta Ezrponenciada de Libby e Nowick, com parametros dados
pelas equacoes de atualizacao

{atﬂ IR (4.98)

Biv1 = Beyipe + Ten

Portanto, dada as recursdes em (4.94) e (4.98), a funcao de log-verossimilhanga para o
hiperparametro desconhecido ¢ é calculada como

() = Z In[P(X,11|X)). (4.99)

sendo a maximizagao de seu resultado utilizado nas atualizacoes das estimativas da pro-

ficiéncia gj, descrita a seguir. Assim, considerando a probabilidade de sucesso P(X; =
1|6;, at, by, ¢;), apresentada em (4.22), e expressa por

. 1+ Cte_"‘
= e

I
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para obter da proficiéncia desejada, avalia-se o parametro 7, dado por

Pt — G
= In , 4.100
Tt 1—p, ( )

de forma que consideram-se:

e as equacoes de transicao:

{a”l =do 1=z (4.101)
Bri1 = Bt + i
e a esperanca da distribuicao Beta Fxponenciada:
e = Y(B)— ¥(w),
e a reparametrizacao expressa em (4.21), dada por:
i = ar (0 — by), (4.102)

onde, nesta ultima, os parametros a; e b; comportam-se como variaveis aleatérias, pois variam
de um item para outro. Igualar (4.102) a (4.100), viabiliza a estimagao dos pardmetros (; e
0;¢, dados por

—c
Oét(ejt — /Bt) = 111 ];_t_ ptt
1 Pt — G
=0;— —1 4.103
K ! Qy ) L —p ( )
1 1-—
0, =B+ —In— L (4.104)
Q. Py — G

Portanto, 0;; ¢ expresso por

~

0, =2+, (4.105)
Qt

de forma que, a esperanca condicional F(7|a;, Bt), permite avaliar E(gjt|at, by). Entretanto,

o objetivo é encontrar E(f;;), de forma que tomando-se a média de 6,;, tem-se o estimador
desejado:

t p
= . (4.106)

Pode-se aplicar outros filtros em vez de (4.106), ou além de (4.106), como por exemplo o
Alisamento Exponencial sobre o {gjt}. Da mesma forma, um segundo filtro pode ser aplicado

para tentar reduzir ainda mais as oscila¢oes provenientes de {6;:}.
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Algoritmo 1: Estimacao de proficiéncias via Filtro de Kalman.

Input: Defina um valor para e
1 Inicializagao de variaveis

2 Considere { X7, ..., X} ser um conjunto inicial de respostas
3 Maximize (4.99) com respeito a ¢, utilizando as recursoes apresentadas em (4.94) e
(4.98)

4 Calcule 7, = E[n,|X;] por (4.69) e (4.71)
Calcule 0, = Var[n,|X;] por (4.70) e (4.72)

Obtenha 6, de (4.21)

V& Dt T

while v > € do

t+—t+1

10 | Amostre um item com pardmetros {a, b, ¢;} e considere sua resposta x;

11 Tomando { X1, ..., X;}, maximize (4.99) em relagdo a ¢, utilizando as recursoes
apresentadas em (4.94) e (4.98)

12 Calcule 7, = E[m| X;] por (4.69) e (4.71)

13 Calcule 0, = Var[mn| X;] por (4.70) e (4.72)

14 Obtenha 6; de (4.105)
15 Obtenha 6’? de (4.106)

16 V< U

(S]]

© 0 N o

17 end

18 return 0,

4.6 Estimacao de proficiéncia via Modelo Dinamico
Power Steady com c¢; nulo

Nesta secao, é apresentada uma formulacao alternativa a dada na sec¢ao anterior, com a
particularidade que assume-se que ¢; = 0 V¢. Tal pressuposto, faz-se necessario para alguns
desenvolvimentos teodricos.

Na expressao (4.17), considere o modelo 3PL em que ¢; = 0, isto é,

1
1 + eXp[—Dat(Gﬁ — bt)],

pit(05e) = (4.107)

com a; e by conhecidos e D sendo um fator de escala, constante e igual a 1. Quando deseja-se
que a funcao logistica forneca resultados semelhantes ao da func¢ao ogiva normal, utiliza-se
o valor 1.702.

Na expressao (4.107) seja

njt = Dat(ﬁj — bt), (4108)
de modo que

. 7]]1} -+ (Datbt)

0. — 4.109
Jt Dat ( )

Por motivos teéricos, sdo parametrizadas as expressoes (4.18) e (4.107), em fungao de
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nj+. Na descricao do modelo dindmico para a estimagao das proficiéncias, o seguinte roteiro
é seguido:

(1) obter uma distribuigao a priori para 7;;
(2) elicitar a priori descrita em (4.18);

(3) descrever um Modelo Power Steady Smith (1979) para a estimagao da proficiéncia via
CAT.

4.6.1 Distribuicao a Priori de 7

No estabelecimento de uma priori para 7;;, primeiramente estabelece-se uma priori para a
transformada

hjr = e~ Dar(0je=bt) _ e it (4.110)

e, entao, através do método jacobiano aplicado em uma transformacao especifica, obtem-se
a priori de interesse, ou seja, a priori de 7;;.
Considerando a probabilidade de sucesso pj; expressa por

_ 1 _ 1
- 1+ e Mt o 1—|—hjt7

o Modelo Bernoulli para as respostas do individuo 5 é dado por

1 Tt h l—l'jt
) = [ gt
P(X;|hje) <1 . hﬁ) (1 h hﬁ) . (4.112)

Como hj; = e™"* > 0, assume-se que h;; seja modelado, a priori, através de uma distri-
buigao Beta do Sequndo Tipo (Gupta, 2000; Mihesan, 2004; Stancu, 1995), tal que,

INGBIND
L(ve + 6r)

Dessa forma, hj; ~ BST (v, 0:), e segundo DasGupta (2011),

f(hje) = RYTH L+ hy)~ )0 < hy, < oo (4.113)

E(hy) = 5t7_t - (4.114a)
V(e + 0 — 1)

(v = 1)%(6: = 2)

Para obter a priori de n;; considera-se a transformacao (Nadarajah, 2005)

V(hj) (4.114b)

nje = —log(hyq), (4.115)
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de forma que a correspondente distribuicao Beta Fxponenciada, é expressa por

Foe = P(mt ni) = P(=log(hj) < nje) = P(log(hje) = —nje) = P(hje > €77,

= 1=Plhuse™) (4.116)
o = ;thF"” = ajﬁ[l — P(hy < 67"]%)} = 3?bt[1 — tht(e*"ﬁ)},
N aijt - hﬁ<€”ﬁ>}?;jj = —fhjt(emt)agjt[ | = fuy, (€7 e (4117)
Logo
Joge = fnge(€770) e (4.118)

onde fy,;, ¢ um Beta do Sequndo Tipo com parametros ; e d;, apresentada em (4.113). Assim,
avaliando (4.118) tem-se:

—nye] —pye | e ) (%) (0r)
L = e Nyt . 1—|—6 N5t e 77]t7
— l@njt(%l), 1 ] (’Yt> ( ) . e it
Lt om0 | T+ )
= 1 F(’Yt>r(5t)
= e : . 4.119
L+ em |0 T +8) (4.119)

Portanto,

nji ~ BetaExp(vy, 6;) (4.120)

tem distribuigdo Beta Exponenciada (Nadarajah, 2005).

4.6.2 Elicitacao da priori BetaExp(vy:, ;) de nj

No intuito de avaliar os valores dos hiperpardmetros 7; e d; da priori Beta Ezponenciada
apresentada em (4.120) e sua relagdo com os pardmetros conhecidos a; e b; do modelo 3PL
apresentado em (4.107), sdo apresentados os detalhes da reparametrizacao utilizada, além de
demonstrar de que maneira se relacionam os parametros do modelo 3PL. com os parametros
de (4.120).

Reescrevendo (4.119) na forma da familia exponencial, e considerando o j-ésimo individuo
cujo indice ¢ indica o tempo do processo (¢-ésimo item administrado ao individuo j) {n;:}
em que os parametros sao avaliados, tem-se

F(’Yt + 5t) 67'7tnjt

T(v)L(0) [1 4 e+
x exp =y — (v + 6) - In[1 + exp(—n;e)] — b(, 00)] (4.121)

f(njt)

onde

by, 6;) = — [m (C(v+6)) =In (T(7)) —In (F((St))].
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Portanto,

ﬂ%ﬁ“eﬂ%%{—%r4my+“M—WM}+@LJML+%M—mM}—M%ﬁﬂ%émﬂ

e utilizando a transformagao expressa em (4.108):

njt = Day (05, — by) (4.123)

reescreve-se (4.122) em termos das estatisticas suficientes T; e Ty, a saber:

f ;) o exp {%T 1(1je) + 6T (nje) — b, 50} (4.124)

onde
Ti(ny) = — (nﬁ +In[1+ eXp(—TM)]) (4.125)
To(ne) = —In[1+exp(—n;)|. (4.126)

No entanto, de acordo com as propriedades da familia exponencial (DasGupta, 2011),

66(%57 5t)

E(Ty) :;—a;fzww»—w%+@u
Bm) = 2 i)~y ),
Var(Ty) = y%&fﬁzw%m—wm%+&u
Var(ry) = ZX8 — ) - g+,
cwagn)zéﬁg%pz—wm+&%

Emy) = E[Ta(np) — Tilnp)] = E[To(np)| — E[Ta(n)]
= () =0 +8) = [$(6) — ¥ (v + 61)]
= P(d) —¢(n),
Var(ny) = Var [Tz(njt) — Tl(njt)} =Var {TQ(T}jt)} + Var {Tl(njt)] —2x Cov {Tl(njt),Tz(njt)}
= P'(60) =" (v +00) + U (%) — ' (9 +0e) +2 X P (e + )
= '(0) + ()

Assim, utilizando as propriedades de primeiro e segundo momentos para elicitar os valores
de a4 e [, conclui-se que

fie = Elnie) = 0(8) — ()| (4.127)

onde substituindo (4.123) no lado esquerdo da igualdade (4.127), tem-se

ﬁt:zxmg::E<Da(@f—bg>::Dagx%ﬁ49Da¢m
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com 6, ~ N(0,1). Logo,

fjt = —Da;b;, = w(fst) - ¢(’7t)a

com (z) & In(z). Portanto,

0
fjt = —Datbt ~ In lt] .
Tt

Avaliando a variancia de 7;; tem-se

, , 1 1
qjt = Var(n;) = ¢¥'(0¢) + ¢ () = 5, + %’

onde ¢/(z) ~ 27!. Da mesma maneira, tem-se
gt = Var(n;) = Var(Dat(th — bt)> = (Da;)*Var(0;),

com 6, ~ N(0,1). Entao,

1 1
= (Da)? ~ — + —
it (Das) Ot - Tt
De (4.129) e (4.130) tém-se
0 0
fjt = —Datbt ~ In <t> = _fjt = Datbt ~ In <t>
Tt Tt
1 1
¢« = (Day)*~ —+ —.
- (Da) Oy * Tt
Portanto, conclui-se que
* fir=In (jﬁ) = exp(fj) = 2 =
Ot
~ = dpexp(—fi)|.
,Yt eXp(fjt) t p( ]t)

11 1 exp(fie)
.q]t_5t+7t_6t+ 5y =

® gjt = (;ltll + eXP(fjt)} =

_ 1 + exp(fjr)
qjt

Oy

4.6

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131a)

(4.131D)

(4.132)

(4.133)
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Logo,
14+ exp(f; exp(—fi) +exp(0 exp(—fi) +1
o = [ p(f;t)] exp(—fi) = p(—fjt) P()Z p(—fit) :
qjt qjt djt
o lte(f)
t -
qjt

e considerando (4.129) e (4.130)

fjt = —Dab,,
qit = (Dat)Q,

conclui-se que a relagao entre os parametros do modelo 3PL e os hiperparametros da distri-
buigao a priori apresentada em (4.120) é expressa por:

1 + exp(Da;b;)
= 4.134
Vt (Dat)Q ? ( 3 )
B 1+ exp(—Datbt)
5, = Dy (4.135)

4.6.3 Um Modelo Power Steady para o CAT

Nesta secao, é formalizada a estimagao das proficiéncias segundo a metodologia proposta por
Smith (1979). Ao final da exposicao, é apresentado um algoritmo que descreve o processo a
ser implementado em linguagem R.

Seja

e [Série observadal:  z;, € {0,1} com

T
1+ e—"ﬂ]

P(th\njt) =

l—acjt
e_njt

isto é,

(Xjt|nji) ~ Bernoulli (He—ﬂjt

de modo que P(Xj|n;:) pertence a familia exponencial.

e | Priori para 7;, | Considere uma priori Beta Erponenciada com hiperparametros -y

e 0y, isto é,

1 e~ Mhjt

B(")/t, 5t) [1 + e*’lt]’YHrtst ’

fnj) = (4.137)

onde 7;; ~ BetaExp(y,d), em que

Emi) = ¥(d:) — () (4.138a)
Vi) = ¢'(6) +¢' (), (4.138b)
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onde ~; e d; sdo descritos por:

% :%7 (4.139a)
5, = LeeChab), (4.139b)

e | Posteriori para 7;; |

Pl Xje) o< P(Xjenje) f(ne)

e Mit(1=xj1) e~ it

> 1+ et [1 + e_njt]7t+5t
e~ it (v —zje+1)
[1 4 et ]utoet1’ (4.140)
Logo,
(nje| Xjt) ~ BetaExp(ye — xj0 + 1,00 + 2j1), (4.141)

implicando que f(n;:) ¢ uma priori conjugada (CP).

Portanto,
(1) P(Xji|njt) pertence a familia exponencial;
(2) f(nj) é priori conjugada.

Assim, de acordo com Smith (1979), é possivel escrever a série temporal Bernoulli como
um modelo dindmico “Power Steady”, de modo que:

(el X5) ~ CP(Xj), (4.142a)

P(nj,t+1|X;) X [P(’r’jt|X;)]k  0<k<1, (4.142b)

em que, CP denota a priori conjugada para a familia exponencial de (Xj|n;¢), e X; denota
a série X4 = {Xj1, Xjs,..., X}, de forma que os estados {Hj;} evoluem de acordo com o

modelo (4.142).
Portanto, o modelo dindmico nao-gaussiano em estudo ¢ composto por

Equacao das observagoes

(Xjt|mje) ~ Bernoulli( (4.143)

1—1—6_%)’

Equacao do sistema

P(n;+41|m;¢) ndo definida, mas os estados {H;;} evoluem de acordo com o modelo Power
Steady descrito pelas expressoes (4.142a) e (4.142b).
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Sendo assim, de (4.140) e (4.142), tém-se:

. e~ Mit(Qe—zjt+1) ’
P(nj,t+1’X) X [1 _|_e—77jt]at\t+ﬁt|t+1

e~ Mitlk(aye—zji+1)]

[]_ + @‘ﬂjt]k(at\t+5z|t+l) (4].44)

e*ﬂj,t+1at+1\t

(4.145)

[1 4 e~ Mia+1] %1 FBepe”

Para tornar a notacao compativel ao modelo Power Steady, substitui-se o pardmetro 7,
por ayy € o parametro d; por SBy;.

Portanto,

(1j4+11X}) ~ BetaExp (l{;(aﬂt —zj+ 1), k(By: + :cjt)),
isto é,
(nj411X}) ~ BetaExp(apsye, Brse),
de modo que a1y = k(oup — 250 + 1) € Bepap = k(Bye + x5¢)-

E assim o processo recursivo fica descrito da seguinte maneira:

e | Estagio de predicao ‘: Reduz-se em obter os pardmetros da distribuicao P (7,41 \X;),
que consiste em calcular os valores dos parametros

{Oét+1|t — k(aﬂt — Ljt + ]')7 (4 146)

Bt = k(ﬁtlt + zj1).

e |Estagio de atualizacdo | Consiste em obter a distribuicao de P(n; ;1| Xt™):
g C Njt+ J

P(nj,t+1|X;+1) = P(m,le}Xj,m)
P41, X5, Xjer1)
P(X7}, Xje41)
58 P<Xj,t+1|77j,t+1>X;)P(nj,tJrl'X;)
(S8 P(Xj,t+1|77j,t+1)P(77j,t+1|X;)- (4.147)

De (4.136) e (4.137) tém-se que

e Mit+1(1=2j,641) e Mit+1% 11t

, t+1
P(nj,t+1’Xj ) X 1 4 e~ Mt [1 + e—nj,t+1]at+1|t+/3t+1|t

e Mit+1loep1 1= 041]

[1 + e*ﬁj,t+1]at+1\t+ﬂt+l|t+1

e i t+1 %4141

, (4.148)

[1 + e*ﬁj,tﬂ]at+1\t+1+5t+1\t+1
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isto ¢, (nj,t+1|X§+1) ~ BetaBxp(auiijes1; Beyjest)-

Portanto, o estagio de atualizagao consiste em calcular os valores dos parametros

{at+1t+1 = Qpp1e 1 — X441, (4.149)
Brstjt+1 = Bigaje + Tjps1- '
Ou seja,
{Oét+1t+1 = k(o — x50 + 1)+ (1 — 2541), (4.150)
Brije+1r = k(Bye + Tj¢) + 5041 .

4.6.4 Estimacao de n pelo Método EAP

Para estimar 7;, através da Esperanca a Posteriori (EAP), utilizam-se as propriedades do
modelo descrito em (4.138), e conhecendo os valores dos pardmetros, expressos em (4.139),
avaliam-se as propriedades do modelo, através das expressoes (4.138a) e (4.138b):

i1 = E(Uj,t+1|X§+1)

= V(Brs1jer1) — V(Qrapee1), (4.151a)
Var(nji1) = Var (ﬁj,tH‘X;H)
= Y (Brsrjer1) + U (uger1), (4.151Db)

de modo que,utilizando a transformagao (4.123) e a expressao (4.151a), é avaliada, a cada
estagio de atualizacdo, um passo a frente, o valor da proficiéncia dada por:

N A Da:b
Oii1 = nj’t“;a Sy (4.152)
t
A 1
s (Be) = Py Brarieen) + ¥ (Oraen) (4.153)

4.6.5 Estimacao de n pelo Método MAP

Para estimar 7 através da Moda a Posteriori (MAP), calcula-se o estimador de méxima
verossimilhanca a ser avaliado através da distribui¢do a posteriori. obtida em (4.141), de
forma que

—
o P(n;¢|X7) m
o (=log P(n;s|X}) = —njscuy — (e + Bye) log[1 + 7]

(e +Bye)e” it

) ol
o /=L = — .
£ 377j,t Oét|t + Tie it

) Lt
o (=0 = _at|t(1 + e Mt) + (at|t + ﬁt\t)eﬂm =0 =e Tt B

~ B
Myt = log (ﬁ)

Z _ _ (e +Bype)e” "t
(1+e_"ﬁ)2
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A variéncia de 7;, pode ser encontrada por Var(7;,) = (3)7", em que $ = —E({), ¢ a
Informagao de Fisher. Devido a complexidade do calculo do valor para E({), utilizou-se a
aproximagao Var(i;,) ~ (6)_1‘

n="
Em resumo,
Nje = log (ﬁt't> (4.154a)
Qi ¢
1 —fi,6)2
Var(iy) = —ate™) (4.154D)

(ouje + Byp)e it

de modo que a cada estagio de atualizacdo, um passo a frente, o valor da proficiéncia estimada
pela Moda a Posteriori (MAP) é dada por:

~ 7 . Da:b
Oiin = n”t“;at Ly (4.155)

~ 1 (14 e~Mie+1)?
s.d.(0; = _ . 4.156
Oe1) Dat\l (Qpgrfeg1 + Brgajer)e Tt ( )

A seguir, o algoritmo que descreve os estiagios de predicao e atualizagdo apresentados
na secao 4.6, para estimacao das proficiéncias dos individuos submetidos ao CAT. O pro-
cedimento baseia-se no modelo dindmico desenvolvido segundo a metodologia proposta por
Smith (1979). Vale lembrar que o algoritmo 2 reflete apenas o processo de estimagao das
proficiéncias, ndo contemplando o fluxo completo do CAT. Assim, o indice ¢ reflete apenas
o conjunto de itens administrados, e nao todos os itens disponiveis no CAT.

Algoritmo 2: Estimacao de proficiéncias via Modelo Dinamico Power Steady.

Input: Defina valores iniciais para € e v

1 Seja {Xj1,..., X} um conjunto de respostas, onde j =1---N

2 Obtenha valores iniciais de ay; e [y

3 while v > € do

4 Considere o j-ésimo individuo a responder um CAT

5 for t <+ 1 to n;y do

6 Amostre um item com pardmetros (a;, b;) e considere sua resposta
7 Calcule v; e ; por (4.139)

8 if t =1 then

9 ‘ Avalie ayy1pe € Byq1p por (4.146) // Estigio de predicio

10 end
11 else
12 ‘ Avalie ayy1ji41 € Bigipr por (4.149) e (4.150) // Estigio de atualizacio
13 end
14 Calcule )11 = F (nj,t+1|X;+1) por (4.151a)
15 Calcule D1 = Var (nj,t+1|X;+1) por (4.151b)
16 Obtenha 6,41 de (4.152)
17 end
18 V4= Ui
19 end

20 return 6;,,,
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Capitulo 5

Simulacoes e Resultados

No capitulo 4 foram apresentados trés estimadores para a avaliagdo da proficiéncia em estu-
dos do CAT, através de modelos dindmicos, a saber:

e 0: estimador para a Esperanca a Posteriori (EAP), avaliado segundo o modelo Filtro
de Kalman, discutido na Sec¢ao 4.5.6 e apresentado pela expressao (4.106).

e 0: estimador para a Moda a Posteriori (MAP), avaliado segundo o modelo Power
Steady, discutido na Segao 4.6.5 e apresentado pela expressao (4.155).

e 0: estimador para a Esperanca a Posteriori (EAP), avaliado segundo o modelo Power
Steady, discutido na Segao 4.6.5 e apresentado pela expressao (4.152).

Para o presente estudo, os dados apresentados neste capitulo consideram como para-
metros, informacgoes obtidas de acordo como o banco de itens fornecido pelo CEBRASPE,
referente a Prova de Proficiéncia em Inglés Instrumental I, da Universidade de Brasilia
(UnB), que desde o primeiro semestre de 2010 é aplicada por meio do CAT.

Assim, ao longo do capitulo, sao apresentadas simulagoes de CATs, considerando-se pro-
vas de tamanho fixo (n = 45), para diferentes cendrios, onde os estimadores acima descritos
sao avaliados. Em todas as simulacoes realizadas, para cada um dos estimadores acima re-
lacionados, foram considerados conjuntos de €’s verdadeiros pré-fixados, de maneira que o
estudo visa observar o comportamento dos estimadores em niveis de proficiéncia especificos,
testados no intervalo [—3, 3|, em geral com diferengas de 0.25 entre cada valor. Assim, quanto
menor o valor do 0 considerado como verdadeiro, menor se espera ser a proficiéncia estimado
de um determinado individuo, em Inglés Instrumental I.

5.1 Simulagées com o Modelo Power Steady

A seguir, apresenta-se o processo utilizado para construcao das simulagoes realizadas com
o modelo Power Steady (vide Segao 4.6.3). Importante lembrar que nas simulagoes tratou-
se inicialmente, do modelo Power Steady, em funcao deste ser um caso mais simples do
que o modelo Filtro de Kalman, uma vez que no modelo desconsidera-se o parametro de
acerto casual, e utiliza-se o modelo 2PL para calculo das probabilidades de acerto. Vale
ressaltar que no estudo em questao, as simulacoes realizadas consideram os parametros ja
calibrados segundo o modelo 3PL, com ajuste para uma ogiva normal. Portanto, consideram
a constante D = 1.702, no calculo da probabilidade de acerto, pela expressao (4.17), utilizada
para estimacao da proficiéncia 6.
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O processo de construcio dos estimadores 0 e é, que tratam, respectivamente, do método
Moda a Posteriori (MAP) e Esperanca a Posteriori (EAP), apresentou algumas restrigdes,
a saber:

a) Tanto para o método EAP, quanto para o método MAP, o processo de estimagao de
f coletou um ntimero minimo de 2 a 5 respostas iniciais, antes de gerar a primeira
estimacao.

b) Para as primeiras 2 a 5 respostas iniciais foram consideradas a estimagao do 6 pelo
método EAP do modelo 3PL de TRI tradicional, para se obter um ponto de partida
para os algoritmos propostos.

¢) Com o método MAP simulou-se dados a partir do terceiro cenério, em fungao dos testes
realizados quanto ao comportamento dos parametros do modelo dinamico utilizado,
em ambos os modelos considerados.

Por se tratar de simulagoes, e considerando o fato de que todos os estimadores estudados
sao provenientes de modelos dinamicos, a cada item aplicado, uma atualizacao dos parame-
tros a e 3 é realizada, sendo necessarias estimativas iniciais destes paradmetros. Para tanto,
as primeiras 2 a 5 respostas iniciais foram desconsideradas no computo do desvio-padrao do
estimador, até que se atinja um ponto de estabilizacao e melhoria do processo de estima-
¢ao. Assim, a construcao gradativa do processo de estimacao, levou em consideracao cinco
diferentes cenarios para os valores iniciais das 2 a 5 respostas utilizadas na atribuicao dos
parametros iniciais dos modelos dinamicos, a saber:

Cenario 1: oy e 3y definidos de acordo com a relacao de inter-dependéncia entre os pa-
rametros a e 3 definidos pelo modelo dindmico, avaliados para cada uma das
respostas iniciais, utilizadas para estimar a proficiéncia pelo método EAP do
modelo 3PL de TRI tradicional.

Cenario 2: g e 3y definidos respectivamente de acordo com a média dos pardmetros a e b
dos itens.

Cenario 3: ap0s a execugao e observacao dos resultados dos cenarios anteriores, utilizou-se
diferentes fatores de desconto (k). De acordo com as observagoes realizadas,
foram geradas simulacoes para casos onde o fator de desconto ag = By = 7.

Cenario 4: De acordo com as observagoes realizadas anteriormente, ag = Sy = 50.

Cenario 5: o e By definidos de acordo com resultados das estimativas de 0 e Var(é),
avaliadas inicialmente pelo método EAP/3PL de um CAT convencional, com
posterior atualizacao da relacao de inter-dependéncia entre os parametros « e
[ definidos pelo modelo dindmico, utilizado para estimar a proficiéncia segundo
o modelo Power Steady descrito no capitulo anterior.

O processo de simulagio dos estimadores § (EAP) e 6 (MAP) s6 passaram a ser simul-
taneos apos os estudos realizados com os hiperparametros a e 5, utilizados nos modelos em
questdo, nas “equacoes de transi¢io”. Os Cenarios 1 e 2 podem ser considerados como esta-
gios de ajuste do modelo, uma vez que, durante as simulagoes realizadas, muitas alteragoes e
correcoes foram realizadas até que se obtivesse resultados razoavelmente satisfatérios sobre
os valores iniciais a serem considerados.
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5.1.1 Avaliando o CAT tradicional

No intuito de avaliar os estimadores propostos pelos modelos de Filtro de Kalman e Power
Steady, simulagoes de um CAT tradicional, considerando um conjunto de 0’s fixos {—1, —0.75,
—0.5,—-0.25,0,0.25,0.5,0.75, 1}, foram considerados. As execugoes evidenciaram resultados
conhecidos da literatura (Bock e Mislevy, 1982; Costa, 2009).

A Figura (5.1) apresenta os boxplots comparativos das distribui¢bes dos desvios-padrao
obtidos na estimagao, via CAT, dos 6’s relativos a “respondentes” (simulados) com profi-
ciéncias fixadas no conjunto das nove possibilidades elencadas acima. Como se observa, o
perfil médio (em vermelho) aproxima-se do valor 0.2 ao longo das questoes, com lenta esta-
bilizacdo em torno da 15% questao. Este é um comportamento esperado dos desvios-padrao
no CAT convencional (Bock e Mislevy, 1982; Costa, 2009). A Figura (5.2) traz as trajetorias
das estimativas dos 0’s de trés individuos ao longo das questoes. Também, apresentam-se as
trajetérias individuais dos desvios-padrao (ao lado). Na Figura (5.3) apresenta-se a traje-
toria dos 6’s estimados de cada um dos individuos com uma das nove proficiéncias fixadas.
Observa-se convergéncia e intervalos de confianca cada vez mais precisos ao longo das ques-
toes.

Boxplots comparativos dos s.d.'s via EAP ao longo das questoes - Modelo: 3PL
(K=081-0=1.702 - Cenarna =2 - MSE P5= 00172 - AMSE PS5 =0.1312 - MSE_P5(") = 0.0725 - RMSE_P5(") = 0.2683)

1.0

0.8

s.d.'s EAP
0.6

04

0.2

0.0

|
9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45
Questao

I
1 3 5 7

Figura 5.1: CAT EAP/3PL: Trajetoria dos sd(6)
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5.1.2 Avaliando o comportamento de «o; e 5; do modelo Power
Steady

Como mencionado na Secao 4.5.6, os pardmetros oy e [, sdo parte integrante das equagoes
de transicao apresentadas em (4.94), e expressas por

I

{Oét+1 =gy + 1 — x4y
Bir1 = OB + Tiya

sendo, portanto, parte integrante do estiagio de atualizagao da probabilidade de acerto, mo-
delada utilizando-se o modelo 2PL.

Na simulacao de um CAT, via modelo Power Steady, os parametros oy e [; fazem parte
do nicleo do processo recursivo, impactando, diretamente, nos resultados obtidos das pro-
ficiéncias estimadas a cada nova questao ofertada a um respondente em um procedimento
CAT. Assim, o que se espera obter desta relacdo dos a’s e 3’s é uma suavizacao das traje-

torias das estimativas da proficiéncia ao longo das questoes, tornando assim, os estimadores
0 (EAP) e 6 (MAP) boas alternativas ao CAT tradicional com EAP /3PL.

5.1.3 Cenarios 1 e 2

Sao tratados nesta secao, os Cenarios 1 e 2, descritos no inicio da Secao 5.1. Em funcao
da dindmica de dependéncia do modelo Power Steady em relagdo as equagoes de transicao,
em que a cada questao atribuida a um respondente, uma resposta é avaliada, possibilitando
assim, a estimagao atualizada da proficiéncia do respondente, dado os parametros da ques-
tao respondida e a proficiéncia avaliada no estagio anterior. Duas escolhas distintas foram
utilizadas como valores iniciais para a; e 3, a fim de dar inicio ao processo de atualizagao
das estimativas. Em ambas, considerou-se a proficiéncia inicial proxima ao valor da suposta
proficiéncia média dos individuos, isto é, 8 = 0, para selecionar a primeira e a segunda
questoes, de forma que o banco de itens foi filtrado da seguinte forma:

O<a<l1

set=1 ) (5.1)
-15<b<05
O<a<l1

set =2 . (5.2)
0<b< 15

Assim, nas primeiras simulagdes concentraram-se esforcos em avaliar o comportamento
destes pardmetros (o, 3;), estabelecendo uma relacao entre a variabilidade observada a cada
nova questao escolhida pela simulacao do CAT, com a respectiva proficiéncia estimada,
considerando 0 € [—1, 1].

Para o Cenario 1, ag e 3y foram calculados, respectivamente, segundo a relacao entre os
parametros do modelo 3PL e os hiperparametros da distribuicao a priori Beta Fxponenciada,
expressos em (4.134) e (4.135), por

. 1 + exp(Dayb;)
b (Day)? ’
1 + exp(—Da;b;)
N (Day)? '

(5.3)
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Para o Cenario 2, ag e By tomaram, respectivamente, a média dos pardmetros a e b do
banco de itens filtrado onde os registros tivessem —0.5 < b < 0.5. Para os dados de Inglés
Instrumental do CEBRASPE, obteve-se as estimativas apresentadas no Quadro (5.2), de
sorte que fixou-se oy = 0.7361 e 5y = —0.0419, de acordo com a expressao (5.3).

Quadro 5.1: Estatisticas descritivas dos pardmetros do banco de itens, sem filtros.

1 a b c
2N. .. 383 383 383
3Minimo.........: 0.4304 —3.7601 0.0357
4 lo. Quartil....: 0.6756 —1.1085 0.1134
5 Mediana ........: 0.9369 —0.4753 0.1392
6 Média .......... : 0.9468 —0.4381 0.1383
7 30. Quartil....: 1.1120 0.2280 0.1653
8 Maximo .........: 2.8560 2.3313 0.3599
9 Variancia......: 0.1239 1.0297 0.0024
10 Desvio Padrao..: 0.3520 1.0147 0.0493
11 Erro Padrao....: 0.0180 0.0519 0.0025

Quadro 5.2: Estatisticas descritivas dos parametros do banco de itens filtrado.

1 a b c
2N. . 78 78 78
3Minimo.........: 0.4613 —0.4927 0.0452
4 lo. Quartil....: 0.5837 —0.2971 0.1172
5 Mediana ........: 0.7377 —0.0508 0.1440
6 Média ..........: 0.7361 —0.0419 0.1434
7 30. Quartil....: 0.9094 0.2182 0.1721
8 Maximo ......... : 0.9963 0.4911 0.2622
9 Variancia ......: 0.0308 0.0857 0.0026
10 Desvio Padrao..: 0.1754 0.2927 0.0511
11 Erro Padrao....: 0.0199 0.0331 0.0058

Como descrito na Se¢ao 4.6.3, o modelo Power Steady tem forte relacao com os fatores
de desconto, representados em (4.94) pelo parametro ¢ nas equagoes de transi¢io e pelo
parametro k nos resultados das simulagoes apresentadas a seguir. Tal como postulado por
Smith (1979), quanto maior o valor de k, maior o grau de suavizagao do processo.

As trajetorias de 6, sob os Cenérios 1 e 2, sdo simuladas. Os resultados para k € (0.8,0.99],
quanto ao comportamento dos parametros dindmicos a; e (;, para algumas escolhas nesse
intervalo, sdo mostrados nas Figuras (5.4) e (5.5).

Ao analisar os comportamentos apresentados, algumas observagoes podem ser feitas:

e Em funcdo de sua natureza dinamica, os valores de o e 3 ndo foram afetados pela média
dos pardmetros a e b (vide expressao 5.3) dos itens, que foram utilizados no Cendrio
2 para iniciar o processo de atualizacao. Assim, pouca ou quase nehuma diferenca se
observa entre os Cenarios 1 e 2.

e As curvas descritas nas Figuras (5.4) e (5.5) parecem crescer indefinidamente com o
nimero de questoes.

e Observa-se que, quanto menor o valor do fator de desconto, k, menor é a amplitude
de valores observados de «a e .

e As curvas descritas por a; e [3; se cruzam sempre quando 6 ~ 0.

e Os perfis de a (cor vermelha) e os de [ (cor azul) apresentam menor tendéncia de
crescimento ao longo das questoes, para menores valores de k, de maneira que quanto
mais k£ se aproxima de 1, maior é a tendéncia de crescimento dos valores de o e £3.
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e Independente do valor de k, h4 uma notoria inversao da ascensao das curvas de a e [3,
quando |#| & 1, criando assim, um afastamento das mesas, de modo que, na maioria
dos casos,

a>f quando 0=~ —1
a<f quando #=~1

No intuito de avaliar a precisao das estimativas de 6, utilizou-se o critério RMSE (Root
of the Mean Squared Error) para comparar o desempenho dos estimadores sob o método
Power Steady (PS) nos Cendrios 1 e 2. O RMSE é definido por

1 Nitens N
RMSE = N. Z (6p5 — ep,j)Qa (5.4)
itens j=1

em que p denota o indice de 6 € {—1,—0.75,—0.5, —0.25,0,0.25,0.5,0.75, 1}, de modo que
p=1 (0=-1)
p=2 (0=—-0.75)

p=8 (§=0.75)
p=9 (0=1)

Tabela 5.1: Power Steady - Comparagoes por RMSE (Cendrios 1 e 2)

Modelo/RMSE
Execucio k EAP/3PL PS (Cenéario 1) PS (Cenério 2)

1 0.81 0.1388 0.7966 0.7966
2 0.82 0.1277 0.7845 0.7845
3 0.83 0.2338 0.7725 0.7726
4 0.84 0.1906 07608 0.7608
5 0.85 0.2224 07492 0.7492
6 0.86 0.1820 0.7377 0.7378
7 0.87 0.1536 0.7263 0.7265
8 0.88 0.2200 0.7151 0.7152
9 0.89 0.2220 0.7039 0.7041
10 0.90 0.1505 0.6928 0.6931
11 0.91 0.1508 0.6819 0.6823
12 0.92 0.2012 0.6712 0.6717
13 0.93 0.1539 0.6607 0.6615
14 0.94 0.1749 0.6507 0.6516
15 0.95 0.1463 0.6411 0.6423
16 0.96 0.2057 0.6322 0.6337
17 0.97 0.2047 0.6240 0.6259
18 0.98 0.1469 0.6168 0.6191
19 0.99 0.1358 0.6106 0.6134

A Tabela (5.1) apresenta os RMSE’s obtidos utilizando o CAT tradicional (EAP/3PL),
e o modelo Power Steady (PS), executado sob os Cendrios 1 e 2 e niveis crescentes de fator
de desconto. As informacoes apresentadas em destaque evidenciam as execugdes onde a
efetividade dos Cenérios 1 e 2 foram praticamente a mesma. Em todos os demais, apesar
de se observar uma melhora quanto maior o valor de k, os resultados mostraram que o
modelo Power Steady (PS), para ambos os cendrios, possui desempenho inferior ao método
tradicional EAP/3PL, tal como demonstram os altos valores de RMSE, apresentados pelo
modelo CAT Power Steady em comparacao ao CAT tradicional.
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Em resumo, o que se conclui sobre v e 8 sob os Cenarios 1 e 2 é que:

e Para |f| ~ 1 os parAmetros « e § tendem a se distanciar ao longo das execugdes, de forma
que, para 0~ —1, a > feparaf =1, > a.

e Para 0 =~ 0, as curvas dos parametros « e [ se cruzam.

e Para fatores de desconto pequenos (= 0.8), a e § sdo pequenos, com valores maximos em
torno de 7, apresentando curvas nao crescentes, porém mais ciclantes.

e Para fatores de desconto grandes (= 0.99), a e  s@o grandes, com valores maximos de
50, apresentando curvas paralelas e suaves. No entanto, como demostram as Figuras (5.6)
a (5.8), as trajetorias dos valores estimados de 6 continuam ciclantes.

e O RMSE do modelo Power Steady foi sistematicamente superior ao do modelo EAP
tradicional.

Complementando as observacoes realizadas sobre o comportamento dos pardmetros «
e 3, a trajetoria do estimador da proficiéncia 0 (EAP), para o mesmo conjunto de indi-
viduos, considerando 0 € {—1,—-0.75,—0.5,—0.25,0,0.25,0.5,0.75, 1} e valores de fator de
desconto k € {0.81,0.90,0.99}, sdo apresentados nas Figuras (5.6) a (5.8), sendo apenas
para o Cendrio 1, uma vez que, conforme verificado anteriormente, nao parece haver dife-
renga significativa entre os Cenarios 1 e 2.

Neste ponto, a principal conclusao é que o perfil da trajetoria de estimativas de 0 apre-
senta comportamento ciclico, variando em torno do valor verdadeiro de 6, independente do
valor do fator de desconto k. Dessa maneira, alguma estratégia precisava ser investigada
para se tentar reduzir o efeito de tal comportamento. Assim, sdo propostos os Cenarios 3 e
4, para os quais valores de g e [y sao testados utilizando-se os conhecimentos adquiridos
com as simulagoes realizadas nos Cenéarios 1 e 2.

5.1.4 Cenarios 3 e 4

A experiéncia com os Cendrios 1 e 2 evidenciou a necessidade de se fazer mais testes para
definir os parametros oy e 5y, de modo a estabilizar o crescimento dos pardmetros dindmicos
a e (3, principalmente ao se tentar utilizar fatores de desconto altos (k > 0.9), acentuando o
comportamento ciclante do estimador 0.

Os Cenarios 3 e 4 surgiram da necessidade de se tentar corrigir os problemas apontados
nos Cenéarios 1 e 2, onde os valores «; e [(3; apresentaram comportamento crescente, im-
pactando, assim, as estimativas dos 6’s. Neste contexto, o Cenario 3 tratou as simulagoes
para k < 0.85 e considerou como estimativa inicial para os parametros do modelo dina-
mico, ag = [y = 7. No Cendrio 4 tratou-se de simulagoes para o caso de £ > 0.85, onde
foram considerados ag = By = 50. As Figuras (5.9) e (5.10) apresentam, respectivamente, os
resultados do comportamento do « e do 3 para estas simulagoes.

A fixagdo, em 7 ou 50, nos valores oy e [y parece estabilizar o efeito crescente destes para-
metros ao longo da execugao do modelo, padrao este observado, nitidamente, na Figura (5.9),
tendo impacto direto nos valores das proficiéncias estimadas. A comparacao dos resultados
das Tabelas (5.2) e (5.1) mostra que os valores do RMSE para o Cenario 3 sao menores do
que os avaliados pelos Cendrios 1 e 2, mas ainda superiores ao modelo tradicional.
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Figura 5.10: Cenério 4: Power Steady - Comportamento dos parametros « e 3, quando g = oy = 50,k € {0.95,0.99}.
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Tabela 5.2: Power Steady - Comparagoes por RMSE (Cendrios 3 e /)
Modelo/RMSE
Execucio k EAP/3PL PS (Cenério 3) PS (Cenério 4)
1 0.81 0.1873 0.5140 -
2 0.85 0.3094 0.5246 -
3 0.90 0.1816 - 0.4390
4 0.95 0.1433 - 0.4225
5 0.99 0.1401 - 0.4194
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Figura 5.11: Cenario 4: Power Steady - Comportamento dos parametros o e 3, quando oy =
Bo =50,k =0.90

Para melhor compreender o impacto dos Cenarios 3 e 4 no comportamento das profi-
ciéncias estimadas, foram observadas as trajetorias das proficiéncias estimadas de alguns
individuos, juntamente com a respectiva trajetoria dos desvios-padrao das estimativas de
proficiéncia. As Figuras (5.12) e (5.13) revelam, no entanto, que ao fixar ag e 3, em 7 ou 50,
nao ha alteragao no comportamento do estimador é, que continua ciclante, apresentando,
agora, ciclos mais longos e, desvios-padrao distantes do comportamento ideal apresentado
pela Figura (5.1).

Para o Cendrio 4 (ag = fp = 50) houve uma tendéncia de decrescimento nas curvas de
a e [ para valores de k < 0.95. Os resultados da Figura (5.10) mostram que, para valores
de k£ > 0.95, o comportamento crescente reaparece. O fato curioso é que tal inversao parece
indicar uma suave melhora no efeito dos parametros « e 3 sobre as proficiéncias estimadas,
como pode ser observado nas ultimas 3 linhas da Tabela (5.2), onde & medida que k cresce,
os valores dos RMSE obtidos vao ficando gradativamente menores, embora ainda muito
maiores do que os apresentados pelo modelo 3AP/3PL.

Apesar das mudancgas propostas nos parametros dindmicos nos Cenéarios 3 e 4, ainda nao
surtirem efeito para atenuar o comportamento ciclante do estimador é, um efeito sistema-
tico é observado quanto a variabilidade do mesmo, de maneira que, quanto maior o valor
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de k, menor sao os desvios-padrao observados ao longo da trajetéria das estimativas de 6
mascarando, assim, a precisao na estimacao de tal parametro.

As Figuras (5.17) e (5.18) apresentam as trajetérias dos desvios-padrao das estimativas
ao longo das questoes. Observa-se que, apesar das mesmas encontrarem-se abaixo do limite
0.2, variam muito pouco e com tendéncia de crescimento ao longo do CAT, sendo um padrao
totalmente indesejavel para um estimador no contexto.

Em fun¢do do modelo Power Steady depender dos valores inciais de seus parametros,
a sugestao alternativa, nesta dissertacao, é calcular ag e 5y ajustados de acordo com uma
estimativa inicial de 6, proveniente do método EAP/3PL do CAT convencional, até 3 ou
5 iteragoes, tal como explicado na Se¢ao 5.1.6, deixando, a partir de entao, o processo de
atualizagdo seguir normalmente, como proposto a seguir, pelo modelo Power Steady.

Boxplots comparativos dos s.d.'s via EAP ao longo das questées — Modelo: POWER STEADY
(K=085— D=1 70F — Canang =3 — MSF_PS=01778 — RMSFE_PS =0 4157 — MSF_PS(") = 02757 — BRMSF_PS(") = 0 5746)

0.8

sd.'s EAP
04 06

02

0.0
|

Figura 5.17: Cenario 3: Power Steady - Trajetoria das estimativas de desvio-padrdo de é, quando
k=0.85
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Boxplots comparativos dos s.d."s via EAP ao longo das questdes — Modelo: POWER STEADY
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Figura 5.18: Cenario 4: Power Steady - Trajetoria das estimativas de desvio-padrdo de é, quando
k=10.99

5.1.5 Cenario 5

Os resultados das simulagoes com os cendrios anteriores mostraram que a questao crucial
para a obtencao de estimativas plausiveis do modelo Power Steady é altamente dependente
da forma com que se escolhem os parametros ag e 3y, de modo que, a sugestao discutida na
secao anterior, é materializada no Cenario 5, onde é aplicado um método sisteméatico para
obtencao de valores iniciais para os parametros iniciais do modelo dinamico.

5.1.6 Obtengao de valores iniciais de a;; e 5y

Uma questao crucial, é definir valores iniciais de oy, e By, discutidos a seguir.

Considerando os desenvolvimentos da Se¢ao 4.6.2, tém-se que

fit = E(nje) ~ log (Z;) ’ (5.5)
1 1
;e = Var(n;) = let + OTW, (5.6)
De (5.5) e (5.6),
ay = By eXp(_fjt)a (5.7)
Bye = 1+ explfn) e;(f(fjt)- (5.8)

Em (5.5) e (5.6), tomando-se as seguintes aproximagoes:
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ﬁjt ~ E(n]t)v
Var(f;) =~ Var(n;),

e recordando que nj; = Da,(0;; — b;), entao tem-se

ﬁjt = Dat( it — bt) ~ (th)a (5-9)
Var(f:) = (Dat) Var(0;) = Var(n;). (5.10)
Dessa forma,
Oy = 5t|t exp(—Dat(é- - bt))a (5-11)
1 +exp(Da 0., —b
Bye = p(Dae(Be — t)) (5.12)

(Day)? Var(@ ¢)

Nas expressoes (5.11) e (5.12) a idéia é, com base em alguma estimativa de 6;;, calcular
valores iniciais bem ajustados (“tuned”) para oy, e Sy, uma vez que o método Power Steady
é bastante dependente dos valores iniciais desses referidos parametros.

Nossa sugestao, nesta dissertacao, ¢ utilizar uma estimativa inicial de 6;; proporcionada
pelo método EAP do CAT convencional nas primeiras 3 a 5 iteragoes (estimativas proviso-
rias) do CAT. Dessa forma, éjt e Var(éjt) sa0, entao, substituidos pelos respectivos valores
provisérios do CAT via método EAP convencional e, posteriormente, calcula-se oy, e By A
partir desse ponto, utilizam-se as equagoes de atualizagao, apresentadas em (4.149) e (4.150),
e expressas por

{at+1t+1 =g+ 1 — 200,

Bisijt+1 = Bt + Tjiq1-

Ou seja,

{at+1|t+1 = k(()éﬂt — l’jt + ].) + (1 — .',Uj7t+1),
Britje1 = k(Bye + Tj¢) + 25041

Para o Cenério 5, foram consideradas simulagoes onde 6 € [—3, 3], com saltos (Gaps) de
0.25 entre cada valor. Para avaliar o comportamento dos parametros iniciais de « e 3, sdao
apresentadas nas Tabelas (5.3) a (5.6), estatisticas descritivas de oy e (;, avaliados segundo
o método EAP, sendo considerados casos para § = 0.85 e §# = 0.99. Nas Tabelas (5.3) a
(5.10) os parametros A e T serdo discutidos ao final desta se¢ao.
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Tabela 5.3: Estatisticas de caracterizacio para oy, quando k =0.85, A =1,7=1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método EAP - Cendrio 5)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00 7.91500 8.89000  1.26300  10.80500 5.7370 9.90600
-2.75  7.50550 8.53870  0.75990  11.11770 6.0640 9.59170
-2.50 6.75700 7.67800  1.02900  10.36800 4.3570 8.94800
-2.25 7.08700 7.45500  1.04200  10.94400 5.4390 8.78700
-2.00 7.05000 7.68100  1.32600  10.04900 6.0610 8.54000

2.00 2.63600 2.24530  0.54890  5.09300 1.6222 3.65610
2.25 2.06730 2.14080  0.41520  4.15810 1.3147 2.89000
2.50 1.88230 1.82990  0.28500  4.22760 0.9552 2.49840
2.75 1.32470 1.15810  0.18600  3.47810 0.6381 1.81560
3.00 0.94864 0.75859  0.07796  2.44527 0.3821 1.45321

Tabela 5.4: Estatisticas de caracterizacio para B, quando k = 0.85,A=1,7 =1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método EAP - Cendrio 5)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00 2.1235 2.0946 0.3568 4.4005 1.3358 2.8991
-2.75  2.5353 2.3681 0.7907 4.9990 1.6721 3.2777
-2.50  3.3102 3.1754 0.8032 6.4711 2.2803 4.1004
-2.25 29756 3.1050 0.5605 5.5234 1.7597 4.0566
-2.00 2.9877 2.9811 0.3707 5.7187 2.1409 4.2562

2.00 7.3610 7.9340 1.1040 11.3470 6.2110 9.6320
2.25  7.9096 8.4961 0.8859 11.4292 5.9903 9.9768
2.50 8.0821 8.6980 0.8626 11.4847 7.2437 10.1008
2.75  8.6590 10.3480 0.9570 12.0510 6.7550 11.3390
3.00 9.0127 10.1098 0.8689 12.2391 7.4298 11.7701
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Tabela 5.5: Estatisticas de caracterizacao para oy, quando k=099 A=1,7=1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método EAP - Cendrio 5)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00 27.7060 28.6120 1.2630 54.1750 11.7550 42.6760
-2.75  25.6452 25.5575 0.7599 53.5738 10.3458 40.7591
-2.50  25.3980 26.7330 1.0290 49.9290 8.6360 41.1080
-2.25  25.4000 28.5360 1.0420 51.4860 8.6100 36.9960
-2.00 22.3600 20.1600 1.3260 44.5710 10.9320 36.1550

2.00 7.0755 8.0182 0.5489 13.7648 2.5180 9.0284
225  6.2770 7.0740 0.6560 12.4170 4.4410 7.9010
250  6.0572 7.4802 0.6108 10.2872 2.5786 8.5615
2.75  6.0853 5.6651 0.6318 12.0148 4.3738 8.1877
3.00  3.0470 3.5281 0.6037 4.4012 2.5205 3.9406

Tabela 5.6: FEstatisticas de caracterizacio para B, quando k =099, A =1,7=1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método EAP - Cendrio 5)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00  6.0671 6.2855 0.5638 12.9330 3.4821 8.6591
-2.75  8.1370 9.1770 1.0730 14.2390 4.9510 11.5030
-2.50  8.4846 8.5033 0.9355 17.4410 6.6557 11.0063
-2.25  8.4665 6.7316 0.8857 16.2109 6.0270 13.6359
-2.00 11.4097 14.3067 0.5079 22.5340 4.3887 16.1688

2.00  26.5380 26.6860 1.1040 53.4900 12.6650 42.8750
2.25  27.2602 26.3344 0.8859 54.9923 10.4439 44.4059
2.50 27.4323 26.3219 0.8627 56.8997 12.3430 42.4345
2.75  27.4800 28.4240 0.9570 54.9270 10.5880 42.8840
3.00 30.4309 30.0739 0.8689 63.5836 12.3883 47.7540

De acordo com os resultados do método EAP apresentados pelas Tabelas (5.3) a (5.6),
observa-se uma tendéncia de crescimento do parametro (; a medida em que k cresce. Tal
comportamento, considerando-se k£ = 0.99, atingiu o valor maximo de 63.5836 para [,
quando 6 = 3 (vide Tabela 5.6). No pardmetro oy, observa-se uma tendéncia de decresci-
mento a medida em que k cresce, atingindo valor minimo de 0.6037, ao longo das questoes
respondidas quando § = 3 (vide Tabela 5.5).

Nas Tabelas (5.7) a (5.10) apresentam-se estatisticas de sumarizagao dos parametros o
e 3 sob o cenario 5 e método MAP. Verifica-se que a4 e 5; tém comportamento similar aos
obtidos com o método EAP (Tabelas 5.3 a 5.6). Além disso, similares aos Cendrios 1 e 2.
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Tabela 5.7: Estatisticas de caracterizacio para oy, quando k =0.85, A =1,7=1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP - Cendrio 5)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00  8.0730 8.7390 1.3060 11.1810 7.4400 9.7380
-2.75  8.1770 9.1210 1.3160 11.3000 6.5820 10.0750
-2.50  7.3100 7.7740 1.4510 11.0100 5.6500 8.8350
-2.25  7.1840 7.4900 1.3740 11.1590 5.6030 8.8340
-2.00 7.1766 8.1686 0.5718 10.5181 6.4923 9.1261

2.00 2.4952 2.4594 0.4217 5.8359 1.5833 3.0905
2.25 1.6504 1.5938 0.2988 3.5921 1.0001 2.2060
2.50 2.3113 2.2469 0.5137 4.3043 1.4366 3.0738
2.75  1.8650 1.8010 0.4650 4.3950 1.3000 2.3810
3.00 1.7125 1.7312 0.4783 3.4000 1.0900 2.2373

Tabela 5.8: Estatisticas de caracterizacio para B, quando k = 0.85,A=1,7 =1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP - Cendrio 5)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00  2.0911 2.0895 0.4191 4.4594 1.1113 2.7761
-2.75  1.9620 1.8990 0.5150 3.8260 1.1100 2.6660
-2.50  2.7697 2.9582 0.3037 5.4750 1.2681 4.0944
-2.25  2.9090 2.8270 0.4410 7.1780 1.4760 3.9710
-2.00  2.7750 2.7510 0.4990 5.6850 1.8310 3.8600

2.00  7.5000 8.0760 0.9610 10.9690 6.0140 9.4200
2.25 8.3234 9.3068 0.8746 11.1937 7.2491 10.1551
2.50  7.6660 8.6139 0.9597 11.5562 6.2080 10.2056
2.75  8.0967 9.5857 0.8494 11.3600 4.7928 10.4687
3.00 8.2773 9.2516 0.9588 11.5297 7.6429 10.3471
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Tabela 5.9: Estatisticas de caracterizaciao para oy, quando k=099 A=1,7=1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP - Cendrio 5)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00 26.5180 24.7540 1.3060 53.7610 13.5990 41.0110
-2.75  26.9670 26.6790 1.3160 51.5570 10.8060 44.3560
-2.50  24.4980 25.0240 1.4510 50.8110 12.9110 35.5080
-2.25  23.6830 26.9300 1.3740 45.0700 8.9190 35.6170
-2.00 22.6570 25.1890 0.6660 45.7310 11.3310 33.0210

2.00  7.9495 6.3221 0.6663 15.8219 4.5408 12.9396
2.25  5.9549 6.0544 0.6404 11.5809 2.4798 10.4735
250  7.4137 9.1600 0.5923 11.6927 4.4447 10.3164
275  7.0280 7.7062 0.6308 13.8477 6.0832 8.9418
3.00  4.9985 5.6997 0.6489 9.2868 24877 7.4551

Tabela 5.10: Estatisticas de caracterizacdo para B¢, quando k =0.99,A=1,7 =1,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP - Cendrio 5)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00  7.7360 9.6140 1.0460 14.1510 2.0360 10.7780
-2.75  7.1914 7.4677 0.9477 16.1799 4.6683 8.2573
-2.50  9.4336 9.6048 0.5589 17.9787 2.5278 16.4239
-2.25 10.2984 8.0653 0.6968 22.4284 6.2920 16.4225
-2.00  10.7835 8.9499 0.7742 21.7583 3.6085 18.3730

2.00  25.6600 28.4140 0.9610 51.7780 10.5140 38.7340
2.25 27.5707 28.0463 0.8747 56.8494 12.3542 40.2325
2.50 26.1253 24.6050 0.9597 55.5755 10.5321 40.9555
2.75 26.4515 26.4715 0.8494 53.3013 8.4493 42.6645
3.00 28.5881 28.1692 0.9588 58.4753 12.4915 44.0686

Analisando-se, agora, o comportamento da trajetéria do estimador 6 (MAP) ao longo do
CAT, apresentado pelas Figuras (5.19) a (5.21), onde considerou-se apenas o método MAP,
uma vez que houve grande similaridade entre os resultados obtidos pelos métodos MAP e
EAP, observou-se que o efeito ciclico dos estimadores 0 e § se manteve.

Como os resultados obtidos com o método MAP para os parametros «a; e §; do modelo
dindmico permaneciam indicando trajetérias ciclicas, para ambos os estimadores 0 e 0, ao
longo do CAT, duas estratégias foram testadas no intuito de se investigar a causa dos ciclos,
a saber:

1) Inclusao de duas constantes nas equagées de transigao, na tentativa de corrigir respecti-
vamente, o padrao ciclico das estimativas de 6 ao longo das questoes CAT e a variancia
do estimador, para a qual se observou comportamento constante ao longo da trajetoria
do CAT (ao invés de observar-se varidncias decrescentes ao longo do processo). Assim,
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em fungao da forte relagao observada entre os parametros a; e f; e os estimadores 6 e
0, as “equagoes de transi¢io” apresentadas em (4.150), expressas por

{Ozt+1 = ]{?(Oét — T + 1) + (]. - $t+1),
Biyr = k(B + x1) + 2441

foram acrescidas de dois parametros, A e 7, para tentar atenuar o comportamento
ciclico das trajetérias de estimativas de 6:

{O‘/:+1 = {Ak(af =2+ 1) + (1 — 240)]}"
B = {AE(B + x0) + 2441}

: i i I eBer
Considerou-se A, uma constante para suavisar as oscilagoes de o e 3; e T uma constante
para reduzir a variancia dos estimadores.

(5.13)

Adaptacao dos estimadores 6 e 0, baseado nos estudos realizados com o Filtro de
Kalman, desenvolvidos na Sec¢ao 4.5.6, onde o estimador 0 foi entdo apresentado em

(4.106), como solugdo para encontrar um estimador suavizado de 6, calculado progres-
sivamente, com as ultimas estimativas de 6 e definido por:

‘Q 2

%»

t
Z (5.14)
sendo apresentado na Secao 5.2 os estudos de simulacao realizados. Utilizando o mesmo
raciocinio, sao propostos, nesta dissertacao, duas suavizagoes, para cada um dos esti-
madores 6 (estimador para a Moda a Posteriori) e 0 (estimador para a FEsperanca a
Posteriori), a saber:

e Estimador suavizado de @ (PS_MAP__AVG): consiste em tomar a média das
estimativas correntes via Power Steady para a Moda a Posteriori (MAP) de 6,
até a t-ésima questdo, sendo expresso pela média atualizada dos 6 até o “tempo
atual”, isto é, caso o individuo tenha respondido a t-ésima questao, tem-se:

t .
Oj0 = 7 (5.15)

e Estimador suavizado de @ (PS_MAP__MEDIAN): consiste em tomar a mediana
das estimativas correntes via Power Steady para a Moda a Posteriori (MAP) de 0,
até a t-ésima questio, sendo expresso pela mediana atualizada dos 6 até o “tempo
atual”, isto é, caso o individuo tenha respondido a t-ésima questao, tem-se:

éjt = Mediana{0;y,...,0;}. (5.16)

e Estimador suavizado de 6 (PS_EAP__AVGQG): consiste em tomar a média das es-
timativas correntes via Power Steady para a Esperanca a Posteriori (EAP) de 6,
até a t-ésima questao, sendo expresso pela média atualizada dos 0 até o “tempo
atual”, isto é, caso o individuo tenha respondido a t-ésima questao, tem-se:

=y (517
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e Estimador suavizado de (PS_EAP_MEDIAN): consiste em tomar a mediana
das estimativas correntes via Power Steady para a Esperanca a Posteriori (EAP)
de 6, até a t-ésima questao, sendo expresso pela mediana atualizada dos 0 até
o “tempo atual”, isto é, caso o individuo tenha respondido a t-ésima questao,
tem-se: .

0, = Mediana{f,1, . ..,0,,}. (5.18)

Através de simulagoes, as trajetérias suavizadas de estimativas de proficiéncia estima-

das, sdo obtidas por § e 0, tal como definido nas expressdes (5.15) a (5.18), apresentadas

nas Figuras (5.22) e (5.23), sendo estas, exemplos dos principais resultados a serem
discutidos na secao a seguir.

5.1.7 Obtencao de valores iniciais de o] e [/

Para estudar o impacto das constantes A e 7 no modelo dindmico do Power Steady (vide
expressao (5.13)), foram simulados 8 cenarios de CATs, tomando-se § ~ N(0,1), de forma
aleatoria, ou fixando-se alguns valores, para os quais alguns resultados sao discutidos, em
que k € {0.5,0.65,0.75,0.8,0.85,0.9,0.95,0.99}, a saber:

e Cenario 5a: 0 (fixo) € [-3,3], A=1, 7=05
e Cenario 5b: 0 (aleatério) € [-3,3], A=1, 7=0.5

e Cenario 5c: 0 (fixo) € [-3,3], A=2, 7=05

Cenério 5d: ¢ (fixo) € [-3,3], A=2, 7=1

Cenario 5e: 0 (aleatério) € [-3,3], A=2, 7=05

e Cenario 5f: 0 (fixo) € [-3,3], A=3, 7=05

Cenério 5g: 0 (fixo) € [-3,3], A=3, 7=1

Cenario 5h: 6 (aleatério) € [-3,3], A=3, 7=05

Os melhores resultados obtidos com os oito cenarios, acima descrito, representados pelo
Cenério 5, tal como se observa na Tabela (5.11), sdo apresentados nas Figuras (5.26) e (5.27).
Os demais resultados, encontram-se no Apéndice C.
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Figura 5.23: Cenéario 5b: Power Steady - Trajetoria dos estimadores 0 e mp“ quando k = 0.99, A = 1,7 = 0.5, §(aleatdrio)
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Tabela 5.11: Power Steady - Comparacoes por RMSE, quando k = 0.99

Power Steady CAT Tradicional

Estimador 0~ N(0,1) Cenario RMSEgap RMSEyap RMSEgap,/spL
PS_EAP (6) | PS_MAP (6) | EAP_3PL 0.608637 0.956001 0.1358
PS_EAP_AVG (8) | PS_MAP_AVGC (8) Fixo 5(A=171=1) 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_. MAP_MEDIAN (§) 0.321442 0.387185

PS_EAP (6) | PS__MAP (6) | EAP_3PL 1.133575 1.438154 0.1358
PS_EAP_AVG (6) | PS_MAP_AVG (0) Fixo 5a (A=1,7=0.5) 0.750067 1.304804
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_ MAP_MEDIAN (§) 0.789450 1.318761

PS_EAP (6) | PS_MAP (6) | EAP_3PL 0.806453 0.834599 0.1358
PS_EAP_AVG (8) | PS_MAP_AVG () Aleatério  5b (A =1,7 = 0.5) 0.372060 0.678351
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_ MAP_MEDIAN (§) 0.370497 0.657118

PS_EAP (6) | PS_MAP (6) | EAP_3PL 1.729390 1.621681 0.1358
PS_EAP_AVG (9) | PS_MAP_AVG (8) Fixo 5¢c (A=2,7=0.5) 1.204145 1.354660
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_ MAP_MEDIAN (4) 1.218218 1.382375

PS_EAP (9) | PS_MAP () | EAP_3PL 1.342763 1.102676 0.1358
PS_EAP_AVG (8) | PS_MAP_AVG () Fixo 5d (A=2,7=1) 0.967549 0.980812
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_MAP_MEDIAN (§) 1.016493 0.978668

PS_EAP (9) | PS_MAP (9) | EAP_3PL 1.053790 0.790084 0.1358
PS_EAP_AVG (6) | PS_MAP_AVG (0) Aleatério  Be (A =2,7=0.5) 0.645747 0.623794
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_MAP_MEDIAN (4 ) 0.654511 0.620763

PS_EAP (6) | PS_MAP () | EAP_3PL 1.855128 2.026129 0.1358
PS_EAP_AVG (9) | PS_MAP_AVG (8) Fixo 5f (A=3,7=0.5) 1.312158 1.580721
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_MAP_MEDIAN (4) 1.330259 1.600668

PS_EAP (6) | PS_MAP (§) | EAP_3PL 1.188951 1.168527 0.1358
PS_EAP_AVG (6) | PS_MAP_AVG (0) Fixo 5¢ A=3,7=1) 1.052088 1.017658
PS_EAP_MEDIAN () | PS_ MAP_MEDIAN (§) 1.093236 1.018696

PS_EAP (6) | PS_MAP () | EAP_3PL 0.990353 1.157380 0.1358
PS_EAP_AVG (§) | PS_MAP_AVG (0) Aleatério  5h (A =3,7=0.5) 0.638180 0.769242
PS_EAP_MEDIAN (0) | PS_ MAP_ MEDIAN (§) 0.652242 0.781539

Pela Tabela (5.11), observa-se que, com excecao dos Cenérios 5e e 5g, em todos os demais
cenarios realizados, o valor do RMSE obtido com o método EAP é inferior ao obtido com o
método MAP, quer sejam considerados a; e f3; (Cendrios 5a a 5h), ou a; e ¢ (Cenédrio 5).
Destacam-se, entretanto, os Cenarios 5, 5b, be e bh, sendo estes, os resultados mais favoraveis
dentre os oito cenarios.

As corregoes realizadas com a inclusao das constantes A e 7, parecem nao ter solucio-

nado o comportamento ciclico dos estimadores PS_EAP () e PS_MAP (0), para quais-
quer dos cendrios estudados, tal como ocorre nos Cendrios 5 e 5b, como mostram as Fi-

guras (5.24) e (5.25). Quando avaliados em termos dos estimadores PS_MAP_AVG (0) e

PS_MAP_MEDIAN (0), para o Cenario 5, tal como apresentado nas Figuras (5.26) e (5.27),
produziram melhoras significativas nas estimativas de ¢, onde uma boa suavizacao da tra-
jetéria das estimativas de proficiéncia, além de aderéncia ao valor verdadeiro de 6, foram
observados a partir da sexta questao, evidenciando, assim, a superioridade dos estimadores

PS_MAP_AVG (0) e PS_MAP_MEDIAN (0), em relacdo ao estimador PS_MAP (). O

N

mesmo padrao ocorre com os estimadores PS_EAP__AVG (f) e PS_EAP_MEDIAN (@),

A

em relagao ao estimador PS_EAP (0). - .

Curioso, no caso dos estimadores PS_MAP__AVG (f) e PS_MAP_MEDIAN (6), é ob-
servar que seus desvios-padrao tenham sido expressivamente pequenos, fato este, que embora
corrigido, ao se utilizar a constante 7 = 0.5, faz com que os estimadores apresentem esti-
mativas majoritariamente subestimadas do valor de # verdadeiro, como mostram as Figuras
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(5.22) e (5.23) para o Cenario 5b, evidenciando, assim, a superioridade dos estimadores
utilizando o método MAP, para o Cenéario 5b.

Embora os ajustes dos Cenéarios 5b, 5e e 5h tenham apresentado bons resultados, todos
apresentaram valores de RMSE maiores que os do CAT tradicional. Comparando os resulta-
dos da Tabela (5.11) com as Figuras (5.28) a (5.33), onde utilizou-se os pares {(0, 9), (0.0),

(6.0), (6,0), (6.0), (6,0)} para verificar o quanto os estimadores f e 0, e suas respectivas ver-
soes dadas pelas expressoes (5.15) a (5.18), se ajustaram ao 6 verdadeiro, observou-se que,
embora o valor de RMSE obtido no Cenéario 5b tenha sido menor do que os respectivos va-
lores obtidos nos Cenarios He e bh, nenhum dos trés cenarios obteve melhor desempenho em
relacao ao Cenério 5, que apresentou a maior correlacao entre os valores de 6 e é(p = 0.942)
e entre os valores de 6 e 0 (p = 0.874), dentre todos os cenérios estudados.

Portanto, a preferéncia pelo Cenario 5 é sustentada pelas seguintes conclusoes:

e Melhor suavizagao da trajetéria das estimativas de proficiéncia (Figuras (5.26) e (5.27)).

Melhor aderéncia ao valor verdadeiro de 0 (Figuras (5.26) e (5.27)).
e Baixo valor de RMSE em relacdo os demais cendrios (Tabela (5.11)).

Alta correlacao entre:

0 0cl, R =0982 (Figura (5.33))
o 0el, R3 0 =0972 (Figura (5.32)).
0 60ef, R0 =0.986, (Figura (5.31)).
0 0ch, R =0979, (Figura (5.30))

Entre os oito cenarios simulados, além do destaque para os Cenarios 5b, 5e e 5h, discutidos
acima, observou-se, entre os cenarios restantes, que o desempenho dos Cenarios 5c e 5f foram
os piores entre todos os demais. Na Tabela (5.11), apresentam os RMSE mais altos de todas
as simulagoes utilizando-se as expressoes (5.15) a (5.18). Entre as Figuras (5.28) a (5.33)
sempre observa-se pontos muito distantes da reta do ajuste, implicando em estimativas de
proficiéncia dispares de seus valores verdadeiros

De maneira geral, o modelo Power Steady apresenta estimativas de proficiéncia ciclicas,
tal como apresentado pelas Figuras (5.8), (5.16), (5.21), (5.24) e (5.25) devido a forte de-
pendéncia de seus pardmetros a e 3, apresentado nas figuras (5.5), (5.10), (5.11), e também
pelas tabelas (5.5), (5.6), (5.9) e (5.10), onde, claramente, observa-se que estes parametros
tendem a assumir valores altos, a depender das escolhas iniciais dos mesmos.

As tentativas de corrigir tais comportamentos, discutidas nesta dissertacao, evidencia-
ram casos com ajustes razoaveis para alguns dos cendarios simulados, apresentados nas figuras
(5.22), (5.23) e (5.32) e Tabela (5.11). Apesar destes resultados, alguns cenarios apresen-
taram situagbes que necessitam maiores investigagoes (vide figuras (5.26) e (5.27)) pois,
apesar da boa aderéncia ao valor verdadeiro de 6 pelas estimativas de 6 obtidas com o uso
das expressoes (5.15) a (5.18), para o Cendrio 5, com boa estabilizacao das trajetorias, as
amplitudes dos intervalos de confianca mostram-se pouco variaveis, quando o ideal é que
esses intervalos contivessem 6 e fossem sucessivamente mais estreitos. Assim, os ajustes rea-
lizados utilizando-se os pardmetros o* e 5%, definidos pela expressao (5.13), juntamente com
as médias e medianas dos estimadores 0 e 6, suavizados tal como indicado pelas expressoes
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Figura 5.25: Cendrio 5b: Power Steady - Trajetoria dos estimadores 0 e 0, quando k =0.99,A = 1,7 = 0.5, 0(aleatorio)
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Figura 5.27: Cendrio 5: Power Steady - Trajetoria dos estimadores m e mp“ quando k = 0.99, A = 1,7 = 1, 0(fizo)
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Figura 5.33: Power Steady - Método MAP: Comparacio entre 6 vs mv
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) @ o o5 |
0 —

B el a9 airr el

| MedianaiBe.; o) = 0.0905 + 01526 B3,y

|||d|amaom : w : .0|¢|||l._|d|||

quando k = 0.99
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(5.15) a (5.18), permitiram encontrar no Cendrio 5, um equilibrio para adequacao dos da-
dos ao modelo Power Steady, culminando nos resultados apresentados pelas Figuras (5.26),
(5.27) e (5.30).

Portanto, conclui-se que as tentativas de suavizar a trajetoria das estimativas de pro-
ficiéncia, utilizando-se o modelo Power Steady, ainda que nem sempre satisfatérias para a
estimacao das proficiéncias da Prova de Inglés Instrumetal I, sejam véalidas enquanto metodo-
logia a ser mais amplamente pesquisada. Talvez, até mesmo em outras provas de proficiéncia
da lingua Inglesa que possuam um maior niimero de itens disponiveis, onde a distribuigcao
dos parametros dos itens, em particular a do parametro b, apresente maior variabilidade,
permitindo, assim, que o modelo escolha itens mais aderentes a proficiéncia dos individuos
submetidos ao CAT. De maneira que, o impacto da escolha inicial dos parametros «a e 3,
dada a relacao direta dos mesmos com os parametros dos itens, permita um estudo mais
aprofundado e preciso da aplicagdo do modelo e do alcance de sua acuracia.
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5.2 Simulacoes com o Modelo Filtro de Kalman

Nesta secao sao tratadas as simulagoes geradas para o modelo Filtro de Kalman, cuja cons-
trucao metodologica, apresentada na Secao 4.5.6, é utilizada como um caso mais geral dos
modelos dinamicos tratados nesta dissertacao, uma vez que o modelo Power Steady, para os
quais foram discutidos os resultados na Se¢ao 5.1, nao incorpora no modelo, o parametro ¢,
de acerto casual.

No modelo Filtro de Kalman considera-se, com base nas expressoes (4.87) e (4.88), que
o processo Bernoulli {X;}, no contexto do CAT, é estacionario, de maneira que tem-se

1

B(ayge +1 = 2p1, Begap + Tep)

fea| X)) =

T
1+ Cte_”t“ o
X

1 + CtQ41]t
Bet)t

e~ (@1t l=2es1)ne41

[1 + e—m+1]at+1\t+3t+1\t+1 ) (519)
P(nia| Xe) = P(n:] Xo), (5.20)
sendo as equagoes de transigao, apresentadas em (4.101), dadas por
Qi1 =0y +1—x
{ t+1 = OOy b (5.21)
Brv1 = OB + Tia

onde ¢ € (0,1) funciona como um fator de desconto, sendo pardmetro implicito da funcao
de log-verossimilhnaga, apresentada em (4.99), e expressa por

l(¢) = nz_; In[P(X41]Xy)).

Embora a escolha de ¢ seja feita através de um processo de maximizacgao, nesta disserta-

¢ao, as simulagoes executadas calculam a proficiéncia 0 utilizando o Algoritmo (1), da Segao
4.5.6, onde sao considerados valores fixos de ¢ para manter a comparabilidade com os resul-
tados do modelo Power Steady. Também sao considerados os mesmos cenarios apresentados
na Secao 5.1.7.

As simulagoes realizadas para o modelo Filtro de Kalman diferenciam-se das simulagoes
do modelo Power Steady, além dos aspectos metodoldgicos, principalmente no uso do modelo
3PL e das equagoes de atualizacdo (vide expressoes (4.101) e (4.150)), para calculo das
probabilidades de acerto, com ajuste para uma ogiva normal (D = 1.702), mantendo a
comunalidade quanto ao uso dos parametros ja calibrados provenientes do banco de itens da
Prova de Inglés Instrumental I.

5.2.1 Avaliando o comportamento de «;

Os resultados das simulagoes com o modelo Power Steady evidenciaram o alto impacto
dos valores de a; e (3; na estimagcao da proficiéncia. Portanto, considerando os conhecimentos
adquiridos com o modelo Power Steady, as simulagoes executadas levaram em consideragao
0s seguintes aspectos:

e Utilizou-se 5 estimativas iniciais de 6}, ao invés de 3.
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e Para a obtencao das estimativas iniciais de 8}; utilizou-se a funcao “fscores” do pacote
“mirtCAT”.

e Considerou-se as modifica¢oes nas “equagées de atualiza¢io” descritas em (4.101), e
expressas por

{04211 = Mooy +1 =z (5.22)

B = AMPB: + x41)]" ’

a fim de se manter a comparabilidade com as simulagoes realizadas com o modelo
Power Steady.

Como dito anteriormente, para o modelo Filtro de Kalman nao foram estudados, nesta
dissertacao, métodos de otimizacao. Porém, foram realizadas simula¢ées para o conjunto
de ¢ € {0.65,0.70,0.75,0.80,0.85,0.90,0.99}, no intuito de observar o comportamento do
modelo para diferentes fatores de desconto, sendo resultados apresentados, preferencialmente
para ¢ = 0.99, em razao da comparabilidade com os dados apresentados para o modelo Power
Steady.

As simulagoes utilizando o Cenéario 5 (A = 1,7 = 1), mostraram que o modelo Filtro de
Kalman apresenta comportamento sistematico em relagdo aos parametros of e ;. Apesar
da diferenca entre os padroes observados nos valores das estimativas de o} e 3}, tal como
apresentadas, respectivamente, pelas tabelas (5.12) e (5.13), para ¢ = 0.99, e pelas tabelas
(5.14) e (5.15), para ¢ = 0.65, o comportamento das estimativas de proficiéncia tendem
a ser muito semelhantes, de acordo com o valor do # verdadeiro. As figuras (5.34), (5.35),
(5.37) e (5.38) apresentam resultados que evidenciam tal caracteristica, revelando, ainda,
que o modelo Filtro de Kalman tende a superestimacao das proficiéncias quando 6 < 0, e
a subestimagao das mesmas quando ¢ > 0. Em ambos os casos, houve uma suavizacao da
trajetéria das estimativas de proficiéncia, sendo observados intervalos de confianga maiores
do que, em geral, foram apresentados pelo modelo Power Steady, ao longo da trajetéria do
CAT. O vicio sistematico das estimativas de proficiéncia é observado para todos os valores

de ¢ do grid estudado.

Tabela 5.12: Estatisticas de caracterizagdo para o, quando ¢ =0.99, A=1, 7 =1,
com 5 estimativas provisorias de 0j; (Filtro de Kalman - Cendrio 5)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00 11.8070 12.3580 1.4640 23.4430 6.2270 17.6820
-2.75  11.8960 12.2840 1.4420 23.3800 6.1440 17.7890
-2.50 11.2920 11.5570 1.4730 21.6670 5.3310 15.9520
-2.25 10.8630 9.7340 1.4810 22.5400 4.3120 17.0960
-2.00 11.0800 11.2740 1.4810 21.7720 4.3250 16.9520
2.00  5.9330 5.9610 2.9440 9.6130 4.8750 6.7840
2.25  4.4320 3.3090 2.3660 8.9040 2.6170 5.8350
2.50  4.9600 4.0780 2.5180 11.8100 2.8120 6.6160
2.75  4.2850 4.0760 2.7120 6.4790 3.3320 5.0360

3.00  2.6070 2.5590 2.1570 3.1360 2.4100 2.8080
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Individuo 22 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.250,9=0.990,A=1,t=1, D =1.702, acertos = 35)
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Individuo 23 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.500,®=0.990,A=1,t=1, D =1.702, acertos = 32)

Al

10 20 30 40

Questao

Individuo 24 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.750, =0.990, A =1, 1t =1, D =1.702, acertos = 40)
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Figura 5.34: Cendrio 5: Filtro de Kalman - Trajetoria do
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 22
(6=2.250,9=0.990,A=1,Tt=1, D=1.702, acertos = 35)
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Questao

Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 23
(6=2.500,9=0.990,A=1,t=1, D=1.702, acertos = 32)
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 24
(6=2.750,®=0.990,A =1, Tt =1, D=1.702, acertos = 40)

Questao

estimador %»v quando ¢ =099, A =1,7=1,0 >0
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Tabela 5.13: Estatisticas de caracterizagao para ), quando ¢ =0.99, A =1, 7 =1,
com 5 estimativas provisorias de 0;; (Filtro de Kalman - Cendrio 5)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00 6.704 6.681 1.439 11.847 3.319 9.880
-2.75 6.579 6.662 1.417 11.762 3.332 9.623
-2.50 7.235 7.478 1.448 13.949 4.053 11.842
-2.25 7.677 9.190 1.456 13.207 2.233 10.288
-2.00 7.460 7.624 1.456 13.440 5.055 10.536
2.00 15.282 15.466 3.074 27.875 7.612 22.888
2.25 16.032 17.809 2.627 27.795 9.242 23.359
2,50 15.831 17.133 2.822 25.570 9.424 22.971
2,75 16.478 17.193 2.805 30.810 8.438 24.526
3.00 17.761 17.872 2.569 34.020 9.188 26.307

De modo geral, as estimativas geradas pelo modelo Power Steady tiveram menor vicio
para valores altos do fator de desconto, enquanto o modelo Filtro de Kalman, apesar do
vicio sistematico observado, apresentou melhores resultados com valores menores do fator
de desconto, tal como pode ser observado nas figuras (5.37) e (5.38). No caso do modelo
Filtro de Kalman, esta situagdo precisa ser melhor investigada, tanto quanto a correcao
do vicio, quanto a otimizacao do fator de desconto, utilizando-se algoritmos apropriados, a
serem desenvolvidos, para testar cenarios que considerem calibragoes do fator de desconto
durante o processamento do CAT, bem como cenérios que considerem a otimizagao a partir
do resultado obtido com as proficiéncias estimadas pelo CAT, segundo os modelos Power
Steady e Filtro de Kalman.

Tabela 5.14: Estatisticas de caracterizacdo para of, quando ¢ = 0.65, A =1, 7 =1,
com 5 estimativas provisorias de 0 (Filtro de Kalman - Cendrio 5)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00 1.692500  1.664000 0.752400  2.481400 1.304500 2.021600
-2.75 1.646400  1.631300 0.823700  2.400700 1.290000 1.949500
-2.50  1.597800  1.508000 0.738500  2.439900 1.310600 1.912000
-2.25 1.586000  1.562100 0.576600  2.410500 1.312000 1.893600
-2.00 1.519000  1.457000 0.761000  2.241000 1.232000 1.823000

2.00 0.991300  0.850100 0.172100  2.012000 0.489400 1.307800
2.25 0.858800  0.779600 0.139200 1.718000 0.471800 1.199300
2.50 0.957220  0.883460 0.058830  2.083960 0.507010 1.359160
2.75 0.721480  0.560900 0.060280  1.835080 0.243590 1.043480
3.00 0.492185  0.194982 0.005873  1.680454 0.065336 0.690586
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Tabela 5.15: Estatisticas de caracterizagao para ), quando ¢ = 0.65, A =1, 7 =1,
com 5 estimativas provisorias de 0;; (Filtro de Kalman - Cendrio 5)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00 1.0735 0.9545 0.3633 2.0354 0.8035 1.3932
-2.75  1.1151 0.9931 0.3837 2.0335 0.8591 1.3972
-2.50  1.1701 1.0845 0.4172 2.1183 0.8974 1.4058
-2.25  1.1834 1.0565 0.4464 2.2772 0.9360 1.4845
-2.00  1.2506 1.1345 0.6158 2.0960 0.9657 1.5916
2.00  2.0970 2.2360 1.0000 2.7690 1.7440 2.4530
2.25  2.1400 2.1260 1.3360 2.7300 1.8750 2.4390
2.50  2.0805 2.1962 0.7732 2.8361 1.7426 2.4289
2.75  2.3130 2.3380 1.5500 2.7970 2.1290 2.6280
3.00  2.5320 2.6770 1.8250 2.8510 2.2600 2.8070

Ao avaliar o Cenério 5a para ¢ € {0.99,0.65}, apresentados, respectivamente, nas figuras
(5.40) e (5.42), para valores de 6 < 0, e nas figuras (5.41) e (5.43), para valores de 6 > 0,
observou-se que o padrao sistematico das estimativas de proficiéncias obtidas com o modelo
Filtro de Kalman pouco se altera, constatando-se, assim, a necessidade de um método de
otimizacao para encontrar o ¢ ideal, que promova melhoria na acuracia das estimativas de
proficiéncia.

Pela Tabela (5.16) observa-se que, tal como no modelo Power Steady, dentre os oito
cenarios analisados com o modelo Filtro de Kalman, destacaram-se os Cenarios 5b, 5e e 5h,
onde foram obtidos os menores valores de RMSE, dentre todos os cenarios estudados. Além
deste resultado, constata-se, também, que quanto menor o fator de desconto, melhor é o
ajuste do modelo.

Neste ponto, observa-se que os cenarios criados de acordo com as “equagoes de atua-
lizagao” expressas em (5.21), evidenciaram uma maior sensibilidade do modelo Filtro de
Kalman, quanto a modificagoes nos parametros o e f3;, uma vez que o comportamento dos
valores de RMSE apresentados na Tabela (5.16) demonstram, de maneira clara, a dire¢ao
da acuracia do modelo, em todos os cenarios estudados, sendo possivel afirmar que o fator
de desconto ideal deva ser obtido para valores de ¢ < 0.65, destacando, assim, o Cenario 5b
como a escolha ideal para testar tais resultados. Entretanto, para os Cenarios 5b, 5e e bh, a
maiaoria dos casos simulados tiveram 6 = 0, tal como se observa no Quadro (5.3), de forma
que o Critério da Mdzxima Informagado, utilizado no algoritmo implementado para selecionar
itens, selecionou itens com valores do parametro b proximos ao valor do 8 verdadeiro, o que
explicaria os baixos valores de RMSE para todos os trés cenarios.

Quadro 5.3: Estatisticas descritivas dos 0 verdadeiros para os Cendrios 5b, 5e e 5h.

1 5b 5e 5h
2N 25 25 25
3 Minimo.........: —2.1106 —2.1106 —2.1106
4 lo. Quartil....: —0.4196 —0.4196 —0.4196
5 Mediana ........: 0.1139 0.1139 0.1139
6 Média ..........: 0.0585 0.0585 0.0585
7 30. Quartil ....: 0.5811 0.5811 0.5811
8 Maximo . ........: 1.6503 1.6503 1.6503
9 Varidncia ......: 0.7768 0.7768 0.7768
10 Desvio Padrio..: 0.8813 0.8813 0.8813
11 Erro Padrao....: 0.1763 0.1763 0.1763
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Tabela 5.16: Filtro de Kalman - Comparagoes por RMSE

Fator de Desconto (¢)

0 Cenério 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.99
Fixo 5\A=1,7=1) 2.63738  3.25470  2.38276  2.21391 0.69365 0.36058  0.34477  0.35724
Fixo 5a (A=1,7=0.5) 0.41486 0.43524 0.44584 0.46295 0.47724 0.49165 0.50534 0.51349

Aleatério  5b (A=1,7=0.5) 0.19919 0.20283 0.20689 0.20434 0.20980 0.21204 0.20599  0.20875
Fixo 5¢ (A=2,7=0.5) 0.54253 0.55575 0.57230 0.58659 0.59519 0.60677 0.61856 0.62748
Fixo 5d (A=2,7=1) 0.51295 0.56066  0.59957 0.61889  0.64992 0.67691 0.70112  0.71846

Aleatério  5e (A=2,7=10.5) 0.21069 0.21635 0.22013 0.22170  0.22614  0.23138  0.23264  0.23684
Fixo 5t (A=3,7=0.5) 0.60135 0.61539 0.62576 0.63572 0.64739 0.65854 0.66794 0.67417

Fixo 5g (A=3,7=1) 0.61031  0.63647 0.66597 0.69137 0.71392 0.72350 0.74344  0.75781
Aleatério 5h (A=3,7=0.5) 0.22667 0.23280 0.23659 0.23742  0.24225 0.24584 0.24992  0.25188

A trajetoria das estimativas de proficiéncia para os Cenarios 5b, be e 5h, destacados
pela Tabela (5.16), por obter os melhores resultados de RMSE, sdo apresentadas nas figuras
(5.44) e (5.45), onde se observa que, quanto mais 6 ~ 0, mais os intervalos de confianga
tornam-se expressivamente pequenos, comprometendo assim, as estimativas da acuracia das
estimativas de proficiéncia, uma vez que sdo excessivamente pequenas, embora estas estejam
muito préximas do valor de # verdadeiro.

No modelo Filtro de Kalman, assim como no modelo Power Steady, utilizou-se, neste
trabalho, o Critério da Mdzima Informagdo, descrito na Se¢ao (3.2.1), como método para
selecao de itens. De forma que, quando o valor de 6 verdadeiro é baixo (6 = 0.65), o critério
seleciona itens com baixos valores do parametro b. Sendo este mensurado na mesma escala
da proficiéncia, as estimativas de proficiéncia tendem a acompanhar este comportamento,
fazendo com que sejam muito proximas ao 6 verdadeiro, o que explica os baixos valores de
RMSE apresentados na tabela (5.16).

Para uma melhor avaliagao das simulagoes realizadas com os oito cenarios descritos na
Secao 5.1.7, diagramas de dispersao sao apresentados nas Figuras (5.46) a (5.53), no intuito
de se estudar o ajuste das estimativas de proficiéncia geradas pelo modelo Filtro de Kalman,
em relacao ao 0 verdadeiro. Comparando os resultados dos valores de RMSE, apresentados
na Tabela (5.16), observa-se que, embora a tabela destaque o Cenério 5b como o cenério mais
promissor, dentre os oito, examinando-se os resultados apresentados pelas Figuras (5.46) a
(5.53), tem-se uma impressao diferente. Notoriamente, para todos os ¢’s do grid estudado,

o valor da correlagao entre 6 e 6 é sempre maior para o Cendrio ba. Pela Tabela (5.16),
observa-se que o Cenario H5a é o que apresenta os melhores resultados se desconsiderados os
Cenarios bb, 5e e bh. Tal escolha se sustenta, ao observar, nos resultados das comparacoes

de ajuste entre 0 e 6, que em todos os graficos apresentados pelas figuras (5.46) a (5.53),
observam-se os valores de p e Rijustado superiores a 0.99.

Portanto, conclui-se que, para o modelo Filtro de Kalman, embora as simulacgoes reali-
zadas para o Cendrio 5b tenham apresentado bons resultados, deve-se considerar que, como
foram escolhidos #’s aleatérios para se ajustar o modelo, sendo observados apenas 25 casos,
estudos mais aprofundados devam ser feitos, com mais observagoes, a fim de se confirmar,
de fato, que o Cenario 5b seja melhor que o Cenario Ha. A mesma conclusao aplica-se aos
Cenarios be e 5h, ja que ambos, compartilham, com o Cenario 5b, a caracteristica da escolha
do # verdadeiro de forma aleatéria.
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Individuo 22 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.250,9=0.990, A =1, T=0.5 D =1.702, acertos = 36)
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Individuo 23 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.500,9=0.990,A =1, T=0.5, D =1.702, acertos = 34)
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Individuo 24 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.750, = 0.990, A =1, T = 0.5, D = 1.702, acertos = 40)
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Figura 5.41:
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 22
(6=2.250,9=0.990,A =1, T =0.5, D =1.702, acertos = 36)
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 23
(6=2.500,9=0.990,A =1, T=0.5, D =1.702, acertos = 34)
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 24
(6=2.750, = 0.990, A =1, T = 0.5, D = 1.702, acertos = 40)
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Cendrio 5a: Filtro de Kalman - Trajetoria do estimador %»V quando ¢ =0.99, A =1,7=0.5,60 >0
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Individuo 22 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.250, =0.650, A =1, T=0.5 D =1.702, acertos = 35)
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Individuo 23 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.500, =0.650,A =1, T=0.5, D =1.702, acertos = 33)
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Individuo 24 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=2.750, = 0.650, A = 1, T = 0.5, D = 1.702, acertos = 40)

__::

10 20 30 40

Questao

sd theta.hat

sd theta.hat

sd theta.hat

00 02 04 06 08 00 02 04 06 08

00 02 04 06 08

Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 22
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 23
(6=2.500, =0.650,A =1, T=0.5, D =1.702, acertos = 33)
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 24
(6=2.750, = 0.650, A = 1, T = 0.5, D = 1.702, acertos = 40)
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Figura 5.43: Cendrio 5a: Filtro de Kalman - Trajetoria do estimador %»V quando ¢ = 0.65,\=1,7=0.5,0 >0
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Individuo 1 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=0.141, =0.650, A =1, T = 0.5, D = 1.702, acertos = 26)
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Individuo 2 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=-0.667, = 0.650,A =1, T =0.5 D=1.702, acertos = 21)
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Individuo 3 — Método FILTRO DE KALMAN (Expected A Posteriori)
(6=-1.623, =0.650, A =1, T = 0.5, D = 1.702, acertos = 23)
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 2
(6=-0.667, =0.650, A =1, 1 =0.5, D=1.702, acertos = 21)
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Trajetéria do s.d. do estimador de Filtro de Kalman — Individuo 3
(6=-1.623, =0.650, A =1, T = 0.5, D = 1.702, acertos = 23)
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Figura 5.45: Cendrio 5b: Filtro de Kalman - Trajetoria do estimador m»‘ quando ¢ = 0.65,\ = 1,7 = 0.5,0 (Aleatdrio)
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Fitro de Kalman: .5 V8 Beamas,
Cendrio 54 ffixg), h=1,7=1,4= 0.7, AMSE = 3.2547, p = 0.675, R Ajustado = 0,432
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Fitro de Kalman: .y V8 Besimas,
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Fitro de Kalman: .y V8 Besimas,
Cendrio 5 - 8 {fixal, & = 3, 7= 0.5, = 0.7, AMSE = 0.6153823, p = 0.992, R Ajustado = 0,984
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Figura 5.47:

Filtro de Kalman: Ha.y V8 Sesmag
Cendrio 5a: ¢ ffixc), A= 1, 7=0.5, ¢ = 0.7, AMSE = 0.4352431, p = 0.986, R Ajustado = 0.992

Filtro de Kalman: f.y v8 Sesmas,
Cendrio 5 : 6 (gheat), L= 1, 7= 05, ¢ = 0.7, AMSE = 0.2028335, p = 0.988, mn_.___s_wgu 0.975
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Filtro de Kalman: Comparacdo entre 6 vs m“ quando ¢ = 0.70
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

A perspectiva de encontrar métodos que sejam competitivos a aplicacao dos Testes Computa-
dorizados Adaptativos (CAT), em particular, em sua versao tradicional do modelo EAP/3PL,
abre uma ampla possibilidade de pesquisas na area. Tratou-se, nesta dissertacao, de uma
destas possibilidades, utilizando-se o poder de adequagao dos modelos dindmicos as formula-
¢oes nao-gaussianas (Harvey, 1989). Ponderando o uso de diferentes formulagoes, o presente
trabalho procurou trazer duas formulagoes para o contexto de estimacgao de proficiéncias no
CAT. Uma baseada no principio do Filtro de Kalman, apresentado por Harrison e Stevens
(1976), e a outra, com enfoque direcionado aos modelos dindmicos de Smith (1979) .

Os estudos de simulagao apresentados foram divididos por cenarios, de maneira a pro-
piciar a aplicagao dos mesmos, em ambas as formulagoes adotadas. Foram utilizados dados
de um teste ja consolidado, aplicado aos alunos de gradugao da Universide de Brasilia desde
2010, para avaliar a proficiéncia em Inglés Instrumental I, cujos parametros, ja se encon-
travam calibrados segundo o modelo TRI EAP/3PL. A partir destes dados, foram geradas
inicialmente, simula¢des para um CAT tradicional, considerando-se provas de tamanho fixo
(n = 45), para se obter uma referéncia para as comparagoes realizadas com os dois modelos
estudados.

Foram simuladas as respostas de 200 individuos, para os quais resultados revelaram que
a trajetoria dos desvios-padrao das estimativas de proficiéncia apresentavam comportamento
estavel, convergindo, gradativamente, ao longo do CAT, para o limite de 0.2, resultado este
compativel com a literatura sobre testes adaptativos Bock e Mislevy (1982); Costa (2009).
Um resultado bastante utilizado nas comparacoes realizadas com os dois modelos conside-
rados, é o valor de RMSE para a estimativa de proficiéncia, que para o CAT tradicional foi
~ 0.13.

As simulagoes realizadas para os dois modelos propostos revelaram o alto impacto nas
estimativas de 6, dos hiperpardmetros a e 3, no modelo dindmico Power Steady. Uma vez
estabelecida a relagao de dependéncia entre o e S com os parametros a e b dos itens,
utilizaram-se diferentes cenarios para avaliar os resultados dos dois modelos. Ao longo do
estudo, consideram-se treze cenarios, sendo os quatro primeiros utilizados como ajustes para
sistematizar a criagdo dos demais cenarios. Assim, os resultados para os Cenarios 1 e 2 re-
velaram, além de um crescimento exponencial dos parametros « e 5, uma forte dependéncia
destes com as estimativas de proficiéncia.

Para a simulacao do modelo dindmico Power Steady, considerou-se o fator de desconto k
tal que k € {0.81,...,0.99}, com saltos de 0.01. Foram observados comportamentos ciclicos
das estimativas de proficiéncia nesta formulacao, fazendo com que os valores de RMSE
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avaliados, pertencessem ao intervalo {0.61,...,0.80}, valores estes muito superiores a média
de 0.18, observada para as simulagdes do CAT Tradicional. Na tentativa de corrigir o padrao
ciclico observado e reduzir o valor de RMSE obtido nos Cenarios 1 e 2, foram gerados os
Cenarios 3 e 4, com base em restri¢coes aos valores iniciais assumidos pelos parametros «
e [ anteriormente. As modifica¢Oes realizadas, estabilizaram um pouco os pardmetros «
e (3, obtendo-se, assim, melhorias nos valores de RMSE avaliados, observados no intervalo
{0.42,...,0.52}.

Até o cendrio 4, os resultados avaliados eram apenas para os estimadores PS__EAP (0) e

PS_MAP (0), sem apresentar resultados expressivos. A partir do Cenario 5 em diante, além
da inclusdo de parametros de penalizagao (A e T) as equagdes de atualizagdo, as avaliacoes

A

passaram a ser feitas tzimbém para os estimadores PS_MAP_AVG @), PS_MAP_ MEDIAN

(0), PS_EAP_AVG () e PS_EAP_MEDIAN (), considerados suavizagoes da média e da
mediana, para os métodos EAP e MAP. Com as simulagoes realizadas, concluiu-se que, entre
os seis estimadores do modelo Power Steady, o que melhor se destacou foi o PS EAP AVG

N

@), que para o Cenério 5, atingiu RMSE igual a 0.27.

De modo geral, as suavizagoes estabilizaram os problemas de efeitos ciclicos apresentados
pelos estimadores PS_EAP (é) e PS_MAP (6), permitindo que estimativas mais acuradas
do 6 verdadeiro fossem encontradas (vide Cendrio 5). Porém, estudos mais aprofundados
precisam ser realizados para se verificar as razoes pelas quais o comportamento da trajetoria
dos desvios-padrao das estimativas de proficiéncia tenderam a apresentar intervalos de con-
fianca tao pequenos, em particular para o método MAP, ao longo do CAT. Além deste fato,
outras ocorréncias necessitam ser investigadas, pois foram observados casos de subestimacao
ou superestimagao, majoritaria para alguns cenarios.

Mesmo com problemas estruturais a serem investigados, o modelo Power Steady obteve
resultados promissores quanto ao objetivo geral que motivou o estudo, uma vez que a con-
vergéncia das estimativas de proficiéncia estabilizaram-se, aproximadamente, a partir da
10* questao, de modo que, se corrigidos os problemas relativos ao desvio-padrao, o modelo
permitiria diminuir o niimero de questoes a serem apresentadas aos examinandos do teste,
tornando o processo de avaliacado mais rapido e eficiente.

O modelo Filtro de Kalman mostrou-se menos propenso as oscilagdes dos parametros «
e 3, de forma que os resultados obtidos para os diferentes fatores de desconto (¢) apresenta-
ram um padrao sistematico para as estimativas de proficiéncias, representando um vicio de
estimativa, de modo que o modelo tende a gerar resultados superestimados quando 6 < 0
e subestimados quando # > 0. Ainda que o modelo Filtro de Kalman apresente tal carac-
teristica, de modo geral, a suavizacao da trajetoria dos desvios-padrao das estimativas de
proficiéncia nao é tao expressiva quanto no modelo Power Steady, a nao ser em casos em que
0 ~ 0. Sua principal caracteristica, observada com os resultados das simulacoes realizadas,
é quanto a estabilidade quando avaliado para diferentes fatores de desconto.

Sem tratar do tema otimizacao, o presente estudo mostrou que, tal como o modelo Power
Steady, o modelo Filtro de Kalman, apesar do vicio sistematico, é bastante promissor para
estudos mais aprofundados, podendo até mesmo se transformar em uma opcao bastante
competitiva em relagao ao CAT tradicional. De maneira geral, o modelo Filtro de Kalman
apresentou-se mais estavel que o modelo Power Steady, visto que suas estimativas, suavizadas

pelo método EAP, sdo aparentemente mais comparaveis ao estimador PS__EAP_AVG (é)
Assim, considerando que, dentre os estimadores apresentados com o modelo Power Steady o

A

estimador PS__EAP__AVG () obteve os melhores resultados, e que o modelo Filtro de Kal-
man apresentou-se mais estavel, com menos oscilagoes, entre diferentes cenarios, conclui-se

A

que o estimador FK__EAP (6) proporcionou os melhores resultados dentre todos os estima-
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dores apresentados, obtendo-se um valor de RMSE igual 0.19919, para o Cenario 5b.

A

Embora os resultados apontem para o FK_EAP (6), como sendo o melhor estimador
dentre os estudados nesta dissertacao, considerando-se a discussao realizada na Secao 5.2.1,
sobre a qualidade das estimativas dos Cenarios 5b, He e bh, levanta-se a suspeita de que
talvez as estimativas de proficiéncia do Cenario ba, sejam mais robustas, emboraAtenham
valor de RMSE igual a 0.41486. Além do mais, ao se considerar o FK_EAP (), como
a escolha ideal do estudo realizado, levanta-se também outra importante questao, que diz
respeito a calibragdo prévia dos itens utilizados nas simulac¢oes avaialidas, ter sido realizada
utilizando-se a estimacao EAP/3PL para o CAT tradicional, e neste caso, novas simulagoes
com os modelos propostos deveriam ser testadas, partindo-se de cenarios onde tais fatores
fossem isolados, justificando assim uma recalibragdo dos itens disponiveis, para avaliar os
resultados de forma comparativa.

Como 1ltimo ponto de destaque, vale ressaltar que, caso o padrao sistematico de supe-
restimacao ou subestimacgao do estimador FK__EAP (é), venha a ser corrigido apenas com
a simples utilizacao derutro banco de itens, as evidéncias favoraveis a afirmacgao de que o
estimador FK_EAP (é) ¢ melhor do que os demais, tornam-se ainda mais fortes, uma vez
que o comportamento estavel apresentado pelo modelo Filtro Kalman, para todos os cenarios

estudados, corroboram com tal hipdtese.

6.2 Trabalhos Futuros

Ha diversas adaptagoes que podem ser feitas no presente trabalho, de maneira a torna-lo
mais apurado, na busca por um modelo mais competitivo em relacado ao CAT tradicional.
A seguir, apresentam-se alguns pontos que, durante a execugao do presente trabalho, foram
questionamentos ou mesmo melhorias a serem desenvolvidas nesta dissertacao.

Vale ressaltar que o cddigo para esta dissertacao, foi desenvolvido em linguagem R e estéa
registrado, até o presente momento, em ambiente privado no repositério GitHub, podendo
ser compartilhado para outros usudrios, desde que haja o compromisso dos mesmos em
desenvolvimento académico, assim como o compromisso de colaboragao técnica.

Dentre os questionamentos (()) e melhorias (M), listam-se:

e (M) Desenvolvimento de pacote na linguagem R, que considere a utilizacdo de mo-
delos de dinamicos como o Power Steady e o Filtro de Kalman, para a estimacgao de
proficiéncias.

e (M) Desenvolvimento em linguagem C (pacote Repp) das rotinas de estimagao de
proficiéncias.

e (M) Desenvolvimento de métodos de selecao de itens como o de Sympson-Hetter
(Leung et al., 2002; van der Linden, 2003).

e () Avaliagdo de estimativas de proficiéncias através de métodos de estimagao como
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) (Evensen, 2003).

e (M) Incorporacao de métodos de otimizagao para a busca do fator de desconto (¢)
ideal no modelo Filtro de Kalman (Fahrmeir e Kaufmann, 1991; Fang et al., 2018;
Julier e Uhlmann, 1997; Orderud, 2005; Wan e Van Der Merwe, 2000).

e (Q)) Incorporacao de métodos de calibragao online de novos itens, utilizando modelos
dindmicos (Zheng, 2014).
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e (M) Corregao do padrao sistemdtico das estimativas de proficiéncia no modelo Filtro
de Kalman.

e (Q)) Estudo das estimativas ciclicas de proficiéncia do modelo Power Steady utilizando-
se métodos auto-regressivos.

e (Q) Investigacao das causas para desvios-padrao das estimativas de proficiéncia com
valores inexpressivos no modelo Power Steady.

e (Q) Investigagdo de modelo Steady para estimacao de proficiéncias, com base em dis-
tribuigao de Poisson (Thattai, 2016).
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Teoria da Resposta ao Item

A Solucao de Bock & Lieberman

Na segao (2.3.2.4) para chegarmos a expressao (2.73), precisamos notar que na expressao
(2.72), o produto sobre h # t ocorre em fungao da retirada dos termos P;(0) e Q:(0) quando
tomadas as derivadas com respeito a ay, de forma que a derivada fica expressa por

& froraor~]- o] (220 28] o

Apresenta-se a seguir o desenvolvimento do raciocinio, considerando inicialmente v = oy (6 —
Bt), de modo que

3?018) = (1—c)[e’(-1)(1 + 6”)7261}(9 —B)+(1+ 6”)7161}(9 — 8]
= (L—a)(0—B) P (0)Q;(0) (A.2)
= K

Definida a derivada da CCI, considerando um modelo de 3 parametros, em relagdo ao para-
metro do item oy, tem-se

day iy
= | TT A @ue) | =
hott
[th)“” AL IQUE ]+ QU)o (P(0)
120y Quo) | x

_ & [T PO Qu(0)- ] .
ht
[Qe(0) 1wy P (0)" ™1 — Py(0)"* (1 — uye) Qe(0) 1. (A.3)

Reescrevendo o segundo termo na expressao (A.3) por:

. 1 seu;; =1
1wl jt
(=1)" { -1 sewuj =0. (A-4)
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Portanto, substituindo (A.2) e (A.4) em (A.3), tém-se

2T Py Qo=

day [

= (_1)th+1(1 —¢) th )4ah Qp ( )1 Ujh |
| Rt

[e(— 1)(1+6) v(‘g—ﬁt) (L+e€”)” 11;(9 Bi)]
= (1" (1~ ) H Py (0)mQp(0) " | x
| htt |
(6 — ) P (9)Q1(6). (A.5)

Voltando com o indice j e substituindo (A.5) em (2.69), tém-se

%) N et 1
G (00T) = >~ (1) /gfe 9; — 5,) x

]:1 ﬁ JtQt )1 Ujt

th )“anQp(0;)" " | B (60;)Q5 (0;)[Pi(0;]uy, ¢, 7)]do

hett
ad i+l 1 1(05)"1 Qi (6;)

=S (=0t =) [ (6, B) | = L x
j=1 /8% 1:[1 ( )uﬁQ( )1 U [ ( ) Qt( ) ]

H Ph u7th )1 Ujh t*(QJ)Q:(QJ)[Pt(QAU’]vCvT)]de

htt
N Hpt )"t Qu(6;)' ol

_ . o Pt ( 1)ujz+ ]
20 =0 {1 70,0, e

Py (0;)Q7(05)[Pi(0;]uy, €, T)]d9
al (—1)wett pr \
=(1—-a) Z/ﬂ%(@ —B) l 0 ] (0;)Q7 (0)[P(05]uy, ¢, 7)]d0. (A.6)

)utht< )1 Uj¢
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Lembrando da relacao entre o segundo termo entre colchetes em (A.3) e a expressao obtida
m (A.4), resolve-se o termo entre colchetes em (A.6), obtendo

(=1)uett _ [we R (0) (1= )@y (9J>1—“jt_1]

Pi(0;) 4 Qu(0;) e | P(0) Qu(6;)1 vt
[ (1—th)]

| Pi(0;) Qb))
[ @eO)ue — (1 — th)Pt(@j)]

I P(0;)Q:(0;)
_ [ @e(0)uje — P(6;) + thPt(ej)]
I P(0;)Q:(6;)
[l @e(0;) + P(60;)] — Pt(ej)‘|
I P(0;)Q:(0;)
_ [ — P8)
- [Haae) A
Substituindo (A.7) em (A.6), resulta em
0 _ uje = Po(0) | pepp e
tooB) = (=) > [(6,= 80 | st G| @) Qi 0 .
_ br(0;)Q7(05)
= l—Ct Z/ 61: s — Pt(ej)] [B(@)Qt(@)] X
[Pt(9j|uja ¢, 7)]de. (A.8)

Por fim, lembrando que a expressao entre colchetes em (A.8) é a mesma apresentada ante-
riormente em (2.39), e fazendo a devida substituigao, tem-se

0
G lo9L) = (1= c, Z / wie — Po(0,)](0; — BW P01y, ¢, 7)]db. (A.9)
Finalizando assim, o raciocinio que apresenta as etapas para encontrar a equacao de log-

verossimilhanga do procedimento de estimagao MMLE obtido em (2.73). Desenvolvimento
semelhante ¢ realizado para as expressoes obtidas em (2.74) e (2.75).

B Solucao de Bock & Aitkin

Segundo Baker e Kim (2004), a reformulacao das equagoes de Bock & Lieberman por (Bock e Aitkin,
1981) resultaram numa solugdo que é computacionalmente plausivel e, sob a suposicao de
que a distribuicao da populagao é conhecida ou concorrentemente estimada com a especifica-
¢ao correta, produz consistentes estimativas dos parametros dos itens. Tal como no caso do
paradigma de Birnbaum do JMLE, Bock & Aitkin assumiu-se que os itens e os examinandos
sao independentes. Consequentemente, os parametros dos itens podem ser estimados um por
vez, com a habilidade dos examinandos estimada um examinando por vez. A reformulacao
dos resultados resultou em equacgoes de verossimilhanca para um item que teve a mesma
forma geral das equagdes (2.48) a (2.48). Para associar as solugoes mais formais do MMLE,
inicialmente redistribui-se os termos da equagao para o pardmetro «;, apresentada em (2.76),
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resultando em

q
[0 7 1_Ct ZXk—/Bt

N
ZthP(Xk|Uj, C,T) - R&(Xk> ZP(Xk|Uj,C,T) Wtk =0. (Bl)

j=1 j=1

Em MMLE, reescreve-se a distribuicao das habilidades a posteriori de um examinando que
tem nivel de habilidade X, utilizando a equagao (2.61) em sua forma de quadratura, resul-
tando em

H (Xk)"™ Qe(Xk) ™ A(Xy)

P(Xglu;, ¢, 7T) = (B.2)

L)

De forma que a CCI em forma de quadratura para o modelo de 3 parametros é reescrita
como

exp[ozt(Xk - 5t)]

PX) = el =) X = gl

(B.3)

Portanto, Q;(Xy) = 1 — P(Xk), segue do segundo elemento dentro de colchetes da
equacgao (B.1) que podemos definir o termo

N
foo = D P(Xplu;, ¢, 7)
T P05 Qu () A(X,)

= Y |5 . (B.4)
=t Z;1:[1Pt(Xk)“”Qt(Xk)lfuﬁA(Xk)

E possivel notar que (B.4) simplifica a soma sobre os N examinandos da probabilidade a
posteriori de um examinando que tenha habilidade no intervalo de quadratura Xj, lembrando
que este representa o ponto médio de cada retangulo sobre a escala de habilidade.

Da mesma forma, utiliza-se o primeiro termo dentro de colchetes na equagao (B.1) para
definir

N
T = > upP(Xiluy, ¢, 7)
j=1

H i Py (X3) " Qu(Xi) 9t A(X,)

n

Jj=1

(B.5)
Xk uﬂQ (Xk)l thA(Xk)

T\TMQ i
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A nomenclatura dada por Bock e Aitkin (1981) para

n

L(X;) = H (X3)"7tQy(X ) 4, (B.6)

representava a forma de quadratura da probabilidade condicional de u;, dado 0 = X}, e os
parametros dos itens, de forma que a expressiao (B.2) pode ser reescrita como

L(X;)A(KX,
P(Xk|uj7C>T) B ( k) ( k> (B?)
Z L(Xy)A(X
k=1
Portanto, as expressoes simplificadas para f,, e 7y, sdo dadas por
= on | L(XR)A(Xs)
T=H D2 LX) A(Xy)
k=1
e
j=1

q
> L(Xk)A(X,
k=1

Em funcdo da importancia conceitual, os termos f,. e Ty necessitam ser detalhados.
Neste sentido, os f,, sdo os niimeros de examinandos na populacio de tamanho N a qual se
espera ter nivel de habilidade Xj. Isto se deve ao fato da distribuicao de examinandos sob
os ¢ nos de quadratura em proporcao a distribuicao a posteriori dos examinandos estarem
em cada né de quadratura.

Os 74, sao os numeros de examinandos na populacao de habilidade X, que se espera
responder corretamente ao item. Como as equagoes (B.8) e (B.9) sdo as mesmas, a menos
do termo uj;, que assume valores 0 ou 1, somente os termos correspondentes as respostas
corretas sao acumulados. Portanto, fixado o k-ésimo né de quadratura, a frequéncia de
repostas corretas é obtida pela equacao (B.9).

Assim, a equagoes (2.76) a (2.78) de log-verossimilhanga marginal podem ser reescritas
por:

ar » (1—¢ Z — B)Fer — furPe(Xp)|Wir = 0, (B.10)
B+ —ay(l—c¢y) i T — FinPo(Xe)|[Wa, = 0, (B.11)
¢ (1—c) i [”’“ _P{ (tg(l:t)(X’“)] — 0. (B.12)

Particularidades desta abordagem em relagdo ao método apresentado na segao (2.3.2.3) é
que, de fato, as equacgoes de log-verossimilhanga sao idénticas na forma, sendo consideradas
equacgoes de verossimilhanca para uma analise probit para o item ¢ no qual X é variavel
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independente. A diferenca é que no modelo MLE o niimero total de examinandos f; cor-
respondem ao nivel de habilidade (0)) e o nimero de respostas corretas 1y sdo quantidades
desconhecidas.

Na solugao MMLE, ambas as quantidades sao desconhecidas, e o niimero esperado de
examinandos respondendo ao item ¢t e o numero esperado de respostas corretas sao subs-
tituidos por estas quantidades desconhecidas em cada né de quadratura (Xj). Assim, na
literatura da TRI, as quantidades f,; e Ty sdo conhecidas como “dados artificiais”, uma vez
que sao criados pelas equagoes (B.8) e (B.9).

No estagio de estimagdo dos pardmetros dos itens do procedimento JMLE, os fi. e ry
sao conhecidos. Entretanto, sobre a aproximagao MMLE, os valores de f,; e Ty dependem
dos valores estimados dos pardmetros dos itens. Porém, as equagoes (B.10) a (B.12) néo
fazem qualquer provisao para esta dependéncia. Consequentemente, um paradigma necessita
ser estabelicido no qual ambos os “dados artificiais” e as estimativas dos pardmetros dos
itens possam ser obtidos iterativamente. Neste sentido, Bock e Aitkin (1981) empregaram
o algoritimo EM desenvolvido por Dempster et al. (1977). Os detalhes da utilizagdo do
algoritimo EM na abordagem de Bock & Aitkin podem ser vistos em Baker e Kim (2004,
pag. 169-176).



CAT via Filtro de Kalman Nao-Linear

C Memoria de Calculo

Nesta secao, demonstram-se os detalhes dos calculos apresentados no capitulo 4.

Na segao 4.5, expressao (4.35), temos:

P(X=0) =

Na se¢do 4.5, expressao (4.36), temos:

él<oz;)>8(a+1,ﬁ)F(O,a+1,044—6—}—1,1—0)
Bla+1,0)
STy
(l_c)aiﬁ
(6% (8%
Oé+5_004+5‘ (C.1)
P(X=1) = F(-lL,a,a+p,1—c¢)
(6%
= 1_(1_C)a+ﬂ
_at+f-a+tca
— "
_ S - (C.2)

+c .
a+p a+f
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Na segao 4.5, expressao (4.37), temos:

f(nlz)

P(x|n) f(n)
P(X)
Lt —ge 1 A
14e™m BlesBT[1 + emnjoth
Bles B 1

(1—c)'*Bla+1—z,8)F(—z,a+1—z,a++1—2,1—c¢)
(L=e*"[1 + ceM7enat1-2) 1 y
14+em [1+ en]oth
1 1
(1= Bla+1—z,B)F(-r,a+1—z,a+B+1—z,1—c¢)
[1 4 ce e nlo+1=2)
[1 4 e-njatBtl

X

1
Bla+1l—z,p)F(—z,a+1—z,a++1—2,1—c¢)
[1+ ce™MTenla+1-2)
Bla+1—z,p)F(—z,a+1—z,a+f+1—2,1—c¢)
1
[1 + efr]}a+,3+l'

Na segao 4.5, expressao (4.39), temos:

folr=1) =

e "1+ ce™"|

B(a, B)F(—1,a,a + 5,1 — ¢)[1 + e7n|atF+l
6_770‘[1 + ce™| a+ 3
+ e njetitl B 4 co

a—+f a, B + 1) e
B+ ca B(a, B+ 1)[1 4 e-n]otftt

Bla+1,8 e~na+1)
R PR

a+70 ) B e e a e—n(a+1)
B+ ca | arB BB+ U1+ e axBBlat 1Al +e morsn

Al

a+6 e N N e—n(a+1)

B+ ca L+ e 75 T Bla, B)L+ e i
{ ;

+c

1 e e e n(a+1)
B+ ca BB(a, B+ 1)1+ e njathtl * CaB(a +1,B8)[L 4 e-n]otp+t (C.4)

Na segao 4.5, expressao (4.43), temos:

Var(n| X, =0) = ¥(a+1)+7(3),
— () T (8) - (C.5)

a2
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Na segao 4.5, expressao (4.44), temos:

E(m1) =

B JI'(a) F"(6+1)_
ca |T"(a+1) T(B)
+ﬁ+ca{F(a+1)+F(ﬁ — 2%+l }
@fc@{q"( U2 () + U (B+ 1)T*(B+ 1) — 20 ()T (B + 1)} +
5+ {U(a+ D)W (a+1) + W)W (B) — 20(a+ 1)¥(8)}
B ! 2 / _i 2
5+Ca{\11(a)+\1f () + () — 55 + W(B) +
2 1 2
B\P(ﬂ) t 5T 20 (a)¥(B) — /B\If(a)} +
6?‘@{\1/( )/Z+\I/2( 2 W)y - V(8) +
U2(B) — 20 (o _7\1, }
' (a) + U%(a) + U(B) + U3(B) — 20 () ¥(B) +
1
51 {29(8) - ( )} — ﬁ+m[—2‘1’(a)+2‘11(6)]
V() + W'(8) + ¥ (a) + W*(8) — 20 (a)¥(5) +
(1—¢)
25+Ca{‘11(6) U()}. (C.6)

Na secao 4.5, expressao (4.45), temos:

| X, =1] =

(1—c) ’

Na segao 4.5, expressao (4.46), temos:

E(nl1)

V() + W2(3) - 20(0)0(3) + 25— P[0 (s) - wla)) + | |
(C.7)
_ _B _ U(a ca — U
_ 6+Ca[\11(6+1) U ( )}+6+CQ[W(6) U(a+1)]
_ B (a4 L] S W(a) - L
= [\D(ﬁ) U( )+B]+ﬁ+m[\1’(ﬂ) V(a) —
s co 1-c
[ﬁ—l—ca—i_ﬁ—i-ca} [Q(ﬁ)—\ll(a)}+5+ca
()~ W(a)] + (C8)

S+ ca’
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Na segao 4.5.1, expressao (4.48), temos:

T4+me " —e " = 0
(m—1e™ = —x
T
n _
c 1—m
s
—n =1
g . 1—m

I 1— Tt
= n .
Uz .

Na segao 4.5.1, expressao (4.51), temos:

oM(g) 1 9 |T(a—gl'(B+q)
dq B(a, B) 9q Pla+p)
1 / /
Na segao 4.5.1, expressao (4.52), temos:
PM@) 1 e
aqg - F(Oé)r(ﬁ) {F (a_t)r(ﬁ"i_Q) -I (a_q>r (6+Q)
~ T(a=ql'(B+q) +T(a—gI"(5+q)}

Na segao 4.5.1, expressao (4.53), temos:

U'(a) =

[M(a)]?

_ I'a) [M@
I'(«) I'(«)

_ FN(O‘) . e

Na segao 4.5.1, expressao (4.54), temos:

OM(t)

E(n) = v N
1

- W{P(a)r (8) =T (a)L'(B)}
L' T

I Ia)
= V(B - ¥(w).

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)
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Na segao 4.5.1, expressao (4.55), temos:

O?M (t)

E(np?) = 2 |
1

— W{F (@)T(B) — 2" ()T (B)T ()T
()

R R
= ey 2VYO gy

"

(8)}

Na secao 4.5.1, expressao (4.56), temos:

Var(n) = E(n*) — [E(n)]*

IO T e — 00— wa?

= e} ) 2N~ )~ v

— -+ ) - v 2ue e e )
- W)+ )

Na segao 4.5.4, expressao (4.66), temos:

P(X¢|n:) f(nr)

f (] Xy) PX,)
o + Bt 14+ ce™™ " e (cutl—z¢)m
a%—mtB(Oét, 5,5) B + croy [1 + e—ﬂt]ﬂét-l—ﬁt—i-l
ot + B 14 ce™ " e (at1—zi)m
Oétl_a:tﬂtxtB(aty /Bt) ]- + % [1 —|— e—m]at—l—ﬁt-{-l
1 1 ‘I— Cte_nt ¢ e_(at+1—$t)7]t

Blow +1 =y, By +3) | 14 ¢ [1 + e—me]ectBitl’
Na segao 4.5.5, expressao (4.100), temos:
Pe— G _ 1
1—¢ 1+em
Il+e™™ = Loa
bt — G
om G pda  1-p
Pt —C Pt —C
m = In L —p
—n, =
bt — G
bt — G
e = In
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(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)
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Simulacoes e Resultados

D Cenario 5a: 0 fixo, A\=1, 7=0.5

Considerando uma pequena alteracao na variabilidade dos estimadores 0 e 0, provocada
pela constante 7 = 0.5, observa-se que os valores de a; e 3}, observados nas Tabelas (A.2) e
(A.1) sdo bem mais estaveis que aqueles apresentados observados nas Tabelas (5.9) e (5.10).

Tabela A.1: Estatisticas de caracterizagdo para o, quando k =0.99, A=1, 7=10.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

# Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00  1.9390 1.9900 1.1430 1.9900 1.9900 1.9900
-2.75  1.9390 1.9900 1.1470 1.9900 1.9900 1.9900
-2.50  1.9270 1.9900 1.2050 1.9900 1.9770 1.9900
-2.25  1.9410 1.9900 1.1720 1.9900 1.9900 1.9900
-2.00  1.8540 1.9900 0.8202 1.9900 1.9894 1.9900
2.00 1.2207 1.1074 0.8287 1.9644 0.9935 1.4274
225  1.0634 0.9905 0.8206 1.8371 0.9900 1.0231
2.50  1.0989 0.9934 0.7774 1.8618 0.9900 1.1305
2.75 1.0616 0.9909 0.8023 1.8381 0.9900 1.0231
3.00 1.0064 0.9900 0.8136 1.5437 0.9885 0.9900

185
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Tabela A.2: Estatisticas de caracterizac¢do para f;, quando k =0.99, A=1, 7 =0.5
com 3 estimativas provisdrias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00  0.9955 0.9900 0.9900 1.0542 0.9900 0.9905
-2.75  0.9903 0.9900 0.9900 0.9933 0.9900 0.9900
-2.50  1.0017 0.9900 0.7628 1.5437 0.9880 0.9904
-2.25  0.9774 0.9900 0.8474 0.9900 0.9888 0.9900
-2.00 1.0631 0.9900 0.8799 1.6915 0.9900 0.9939

2.00 1.7788 1.9012 0.9803 1.9900 1.6442 1.9886
2.25  1.8747 1.9897 0.9352 1.9900 1.9185 1.9900
2.50 1.8548 1.9886 0.9796 1.9900 1.7205 1.9900
275 1.8739 1.9895 0.9216 1.9900 1.9174 1.9900
3.00 1.9129 1.9900 0.9792 1.9900 1.9729 1.9900

Tabela A.3: Power Steady - RMSE para k =0.99, A=1, 7=0.5

com 3 estimativas provisorias de 0j;

. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=l7=1) (A=1r=1)
PS_EAP (8) | PS_MAP (d) 1.133575 1.438154 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG () | PS_MAP_AVG (0) 0.750067 1.304804 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN () | pS_MAP_MEDIAN (§) 0.789450 1.318761 0.321442 0.387185

E Cenario 5b: f aleatério, A=1, 7 =0.5

Tabela A.4: Estatisticas de caracterizacao para o, quando k =0.99, A=1, 7 =0.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-1.3608653  1.8510 1.9900 1.1510 1.9900 1.9020 1.9900
-1.0908568  1.8800 1.9900 1.0440 1.9900 1.8960 1.9900
-0.9892490 1.7784 1.9020 0.7225 1.9900 1.6442 1.9886
-0.8523327  1.8240 1.9020 1.0940 1.9900 1.6510 1.9900
-0.7795234  1.8171 1.9886 0.7661 1.9900 1.8278 1.9900
0.9353406  1.3832 1.3044 0.7159 1.9839 1.1294 1.6084
1.5626897  1.1550 1.0181 0.8542 1.8901 0.9903 1.2941
1.5748699  1.2429 1.1086 0.7511 1.9523 0.9941 1.4480
1.6036061 1.1111 0.9921 0.7810 1.8876 0.9900 1.1294
1.8711056  1.1446 1.0174 0.7865 1.8618 0.9904 1.2909




CENARIO 5B: § ALEATORIO, A=1, 7 =0.5

Tabela A.5: Estatisticas de caracterizac¢do para B, quando k =0.99, A=1, 7 =0.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

187

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-1.3608653  1.1096 0.9920 0.8102 1.8218 0.9900 1.1063
-1.0908568  1.0808 0.9909 0.9360 1.5437 0.9900 1.0465
-0.9892490 1.1741 1.0750 0.3765 1.8618 0.9969 1.4073
-0.8523327  1.1736 1.0488 0.7647 1.6014 0.9908 1.4072
-0.7795234  1.1297 1.0039 0.9186 1.7028 0.9905 1.2362
0.9353406  1.6540 1.7120 1.0520 1.9900 1.4290 1.9540
1.5626897  1.7887 1.9606 0.3596 1.9900 1.6948 1.9899
1.5748699  1.7106 1.8748 0.3868 1.9900 1.6172 1.9821
1.6036061  1.8387 1.9880 0.9406 1.9900 1.7205 1.9900
1.8711056  1.8292 1.9823 0.9635 1.9900 1.7158 1.9900

Tabela A.6: Estatisticas de caracterizacdo para o, quando k =0.99, A =1, 7 = 0.5,
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método EAP)

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-1.3608653  1.7227 1.8678 0.5631 1.9899 1.6130 1.9824
-1.0908568  1.6318 1.7139 0.7462 1.9900 1.3840 1.9673
-0.9892490  1.6658 1.6959 0.5774 1.9900 1.5137 1.9581
-0.8523327  1.6623 1.7183 0.7861 1.9895 1.4555 1.9593
-0.7795234  1.6390 1.6810 1.1350 1.9900 1.4570 1.9560
0.9353406  1.2565 1.2363 0.3146 1.9819 1.0247 1.4913
1.5626897  1.2263 1.1064 0.6519 1.9650 0.9982 1.4096
1.5748699  1.1412 1.0244 0.3614 1.9549 0.9905 1.3013
1.6036061  1.1365 1.0067 0.6336 1.8879 0.9903 1.2883
1.8711056  1.2376 1.1295 0.6590 1.9554 0.9942 1.4170
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Tabela A.7: Estatisticas de caracterizac¢io para B, quando k = 0.99, A =1, 7 = 0.5,
com 3 estimativas provisorias de 0j; (Power Steady - Método EAP)

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-1.3608653  1.2698 1.1602 0.7518 1.9523 1.0300 1.4475
-1.0908568  1.3556 1.3049 0.3974 1.9880 1.0608 1.6168
-0.9892490  1.3543 1.4041 0.9143 1.9000 1.0238 1.6329
-0.8523327  1.3304 1.2898 0.5251 1.9813 1.0573 1.6784
-0.7795234  1.4089 1.4101 0.5515 1.9556 1.1308 1.6916
0.9353406  1.6803 1.8566 0.1606 1.9900 1.5139 1.9844
1.5626897  1.7680 1.9010 1.0190 1.9900 1.6440 1.9880
1.5748699  1.7582 1.9594 0.1609 1.9900 1.7123 1.9895
1.6036061  1.7757 1.9605 0.1273 1.9900 1.7200 1.9895
1.8711056  1.7510 1.8680 0.8740 1.9900 1.6370 1.9890

Tabela A.8: Power Steady - RMSE para k =0.99, A=1, 7=0.5

com 3 estimativas provisorias de 0j;

. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=l7=1) (A=1r=1)
PS_EAP (8) | PS_MAP (d) 0.806453 0.834599 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG () | PS_MAP_AVG (0) 0.372060 0.678351 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN () | ps_MaAP_MEDIAN (4) 0.370497 0.657118 0.321442 0.387185

F Cenario 5c: 6 fixo, A\=2, 7=0.5

Tabela A.9: Estatisticas de caracterizacao para o, quando k =0.99, A =2, 7 =0.5
com 3 estimativas provisdrias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00  3.1120 3.2170 1.6160 3.2170 3.2170 3.2170
-2.75  3.1120 3.2170 1.6220 3.2170 3.2170 3.2170
-2.50  3.0960 3.2170 1.7040 3.2170 3.1740 3.2170
-2.25  3.1140 3.2170 1.6570 3.2170 3.2170 3.2170
-2.00  2.9890 3.2170 1.1600 3.2170 3.2140 3.2170

2.00 2.1140 1.9860 1.1720 3.2100 1.9800 2.2550
2.25  2.0710 1.9810 1.1600 2.9850 1.9720 2.2720
2.50  1.9830 1.9810 1.0990 2.6070 1.9800 2.0140
2.75  2.0040 1.9800 1.1350 2.9660 1.9710 2.0230
3.00 1.9390 1.9800 1.1510 2.6070 1.9720 1.9810
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Tabela A.10: Estatisticas de caracterizag¢io para B, quando k =0.99, A =2, 7 =0.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

f§ Média Mediana Minimo Maximo

1° Quartil 3° Quartil

-3.00
-2.75
-2.50
-2.25
-2.00

2.00
2.25
2.50
2.75
3.00

1.9360
1.9280
1.9310
1.9070
2.0220

2.9340
2.9800
3.0450
3.0230
3.0740

1.9800
1.9800
1.9800
1.9800
1.9800

3.2100
3.1740
3.2170
3.2130
3.2170

1.4910
1.4050
1.0790
1.1980
1.2440

1.3860
1.3230
1.3850
1.3030
1.3850

1.9800
1.9800
2.6070
1.9800
2.6470

3.2170
3.2170
3.2170
3.2170
3.2170

1.976
1.975
1.971
1.972
1.980

2.821
2.890
3.071
3.020
3.174

1.9800
1.9800
1.9810
1.9800
1.9840

3.2170
3.2170
3.2170
3.2170
3.2170

Tabela A.11: Power Steady - RMSFE para k = 0.99, A =2, 7 = 0.5 com 3 estimativas
provisorias de 0

. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=Tr=1) (A=1,7=1)
PS_EAP (9) | PS_MAP (d) 1.729390 1.621681 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG (3) | PS_MAP_AVG (9) 1.204145 1.354660 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN (4) | PS_MAP_MEDIAN (§) 1.218218 1.382375 0.321442 0.387185

G Cenario 5d: 0 fixo, A\=2, 7 =1

Tabela A.12: Estatisticas de caracterizacio para of, quando k =0.99, A=2, 7 =1
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0 Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00 2.062e+11 1366000 3 4.592e+12 744 2.504e+09
-2.75  2.147e+11 1422000 3 4.781le+12 775 2.607e+09
-2.50 2.25le+11 1491000 3 5.013e+12 813  2.734e+09
-2.25  2.168e+11 1436000 3 4.829e+12 783  2.633e+09
-2.00 9.549e+10 632600 1 2.127e+12 341  1.160e+09

2.00 5.531e+10 366400 1 1.232e+12 199  6.718e+08
2.25 5.093e+10 337400 1 1.134e+12 184  6.187e+08
2.50 5.615e+10 371900 1 1.251le+12 202 6.820e+08
2.75 6.017e+10 398600 1 1.340e+12 217 7.309e+08
3.00 5.649e+10 374200 1 1.258e+12 204  6.862e+08
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Tabela A.13: Estatisticas de caracterizacdo para Bf, quando k =099, A =2, 7 =1
com 3 estimativas provisdrias de 0j; (Power Steady - Método MAP)

0 Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-3.00 8.762e+10 580400 2 1.952e+12 313 1.064e+09
-2.75  7.156e+10 474000 2 1.594e+12 255  8.692e+-08
-2.50  4.333e+10 287000 1 9.650e+11 153 5.263e+08
-2.25  5.547e+10 367400 1 1.235e+12 197 6.738e+08
-2.00 1.342e+11 889000 2 2.989%e+12 485  1.630e+4-09
2.00 1.876e+11 1243000 2 4.179e+12 675  2.279e+09
2.25 1.854e+11 1228000 2 4.130e+12 666  2.252e+09
2.50 1.813e+11 1201000 2 4.037e+12 652  2.202e+09
275 1.726e+11 1143000 2 3.843e+12 619  2.096e+09
3.00 1.847e+11 1223000 2 4.113e+12 663  2.243e+09

Tabela A.14: Power Steady - RMSFE para k = 0.99, A\ =2, 7 =1 com 3 estimativas provisorias

de Hjt
. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=l7=1) (A=1r=1)
PS_EAP (8) | PS_MAP (d) 2.038332 1.102676 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG () | PS_MAP_AVG (0) 2.000198 0.980812 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN () | ps_MAP_MEDIAN (§) 2.043400 0.978668 0.321442 0.387185

H Cenario 5e: 0 aleatério, A =2, 7 =0.5

Tabela A.15: Estatisticas de caracterizagdo para o, quando k =0.99, A =2, 7 =0.5
com 3 estimativas provisdrias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil

-1.3608653  2.9950 3.2170 1.6280 3.2170 3.0790 3.2170
-1.0908568  3.0330 3.2170 1.4770 3.2170 3.0550 3.2170
-0.9892490  2.9140 3.0920 1.0220 3.2170 2.8200 3.2160
-0.8523327  2.9820 3.1730 1.5470 3.2170 2.7790 3.2170
-0.7795234  2.8760 3.1740 1.0830 3.2170 2.8420 3.2170
0.9353406  2.4060 2.4620 1.0120 3.1420 2.1260 2.7140
1.5626897  2.2600 2.1710 1.2080 3.1670 1.9850 2.6070
1.5748699  2.1580 2.0580 1.0620 3.1930 1.9820 2.4330
1.6036061  2.1220 1.9820 1.1050 3.2010 1.9710 2.3900

1.8711056  2.1270 2.0410 1.1120 3.0050 1.9810 2.3610
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Tabela A.16: Estatisticas de caracterizac¢io para B, quando k =0.99, A\ =2, 7 =0.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-1.3608653  2.0720 1.9830 1.1460 2.8410 1.9800 2.0660
-1.0908568  2.0320 1.9810 1.3240 2.6070 1.9800 2.0490
-0.9892490  2.0909 1.9886 0.5324 3.0046 1.9760 2.3612
-0.8523327  2.1010 2.0410 1.0810 2.6520 1.9810 2.2770
-0.7795234  2.1870 2.0540 1.2990 2.9660 1.9820 2.4370
0.9353406  2.7480 2.7730 1.4890 3.2160 2.6990 3.0590
1.5626897  2.7776 2.8985 0.5085 3.2171 2.5876 3.1980
1.5748699  2.8510 3.0790 0.5470 3.2170 2.7760 3.2130
1.6036061  2.9270 3.1710 1.3300 3.2170 2.7790 3.2170
1.8711056  2.9470 3.1660 1.3630 3.2170 2.7790 3.2170

Tabela A.17: Power Steady - RMSFE para k = 0.99, A =2, 7 = 0.5 com 3 estimativas

provisorias de 0
. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=Tr=1) (A=1,7=1)
PS_BAP (9) | PS_MAP (f) 1.053790 0.790084 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG (§) | PS_MAP_AVG () 0.645747 0.623794 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN () | ps_MAP_MeDIAN (§) 0.654511 0.620763 0.321442 0.387185

I Cenario 5f: 0 fixo, A\=3, 7=0.5

Tabela A.18: Estatisticas de caracterizagdo para o, quando k =0.99, A=3, 7 =0.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00  4.179 4.344 1.979 4.344 4.343 4.344
-2.75 4.179 4.344 1.987 4.344 4.343 4.344
-2.50 4.162 4.344 2.087 4.344 4.285 4.344
-2.25 4.182 4.344 2.030 4.344 4.343 4.344
-2.00 4.026 4.344 1.421 4.344 4.337 4.344

2.00 2.914 2.971 1.435 3.631 2.970 3.008
2.25 2.821 2.970 1.421 2.970 2.953 2.970
2.50 2.865 2.970 1.346 3.532 2.970 2971
2.75 2.856 2.970 1.390 3.631 2.952 2.971
3.00 2.819 2.970 1.409 2.970 2.953 2.970
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Tabela A.19: Estatisticas de caracterizac¢io para f;, quando k =0.99, A =3, 7 =0.5
com 3 estimativas provisdrias de 0j; (Power Steady - Método MAP)

# Meédia Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00  2.8640 2.9700 1.8260 2.9700 2.9590 2.9700
-2.75  2.8530 2.9700 1.7200 2.9700 2.9570 2.9700
-2.50  2.8480 2.9700 1.3210 3.6310 2.9510 2.9710
-2.25  2.8260 2.9700 1.4680 2.9700 2.9540 2.9700
-2.00  2.9620 2.9700 1.5240 3.5490 2.9700 2.9740

2.00 4.0990 4.3430 1.6980 4.3440 4.1530 4.3440
2.25  4.1520 4.3440 1.6200 4.3440 4.3420 4.3440
2.50  4.1240 4.3440 1.6970 4.3440 4.3220 4.3440
2.75  4.1250 4.3440 1.5960 4.3440 4.2850 4.3440
3.00 4.1580 4.3440 1.6960 4.3440 4.3420 4.3440

Tabela A.20: Power Steady - RMSFE para k = 0.99, A =3, 7 = 0.5 com 3 estimativas
provisorias de 8j;

. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=l7=1) (A=1r=1)
PS_EAP (8) | PS_MAP (d) 1.855128 2.026129 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG () | PS_MAP_AVG (0) 1.312158 1.580721 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN (4) | pS_MAP_MEDIAN (6) 1.330259 1.600668 0.321442 0.387185

J Cenario 5g: 0 fixo, A\=3, 7 =1

Tabela A.21: Estatisticas de caracterizagdo para oy, quando k =0.99, A =3, 7 =0.5

com 3 estimativas provisdrias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0 Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00 1.850e+18 2.195e+09 4 5.522e+19 13840  3.482e+14
-2.75  1.895e+18  2.249e4-09 4 5.657e+19 14180  3.567e+14
-2.50 2.007e+18 2.381e+4-09 4 5.989e+19 15010  3.776e+14
-2.25  1.927e+18  2.287e+4-09 4 5.753e+19 14420  3.627e+14
-2.00 7.362e+17 8.735e+08 2 2.197e+19 5505  1.385e+14

2.00 6.233e+17 7.396e+08 2 1.860e+19 4662 1.173e+14
2.25 5.692e+17 6.753e+08 2 1.699e+19 4258  1.071le+14
2.50 5.357e+17 6.356e+08 2 1.599e+19 4007  1.008e+14
275 5.324e+17 6.318e+08 2 1.589%e+19 3983  1.002e+14
3.00 5.412e+17 6.421e+08 2 1.615e+19 4048  1.018e+14




CENARIO 5H: # ALEATORIO, A =3, 7 =0.5

Tabela A.22: Estatisticas de caracterizacdo para B, quando k =099, A =3, 7 =1
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0 Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-3.00 9.516e+17 1.129e+09 3 2.840e+19 7119 1.791e+14
-2.75  8.128e+17 9.644e+4-08 3 2.426e+19 6080  1.530e+14
-2.50 4.811e+17 5.709e+08 2 1.436e+19 3596  9.055e+13
-2.25 6.081e+17 7.215e+4-08 2 1.815e+19 4546  1.144e+14
-2.00 1.272e+18 1.510e+-09 2 3.798e+19 9518  2.394e+14

2.00 1.549e+18 1.838e+09 3 4.624e+19 11590  2.916e+14
2.25 1.522e+18 1.806e+09 3 4.543e+19 11380  2.864e+14
2.50 1.569e+18 1.861e+09 3 4.682e+19 11730 2.952e+14
2.75 1.514e+18 1.796e+09 3 4.518e+19 11320  2.849e+14
3.00 1.609e+18 1.910e+09 3 4.804e+19 12040  3.029e+14
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Tabela A.23: Power Steady - RMSFE para k =0.99, A\ =3, 7 =1 com & estimativas provisorias

de Gjt
. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=Tr=1) (A=1,7=1)
PS_EAP (8) | PS_MAP (d) 1.188951 1.168527 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG (3) | PS_MAP_AVG (9) 1.05208%8 1.017658 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN (4) | ps_MaP_MEDIAN (6) 1.093236 1.018696 0.321442 0.387185

K Cenario 5h: 6 aleatério, A =3, 7 =0.5

Tabela A.24: Estatisticas de caracterizagdo para o, quando k =0.99, A=3, 7 =0.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-1.3608653  4.0430 4.3440 1.9940 4.3440 4.1720 4.3440
-1.0908568  4.0860 4.3430 1.8090 4.3440 4.1180 4.3440
-0.9892490  3.7710 3.9840 1.2510 4.3440 3.4860 4.2850
-0.8523327  3.9400 4.1710 1.8940 4.3440 3.7070 4.3410
-0.7795234  3.8580 4.2800 1.3270 4.3440 3.8090 4.3440
0.9353406  3.1800 3.1290 1.2400 4.3060 2.9750 3.4550
1.5626897  2.9430 2.9720 1.4790 3.6810 2.9700 3.0510
1.5748699  2.8830 2.9700 1.3010 3.7330 2.9700 2.9730
1.6036061  2.8130 2.9700 1.3530 2.9700 2.9520 2.9700
1.8711056  2.9270 2.9710 1.3620 3.6310 2.9700 2.9980
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A1

Tabela A.25: Estatisticas de caracterizac¢do para f;, quando k =0.99, A =3, 7 =0.5
com 3 estimativas provisorias de 0;; (Power Steady - Método MAP)

0~ N(0,1) Média Mediana Minimo Maximo 1° Quartil 3° Quartil
-1.3608653  3.0110 2.9710 1.4030 3.7490 2.9700 3.0460
-1.0908568  2.9630 2.9710 1.6210 3.6310 2.9700 3.0460
-0.9892490  3.1994 3.1939 0.6521 4.3119 2.9564 3.6446
-0.8523327  3.1300 3.0800 1.3240 4.3120 2.9710 3.4390
-0.7795234  3.1770 3.0530 1.5910 4.2330 2.9700 3.4220
0.9353406  3.8960 4.1610 1.8230 4.3440 3.8190 4.3080
1.5626897  3.9988 4.3373 0.6228 4.3442 3.9840 4.3442
1.5748699  4.0268 4.3442 0.6699 4.3442 4.1498 4.3442
1.6036061  4.1520 4.3440 1.6290 4.3440 4.3420 4.3440
1.8711056  4.0830 4.3440 1.6690 4.3440 4.1720 4.3440

Tabela A.26: Power Steady - RMSFE para k = 0.99, A =3, 7 = 0.5 com 3 estimativas

provisorias de 8j;

. EAP MAP
Estimador EAP MAP A=l7=1) (A=1r=1)
PS_EAP (8) | PS_MAP (d) 0.990353 1.157380 0.608637 0.956001
PS_EAP_AVG () | PS_MAP_AVG (0) 0.638180 0.769242 0.275657 0.312662
PS_EAP_MEDIAN () | PS_MAP_MEDIAN (§) 0.652242 0.781539 0.321442 0.387185
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