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mento acadêmico e profissional, como o Prof. Dr. Raul Yukihiro Matsushita.

Agradeço ao Instituto Brasileiro de Informação em Ciência e Tecnologia pela contri-

buição no estudo.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento de

Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil (CAPES) - Código de Financiamento 001.
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Resumo

DA SILVA, A. A. M. Regressão quant́ılica para dados com censura intervalar.

2019. 101f. Dissertação (Mestrado) - Pós-graduação do Departamento de Estat́ıstica,

Universidade de Braśılia, Braśılia. 2019.

Com a extensão da regressão quant́ılica à análise de dados de sobrevivência, a técnica

se mostrou uma possibilidade ou complemento por modelar de forma direta o quantil

condicional do tempo de sobrevivência. Também proporcionou uma interpretação mais

acesśıvel, visto que as conclusões obtidas são feitas no tocante ao tempo de sobrevivência.

A motivação dessa dissertação foi a generalização da regressão quant́ılica quando a variável

resposta apresenta censura intervalar, cujo foco foi a adaptação de um algoritmo proposto

para a estimação de máxima verossimilhança não paramétrica da distribuição da variável

resposta na presença da censura intervalar. Para análise de sua performance, foi realizado

um estudo de simulação, com cenários diferentes e comparando essa metodologia a outra

técnica proposta na literatura, aplicado a dados com censura intervalar, avaliando o v́ıcio,

o erro padrão e o erro quadrático médio. Ademais, realizou-se a aplicação a conjuntos de

dados reais com a intenção de também verificar o desempenho dos métodos estudados.

Palavras-chave: Regressão quant́ılica; Análise de sobrevivência; Censura intervalar;

Dados censurados; Kernel ; Regressão Isotônica.





Abstract

DA SILVA, A. A. M. Quantile Regression for Interval Censored Data. 2019.

101s. Dissertation (Master degree) - Department of Statistics, University of Braśılia,

Braśılia, 2019.

With the extension of the quantile regression to the analysis of survival data, the te-

chnique proved to be a possibility or complement by directly modeling the conditional

quantile of survival time. It also provides a more accessible interpretation, since the con-

clusions obtained are made regarding survival time. The motivation of this dissertation

was the generalization of the quantile regression when the response variable is has interval

censorship. The focus was the adaptation of a proposed algorithm for the nonparametric

maximum likelihood estimation of the distribution of the response variable in the presence

of interval censorship. In order to analyze its performance, a simulation study was carried

out, with different scenarios and by comparing this methodology to another technique pro-

posed in the literature, applied to data with interval censorship, evaluating the bias, the

standard error and the mean square error. In addition, the application was made to real

data sets with the intention of also verifying the performance of the methods studied.

Keywords: Quantile regression; Survival analysis; Interval censored data; Censored

data; Kernel ; Isotonic Regression.
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máxima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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de cárie (em anos). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.7 Estimativas para os parâmetros dos modelos de regressão quant́ılica, os erros

padrão e e intervalos de confiança. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68



Sumário

1. Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. Regressão Quant́ılica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1 Quantis via otimização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Estimação para regressão quant́ılica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 Propriedades da Regressão quant́ılica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4 Inferência para o modelo de regressão quant́ılica . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4.1 Intervalo de confiança: método assintótico . . . . . . . . . . . . . . 15
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Apêndice 81

A. Gráficos do estudo de simulação para comparação dos métodos . . . . . . . . . . 83
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Caṕıtulo 1

Introdução

A regressão quant́ılica é reconhecida como uma extensão mais robusta à tradicional

estimação via mı́nimos quadrados dos modelos de regressão linear, que somente detecta

associações com a média condicional. Esse procedimento estat́ıstico oferece uma opção

mais ampla para avaliar a influência dos efeitos das covariáveis sobre a variável resposta

nos diferentes ńıveis de quantis, produzindo informações mais detalhadas. Assim, o modelo

de regressão quant́ılica especifica o valor do quantil condicional de uma variável resposta

real Y dado o valor X = x, um vetor de covariáveis p-dimensional (Koenker e Bassett Jr,

1978):

QY (τ |x) = x′β(τ),

em que QY (τ |x) é o quantil condicional de Y |X = x, 0 ≤ τ ≤ 1 e β ∈ Rp (é o vetor de

parâmetros) para p ≥ 1.

Algumas das propriedades da regressão quant́ılica são bastante atrativas, principal-

mente diante da violação de pressupostos e de outliers. Quando há falha na suposição de

homoscedasticidade, a regressão quant́ılica proporciona uma abordagem menos senśıvel a

essa variabilidade estat́ıstica dos dados se comparada à média condicional, havendo uma

acomodação da heteroscedasticidade. Dessa maneira, possibilita uma perspectiva mais

precisa e abrangente em relação aos diferentes ńıveis de associações. Esse mesmo compor-

tamento é constatado na presença de outliers, em que as estimativas da regressão quant́ılica

também se apresentam robustas. Outro recurso importante do método é com relação às

transformações, visto que há invariância dos modelos às transformações monótonas. Por-

tanto, a distribuição original é preservada, permitindo que a interpretação seja feita de

forma direta dos parâmetros.

Com a extensão da regressão quant́ılica à análise de dados de sobrevivência, a técnica
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se mostrou uma possibilidade ao tradicional modelo de riscos proporcionais de Cox, por

modelar de forma direta o quantil condicional do tempo de sobrevivência. Assim, facilita

a interpretação, visto que as conclusões obtidas pela regressão quant́ılica são feitas no

tocante ao tempo de sobrevivência e não em relação a função de risco – como no método

de Cox.

Para análise de dados com tempo de censura aleatória (além dos tipos censura à direita

e à esquerda), há o tipo chamado de censura intervalar ou sobrevivência intervalar, em que

o tempo do evento (Y ) somente é conhecido por ter ocorrido num determinado intervalo

de tempo, ou seja, Y ∈ (t1i, t2i], em que t1i e t2i são instantes de observação. A censura

intervalar se divide nos casos I e II. Os dados de censura intervalar do caso I, mais conhecido

como estado corrente (current status), concernem a dados em que todas as observações

são censuradas pela direita, Y ∈ (t1i,∞), ou pela esquerda, Y ∈ (0, t1i), em que Y e

t1i são variáveis independentes. Portanto, no estado corrente, o indiv́ıduo é observado

apenas uma vez no experimento num determinado tempo de observação (t1i), verificando

a ocorrência ou não do evento de interesse. Já o caso II é o caso geral, quando há exames

periódicos, em que se tem duas informações de tempo para um mesmo caso, t1i < Y ≤ t2i.

Nesta dissertação, a motivação foi a generalização da regressão quant́ılica quando a

variável resposta está em censura intervalar. Um dos enfoques é a adaptação de um

algoritmo proposto para a estimação não paramétrica de máxima verossimilhança da dis-

tribuição da variável resposta na presença da censura intervalar. Para aplicação do método

de Portnoy, descrito em Rasteiro (2017), para dados com censura à direita, realizou-se a

imputação dos tempos de falha para os casos em que o intervalo de censura é finito. Para

uma observação em que isso ocorre, a função de distribuição condicional do tempo de fa-

lha, dado o valor da covariável, foi estimada adaptando-se o algoritmo iterativo da função

minorante convexa, introduzindo pesos às observações, de tal forma que esses fossem de-

crescentes quanto maior fosse a distância entre o valor da covariável para a observação

fixada e para o restante das observações, utilizando núcleo estimador (Kernel). Obtida a

estimativa, essa foi uma função escada dos valores das observações, utilizando novamente

núcleo estimador para que se pudesse obter o valor imputado ỹi para a variável resposta,

gerando um valor zi com distribuição uniforme no intervalo [F̃ (t1i), F̃ (t2i)] e obtendo

ỹi = F̃−1(zi) iterativamente.

O método proposto foi comparado com a metodologia abordada por Zhou et al. (2017),
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que trata da estimação do vetor de parâmetros β(τ) para modelos de regressão quant́ılica

com dados censurados por intervalos e a obtenção da propriedade de consistência. Em

Zhou et al. (2017), a propriedade da normalidade assintótica é estabelecida com um viés

convergindo para zero. Para reduzir o viés, Zhou et al. (2017) propõem o método de

correção de polarização baseado na metodologia direta (estimativa inicial). Esses método

não exige que os vetores de censura sejam distribúıdos de forma idêntica e pode ser aplicado

a modelos com várias covariáveis.

A dissertação está organizada da seguinte forma: o Caṕıtulo 2 trata de uma breve

revisão sobre os quantis via otimização, apresentando a solução para uma simples mi-

nimização de uma soma da função perda, resolvida pelo quantil amostral de ordem τ .

Também se refere à definição de modelos de regressão quant́ılica, propriedades e inferência

para esses modelos. No Caṕıtulo 3, há uma abordagem inicial sucinta sobre censura inter-

valar. Ademais, trata sobre a regressão quant́ılica aplicada a dados de censura intervalar,

casos I e II. Assim, também versa sobre o método proposto que utiliza a suavização da

estimativa da distribuição condicional de Y dado o valor das covariáveis cont́ınuas, utili-

zando a estimação não paramétrica através da regressão isotônica e suavizada com a função

kernel, incluindo a aplicação da metodologia usada por Rasteiro (2017). Além disso, há

uma explanação sobre a abordagem realizada por Zhou et al. (2017). O Caṕıtulo 4 exibe

um estudo de simulação para aplicação do algoritmo proposto para o estimador de máxima

verossimilhança não paramétrico da distribuição da variável dependente na presença da

censura intervalar, em comparação com a técnica de Zhou et al. (2017). No Caṕıtulo

5, tem-se a aplicação das metodologias a dados emṕıricos. O Caṕıtulo 6 apresenta as

considerações finais sobre o estudo.
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Caṕıtulo 2

Regressão Quant́ılica

O método dos mı́nimos quadrados (MMQ) vem sendo empregado, particularmente,

para realizar a análise de regressão, já que o procedimento versa sobre a relação entre a

variável resposta de interesse e as covariáveis, descrevendo a média da variável Y para

cada valor fixo de X, através de uma função de média condicional da resposta (Hao e

Naiman, 2007). Suponha que Y seja uma variável dependente cont́ınua e X um preditor

p-dimensional, considerando o modelo padrão de regressão linear

Yi = x
′

iβ + εi, i = 1, ..., n,

em que εi são independentes, identicamente e normalmente distribúıdos com média zero

e variância desconhecida σ2. O cerne da análise de regressão clássica está na média,

E(Y |X = x) = x′β, em que β mensura a variação marginal no valor esperado de Y

dada a variação unitária em X, pois assume que E(εi|X) = 0 e a V ar(εi|X) = σ2.

Ademais, a aplicação de modelos de médias condicionais conduz a estimadores que são

acesśıveis para computar e interpretar, apresentando, também, propriedades estat́ısticas

atraentes. Os estimadores (β̂) podem ser obtidos por MMQ, que minimiza o valor da

função de erro quadrático médio, isto é, minβ∈Rp
∑n

i [Yi − x′iβ]2, em que x′i é a i-ésima

linha da matriz X.

Entretanto, a estrutura de médias condicionais possui limitações intŕınsecas, pois ao

resumir a relação entre Y e X, o modelo gerado não pode ser imediatamente estendido a

outras medidas, além da média. Outra desvantagem ocorre quando há elevada distorção

da distribuição, o que pode dificultar a interpretação da média. No caso de violação da

suposição de normalidade, isso pode suscitar imprecisão nos erros padrão. Assim, esse

modelo tradicional não considera as propriedades distributivas condicionais completas da

variável dependente, apresenta apenas informação sobre a média condicional.
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Apesar do modelo de regressão linear e do modelo de regressão quant́ılica serem análogos

em alguns aspectos, já que ambos tratam de uma variável dependente cont́ınua e função

linear em parâmetros (desconhecidos), as técnicas diferem na modelagem dos dados e

na dependência das suposições pertinentes aos erros, como já mencionado. A regressão

quant́ılica é considerada uma generalização natural da regressão linear clássica, pois é ro-

busta quanto às suposições distributivas, posto que o estimador pesa o comportamento

local da distribuição perto do quantil espećıfico, mais do que o comportamento remoto

da distribuição (Hao e Naiman, 2007), logo a estimação dos parâmetros é considerada

mais eficiente. Na regressão quant́ılica também há variação no quantil condicional, pois é

posśıvel modelar qualquer posição predeterminada da distribuição, para qualquer quantil

especificado. Portanto, é uma abordagem mais abrangente para a análise estat́ıstica.

Desde o trabalho seminal de Koenker e Bassett Jr (1978), admitiu-se a regressão

quant́ılica como uma extensão mais robusta, especialmente para os erros que não apresen-

tam distribuições Gaussianas. Os primeiros trabalhos de aplicações emṕıricas dos modelos

de regressão quant́ılica foram dos economistas (Buchinsky, 1994; Chamberlain, 1994), com

estudos que pesquisavam a respeito de toda a distribuição condicional dos salários, a fim

de precisar se os retornos de grau de escolaridade, a experiência e os efeitos da filiação

sindical diferiam entre os quantis salariais.

Outros estudos deram sequência, abordando tópicos adicionais, com a utilização da re-

gressão quant́ılica para análise salarial, como diferenças de salários entre brancos e minorias

(Chay e Honore, 1998), diferença salarial entre homens e mulheres (Fortin e Lemieux, 1998),

a transferência intergeracional de rendimentos (Eide e Showalter, 1999), distribuições de

salários dentro de indústrias espećıficas (Budd e McCall, 2001), variação na distribuição

salarial (Machado e Mata, 2005; Melly, 2005) e ńıvel educacional e desigualdade salarial

(Lemieux, 2006).

O emprego da regressão quant́ılica também se estendeu para discorrer sobre o impacto

demográfico sobre o peso ao nascer do bebê (Abrevaya, 2002) e a qualidade da escolaridade

(Bedi e Edwards, 2002; Eide et al., 2002). Além disso, a regressão quant́ılica se espalhou

para outros campos, notadamente a ecologia e as ciências ambientais (Cade et al., 1999;

Scharf et al., 1998), a sociologia (Hao, 2005, 2006a,b) e medicina e saúde pública (Austin

et al., 2005; Wei et al., 2006). Informações obtidas em Hao e Naiman (2007).
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2.1 Quantis via otimização

Nesta seção, os conceitos foram baseados no livro de Koenker e Portnoy (1996).

Seja Y qualquer variável aleatória de valor real com a função de distribuição acumulada

FY (y) = F (y) = P (Y ≤ y).

O quantil de ordem τ para Y é definido como

QY (τ) = Q(τ) = F−1
Y (τ) = inf{y : FY (y) ≥ τ}, (2.1)

para ∀τ ∈ [0, 1]. Se F (·) é estritamente crescente e cont́ınua, então F−1
Y (τ) é um único

número real y tal que F (y) = τ (Gilchrist, 2000).

Os quantis ordinários de uma amostra surgem de um problema de otimização elementar.

Considere a questão da teoria de decisão em que se necessita uma estimava pontual para

uma variável aleatória com função de distribuição F (·). Tome, a função perda definida

como

ρτ (u) = u{τ − I(u < 0)}, I(u < 0) =

 1, u < 0

0, u ≥ 0
(2.2)

para ∀τ ∈ [0, 1] e ρτ (u) ≥ 0 para ∀u, em que I é a função indicadora e u = Y − ŷ.

Para minimizar a perda esperada, considera-se encontrar ŷ. Logo, tem-se,

E[ρτ (Y − ŷ)] = τ

∫ ∞
ŷ

(y − ŷ)dFY (y) + (τ − 1)

∫ ŷ

−∞
(y − ŷ)dFY (y).

Para encontrar a condição de primeira ordem com respeito a ŷ, tem-se

0 =
∂

∂ŷ
{E[ρτ (Y − ŷ)]} = τ

∫ ∞
ŷ

dFy(y) + (τ − 1)

∫ ŷ

−∞
dFy(y) = F (ŷ)− τ.

Dado que a função de distribuição acumulada é monótona, qualquer elemento de {y :

F (y) = τ} minimiza a perda esperada, isto é, ŷ é o quantil de ordem τ para Y,

ŷ = F−1
Y (τ), que minimiza a observação esperada para a função de perda definida

min
ŷ
E[ρτ (Y − ŷ)]. (2.3)

No caso de a função de distribuição acumulada ser substitúıda por Fn(ŷ), uma função

de distribuição emṕırica é

Fn(ŷ) =
1

n

n∑
i=1

I(Yi ≤ ŷ).
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A escolha de ŷ para minimizar a perda esperada,∫
ρτ (yi − ŷ)dFn(y) =

1

n

n∑
i=1

ρτ (yi − ŷ) ,

acarreta no quantil amostral de ordem de τ . O problema de otimização, para encontrar

o quantil amostral de ordem τ , dá-se da seguinte forma

q̂τ = min
qτ∈R

n∑
i=1

ρτ (yi − qτ ). (2.4)

Para exemplificar o problema de minimização (2.4), a seguir, construiu-se alguns dados

fict́ıcios com aux́ılio do software R.

Exemplo 2.1. Seja Y1, ..., Yn uma amostra aleatória com n = 1.000 observações de

uma variável Y ∼ N (0, 5 ; 0, 5). Assim, computou-se a função (2.4) para qτ = y, em

que y representa cada observação da amostra, e para os diferentes valores de quantis,

τ ∈ (0, 25, 0, 5, 0, 75).

Figura 2.1: Exemplo de q̂τ =
∑
ρτ (yi − qτ ), em que τ ∈ (0, 25, 0, 5, 0, 75).

Os valores de qτ , que minimizam q̂τ , são iguais a 0, 176, 0, 526 e 0, 828, conforme

os respectivos τ = (0, 25, 0, 5, 0, 75), nesse exemplo.



Seção 2.2. Estimação para regressão quant́ılica 9

2.2 Estimação para regressão quant́ılica

A regressão quant́ılica avalia o impacto de um vetor de preditores X = x, p-dimensional,

em uma variável resposta Y (escalar), definida para τ ∈ [0, 1]. Assim, a função do quantil

de ordem τ condicional é dada por

QY (τ |x) = inf {y : P {Y ≤ y | X = x} ≥ τ} , (2.5)

em que QY (τ |x) = Qτ (Y |X = x). Como já foi mencionado, Koenker e Bassett Jr (1978)

defenderam a substituição de um modelo linear para a média de resposta pelo modelo

QY (τ |x) = β0(τ) + x′β1(τ) + ε, (2.6)

em que τ ∈ [0, 1], os coeficientes quant́ılicos são β0(τ) ∈ R e β1(τ) ∈ Rp e ε é o

vetor de erros desconhecidos, supondo que o quantil condicional de ordem τ é zero, isto

é, Q(τ |x) ≡ inf{a : P (ε ≤ a|X = x) ≥ τ} = 0 ou P (ε ≤ 0|X = x) = τ (Rodrigues

et al., 2016; Davino et al., 2013). Pode-se interpretar o coeficiente βτ como a taxa de

variação no τ -ésimo quantil da variável resposta Y ao variar em uma unidade o valor

do i-ésimo regressor, mantendo os valores fixos das demais variáveis (Rasteiro, 2017). Do

mesmo modo, como o quantil da amostra de ordem τ resolve (2.4), logo, leva-se a uma

abordagem da equação (2.6), obtendo-se

Q̂Y (τ |x) = min
QY (τ |x)

n∑
i=1

ρτ (yi −QY (τ |x)), (2.7)

em que QY (τ |x) = Qτ (Y |X = x) denota uma função (geral) do quantil condicional.

Seja (yi, xi),∀i ≥ 1, com n valores observados de (Y,X). Na inferência do modelo

de regressão quant́ılica linear, a estimação de β(τ) é realizada resolvendo o problema de

minimização

β̂(τ) = min
β ∈ Rp

n∑
i=1

ρτ (yi − x′ib), (2.8)

ou seja, visando obter uma estimativa de β que minimize essa função.

Agora revisar-se-á alguns métodos, como simplex e ponto interior para resolver a

equação (2.8). No caso particular de tendência central, a soma de erros absolutos é mini-

mizada pelo estimador da regressão mediana. As outras funções quant́ılicas condicionais

são estimadas minimizando uma soma de erros absolutos assimetricamente ponderados.
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Algoritmo Simplex

O problema de regressão quant́ılica (2.8), ou seja, o cálculo do estimador β̂(τ), pode

ser reescrito como o problema de programação

min
β∈Rp

 ∑
i∈{i:yi≥xiβ}

τ |yi − xi
′β|+

∑
i∈{i:yi<x′iβ}

(1− τ)|yi − xi
′β|


min

(β,u,υ) ∈ Rp× R2n
+

{τ1′nu + (1− τ)1′nυ | y = Xβ + u− υ} , (2.9)

sujeito a β ∈ Rp , u ≥ 0 e υ ≥ 0 ,

em que y = (y1, ...., yn)′ , X = (x1, ...., xn)′ , 1n é um vetor (n × 1) de valores iguais

a um, u = [y − Xβ]+ , υ = [Xβ − y]+ e [z]+ é a parte não-negativa de z.

Levando isso alguns passos a frente, tem-se que θ = (ψ′,φ′,u′,υ′), φ = [ β ]+, ψ =

[ −β ]+, B = [x − x In − In], em que In é a matriz identidade de ordem n, e

d = (0′,0′, τ1′n, (1− τ)1′n)′, em que 0′ = (0, 0, ..., 0)p. Pode-se escrever o problema como

um problema primal de minimização de programação linear na forma padrão

(P ) min
θ

d′θ (2.10)

s.a. Bθ = y,

θ ≥ 0.

Assim, a resolução do problema (2.8) pode se dar através do método simplex, o qual

começa em uma solução básica fact́ıvel (um dos pontos extremos). Se for a solução ótima,

parará; mas se não for, continuará deslocando de vértice para vértice no exterior do con-

junto de restrições lineares. O algoritmo continua até fornecer o menor valor para a função

objetivo (ou maior, para problemas de maximização), comparada com a atual, ou seja,

chegar ao ótimo (novo vértice).

O livro de Dantzig (2002) relata que suas ideias sobre o método simplex, surgiram em

1947 como um ensaio para a resolução de uma classe de problema de planejamento militar,

empregando métodos semelhantes aos que ele utilizou em estudos anteriores com Wald e

Neyman sobre o lema de Neyman-Pearson. No entanto, Barrodale e Roberts (1973) foram

quem propuseram o primeiro algoritmo que explora de forma dual as variáveis limitadas

do problema de minimização dos erros absolutos do modelo de regressão linear. Já com
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relação a regressão quant́ılica, Koenker e d’Orey (1987) sugeriram um algoritmo modifi-

cado do método simplex, mais eficiente, para esse tipo de problema quando o tamanho

do conjunto de dados é moderado. Além disso, o algoritmo é o mais estável por sempre

encontrar uma solução, apesar de ser lento para um grande número de observações (Chen e

Wei, 2005). Essa abordagem de Barrodale e Roberts (1973) está implementada no pacote

quantreg do software R, utilizando o comando method = “br”. Para maiores detalhes sobre

o método simplex vide Koenker et al. (2017) e Santos (2012).

Algoritmo de Ponto Interior

Já o método de ponto interior é computacionalmente superior se comparado ao tra-

dicional método simplex para grandes problemas de programação linear e para grandes

aplicações de regressão quant́ılica (Portnoy et al., 1997). Esse algoritmo é um conjunto de

técnicas iterativas que, em vez de percorrer o exterior do conjunto de restrições, como no

simplex, desloca-se para o interior do conjunto de restrições (região fact́ıvel) em direção a

uma solução de vértice.

A abordagem do método ponto interior por Karmarkar (1984) apresenta uma conexão

estreita com o trabalho sobre métodos de barreira para otimização restrita, de Fiacco

e Mccormick (1968), e também para programas lineares de Frisch (1956). Seguindo a

exposição em Portnoy et al. (1997), considere o programa linear canônico

min {c′x | Ax = b, x ≥ 0}. (2.11)

Associa-se esse problema à reescrita da barreira logaŕıtmica (método de Frisch)

B(x, µ|Ax = b), (2.12)

em que

B(x, µ) = c′x− µ
∑

log(xk).

A equação (2.12) substitui as restrições de desigualdade em (2.11) com um termo de

penalidade da barreira do logaritmo, assim, minimizando (2.12) com uma sequência de

parâmetros µ, tal que µ → 0. Com isso, obtém-se, no limite, uma solução para o pro-

blema original (2.11). O problema modificado mostra uma clara vantagem, pois gera

passos do método de Newton para qualquer µ fixo. Portnoy et al. (1997) escreveram o

problema quadrático (Newton) para uma direção resultante de descida, p, inciando em x
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como (Koenker et al., 2017):

min
p

= {c′p− µp′X−11n +
1

2
µp′X−2p|Ap = b},

em que

X = diag(x) =


x1 0 · · · 0

0 x2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · xp

 .

Denotando um vetor de multiplicadores de Lagrange para a restrição de igualdade por

y, esse problema produz condições de primeira ordem

{c− µX−11n + µX−2p = A′y, Ap = 0},

que, multiplicando-se por AX2, pode ser reformulado como

AX2A′y = AX2c− µAX11n.

Resolver y e substituir as condições de primeira ordem produz uma direção de Newton,

δ. A dificuldade inerente de cada passo desse método de barreira primordial consiste, por-

tanto, em resolver o sistema linear p×p nessa equação. Koenker et al. (2017) mencionam

que alguma melhoria no desempenho pode ser alcançada explorando as formulações pri-

mais e duais do problema. O dual do problema canônico pode ser expresso como (Koenker

et al., 2017):

max
y
{b′y | A′y + z = c, z ≥ 0}.

A otimização na primal implica em c − µX−11n = A′y , então, pode-se definir z =

µX−1 para satisfazer a restrição dual e obter o sistema

Ax = b, x ≥ 0,

A′y + z = c, z ≥ 0,

Xz = µ1n.

A trajetória paramétrica (x(µ), y(µ), z(µ)) descreve o “caminho central” do centro

da restrição definido para uma solução no limite do conjunto de restrições, satisfazendo

a clássica condição de folga complementar, Xz = 0, quando µ = 0. Essa formulação

primal-dual novamente resulta em um sistema linear p × p , que requer o mesmo esforço
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computacional em cada iteração (Koenker et al., 2017). Para completar a descrição do

método primal-dual, precisaria especificar a distância a percorrer na direção p , como

ajustar µ à medida que avança ao longo do caminho central e como parar; esses detalhes

podem ser encontrados em Chen e Wei (2005); Portnoy et al. (1997).

Chen e Wei (2005) mencionam que o algoritmo de ponto interno é simples, facilmente

adaptado em outras situações (por exemplo, regressão quantil restrita), e muito rápido para

conjuntos de dados que possuem muitas observações e um pequeno número de variáveis

explicativas, mas apresenta dificuldade na presença de outliers nas covariáveis. O método

ponto interior está implementado no pacote quantreg do software R, utilizando o comando

method = “fn” ou method = “pfn”, este se o caso é o uso do pré-processamento, que me-

lhora substancialmente o desempenho do algoritmo (Santos, 2012; Koenker et al., 2017).

2.3 Propriedades da Regressão quant́ılica

Teorema 1 (Koenker e Bassett Jr, 1978) - Seja a matriz Ap×p não singular, γ ∈ Rp

e a > 0. Então, para qualquer τ ∈ [0, 1],

(i) Equivariância de escala:

* β̂τ (ay,X) = aβ̂τ (y,X),

* β̂τ (−ay,X) = aβ̂1−τ (y,X).

(ii) Equivariância de regressão: β̂τ (y +Xγ,X) = β̂τ (y,X) + γ, γ ∈ Rp.

(iii) Equivariância da reparametrização da matriz de design: β̂τ (y, AX) = A−1β̂τ (y,X),

|A| 6= 0.

(iv) Equivariância a transformações monótonas: Qτ (h(Y )|X) = h(Qτ (Y |X)).

O item (iv) é outra propriedade que os quantis dispõem, como mencionado anterior-

mente. Essa propriedade é essencial para uma maior compreensão do potencial da regressão

quant́ılica. Muitas vezes surgem situações em que as transformações são consideradas para

obter linearidade ou uma distribuição mais próxima da almejada. As transformações de

logaritmo, por exemplo, são muito utilizadas para corrigir a assimetria à direita de uma

distribuição. Isso permite uma interpretação das estimativas em termos relativos, no caso
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de modelos de regressão linear. Entretanto, em termos absolutos, a média condicional da

variável dependente não pode ser obtida a partir da média condicional na escala de log,

por exemplo, pois é evidente que não usufrui dessa propriedade,

Eh(Y ) 6= h(E(Y )).

A transformação modifica sobretudo o que está sendo estimado na regressão de mı́nimos

quadrados (Hao e Naiman, 2007).

Já a regressão quant́ılica obtém o seguinte resultado:

Qh(Y )(τ) = h(QY (τ)), (2.13)

em que h(·) é uma função não decrescente em R e QY (τ) é o quantil de ordem τ de

qualquer v.a. Y de interesse apoiada no fato elementar que, para qualquer h monótona,

P (Y ≤ y) = P (h(Y ) ≤ h(y)).

A robustez também é uma importante caracteŕıstica da regressão quant́ılica, que está

relacionada à violação de pressupostos de modelo relativos à variável resposta e a não

sensibilidade a outliers. Essa propriedade surge em decorrência da essência da função de

distância,

n∑
i=1

dτ (yi, ŷi) = τ
∑

i:yi ≥ b(τ)xi

|yi − b(τ)xi| + (1− τ)
∑

i:yi < b(τ)xi

|yi − b(τ)xi|,

que é minimizada, pois alterando os valores da variável dependente de interesse, não modi-

ficando o sinal do reśıduo, a linha ajustada continua a mesma. Do mesmo modo, é muito

limitada a influência dos outliers, no que se refere aos quantis univariados.

Para o modelo de regressão linear clássico da média, quando se computa a matriz de

variância e covariância das estimativas, a suposição de normalidade faz-se necessária. A

violação dessa suposição pode proporcionar imprecisão nos erros padrão. Já a regressão

quant́ılica apresenta robustez a suposições distributivas devido ao estimador pesar o com-

portamento local da distribuição adjacente ao quantil de interesse mais do que o compor-

tamento remoto da distribuição (Hao e Naiman, 2007).
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2.4 Inferência para o modelo de regressão quant́ılica

Nesta seção, abordar-se-á a obtenção de intervalos de confiança para os parâmetros do

modelo regressão quant́ılica, tratando sucintamente os seguintes métodos: o assintótico

e o boostrap. Também discorrerá sobre o teste de hipótese linear geral para regressão

quant́ılica.

2.4.1 Intervalo de confiança: método assintótico

A teoria assintótica é uma abordagem elementar também oferecida pela visão de oti-

mização dos quantis amostrais ordinários, cujos resultados obtidos em modelo amostral se

generalizam como o modelo clássico de regressão linear (Koenker, 2005). Seja o modelo

linear:

yi = β0(τ) + x′iβ1(τ) + εi,

em que, para algum τ de interesse, supondo que εi tenha distribuição F (·) e sejam erros

independentes e identicamente distribúıdos (iid). Então, as funções quant́ılicas de yi são

(determinado em (2.6)):

Q(τ |x) = β0(τ) + x′iβ1(τ) + F−1
εi

(τ),

na qual Fεi denota a função de distribuição comum dos erros, para algum τ de interesse,

e que o quantil de ordem τ de εi seja igual a zero.

Teorema 2 (Koenker e Bassett Jr, 1978) - Seja uma sequência de estimadores {β̂(τ1),

β̂(τ2), ..., β̂(τm)}, com 0 < τ1 < ... < τm < 1, para os parâmetros do modelo (2.6),

em que F (·) é cont́ınua e tem densidade f(·) cont́ınua e positiva em Q(τ), sendo

Q(τ) = F−1(τi), que é o quantil de ordem τi. Verifica-se que, na configuração em que

os erros da regressão quant́ılica são independentes e identicamente distribúıdos (iid), o

estimador β̂(τ) é não viciado e segue uma distribuição normal assintótica:

√
n(β̂(τ)− β(τ))

D−→ N (0, V(τ1, ..., τm)), (2.14)

em que a matriz de covariâncias V(τ), pode ser dada como Ω(τ1, ..., τm, F)⊗D−1, sendo

Ω(τ1, ..., τm, F) a matriz de covariâncias dos m quantis amostrais correspondentes de

amostras aleatórias com distribuição F , ⊗ é o produto de Kronecker e D é uma

matriz positiva definida como lim
n→∞

n−1
∑

xix
′
i e x1n = 1 : n = 1, 2, ... Quando há um



16 Caṕıtulo 2. Regressão Quant́ılica

único τ , a matriz de variância e covariância na equação (2.14) se reduz a

V(τ) =
τ(1− τ)

f 2(0)
(X′X)−1, (2.15)

na qual fi,∀i ∈ [0, n] é a função densidade dos erros (Santos, 2012).

No caso de erros independentes, mas não identicamente distribúıdos, com as funções de

densidade de probabilidade (fi), a teoria assintótica de β̂(τ) é um pouco mais complexa,

segundo Koenker (2005). A distribuição assintótica de
√
n(β̂(τ)−β(τ)) segue uma normal

com média zero e matriz de variância e covariância

V(τ) = τ(1− τ)H−1
n JnH

−1
n (2.16)

que possui a forma “sandúıche” de Huber et al. (1967), conforme a seguir:

√
n(β̂(τ)− β(τ))

D−→ N (0, τ(1− τ)H−1
n JnH

−1
n ), (2.17)

em que

Jn(τ) = n−1

n∑
i=1

xix
′
i

e

Hn(τ) = lim
n→∞

n−1

n∑
i=1

xix
′
ifi(β̂(τi)),

dado que fi(β̂(τi)) é a função de densidade de probabilidade da variável dependente

considerada no quantil condicional (de interesse) de ordem τ .

Nos dois casos expostos (2.15) e (2.16), há maneiras diferentes de estimar a matriz de

variância e covariância. Para estimar V(τ) da equação (2.15), conforme Kocherginsky

et al. (2005), pode-se obter uma estimativa de 1/f(0) utilizando a diferença entre os

quantis emṕıricos (Santos, 2012):

F̂−1(τ + hn)− F̂−1(τ − hn))

2hn
,

com limn→0 hn = 0 e hn computado segundo Hall e Sheather (1988). Na função sum-

mary.rq do pacote quantreg do software R, para usar esse método de inferência, basta

tomar o comando se = “iid”, que fornecerá os valores das estimativas dos parâmetros do

modelo, seus erros padrão e significância de cada estimativa (Santos, 2012).

Já para estimar V(τ) na equação (2.16), uma forma é atribúıda através de hn e, na

sequência, a obtenção de Hn (Koenker, 2005). Assim, um estimador assintoticamente
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não viciado para fi(β̂(τi)) computa-se do seguinte modo (Kocherginsky et al., 2005):

2hn

(x′iβ̂τ+hn − x′iβ̂τ−hn)
.

Note que se fi(β̂(τi)) = f(β̂(τi)),∀i, i.e., sob a suposição de erros aleatórios independentes

identicamente distribúıdos, a matriz de variância e covariância corresponde com a exposta

na equação (2.15) (Rasteiro, 2017). E tem-se

Ĥn(τ) = n−1

n∑
i=1

f̂i

[
β̂(τi)

]
xix
′
i,

assumindo que Ĥn
D−→Hn. Já para esse método de inferência, utiliza-se o comando se =

“nid” também na função summary.rq do pacote quantreg do software R (Santos, 2012).

Por conseguinte, utilizando o teorema 2, pode-se obter um intervalo de confiança as-

sintótico para os parâmetros βτ dos modelos de regressão quant́ılica com a estimativa

da matriz de variância-covariância. Para mais detalhes sobre esses resultados assintóticos,

vide Koenker e Bassett Jr (1978), Hendricks e Koenker (1992), Koenker e Machado (1999),

Koenker e Xiao (2002), Koenker (2005) e Kocherginsky et al. (2005).

2.4.2 Intervalo de confiança: método bootstrap

A reamostragem é uma alternativa evidente à inferência assintótica, por estimar erros-

padrão de parâmetros sem requerer suposição alguma no tocante à distribuição de erros

(Gould et al., 1993). Bootstrap em pares representa uma forma muito eficaz de estimação

da matriz de variância-covariância e de obter intervalos de confiança, (Efron e Tibshirani,

1994). Para os modelos de regressão quant́ılica, as técnicas de bootstrap foram consideradas

do mesmo modo eficazes (Parzen et al., 1994); entretanto, demandam cálculos repetidos

das estimativas do quantil de regressão, o que pode ocasionar em um maior custo com-

putacional, principalmente quando n e p são grandes. Afirma-se que, para obter uma

estimativa aceitável da matriz de variância-covariância, são necessárias 50 réplicas de bo-

otstrap. (Efron e Tibshirani, 1994).

Ademais, a despeito das estimativas de bootstrap serem consideradas imparciais, elas

expõem diferentes causas de variabilidade, posto que são baseadas em um número finito de

replicações (variabilidade de reamostragem de bootstrap) e em uma única amostra de uma

determinada população (Davino et al., 2013). Há várias técnicas utilizando reamostragem,

como:
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• Método pares xy ou bootstrap da matriz de design (Kocherginsky, 2003);

• Método baseado em funções de estimativa pivotantes (Parzen et al., 1994);

• Bootstrap marginal da cadeia de Markov (He e Hu, 2002; Kocherginsky, 2003; Ko-

cherginsky et al., 2005).

O método pares xy representa a construção de um dado número de amostras (B),

usualmente com o mesmo tamanho do conjunto de dados original, em que cada amostra

obtida se dá através de um processo de amostragem aleatória com substituição do conjunto

original de dados. O processo de reamostragem é aplicado juntamente aos vetores x e

y. As regressões quant́ılicas B são efetuadas nas amostras de bootstrap e um vetor das

estimativas dos parâmetros é capturado para cada quantil de interesse. Nesse caso, sob

a distribuição normal assintótica, um intervalo de confiança para os parâmetros βτ dos

modelos de regressão quant́ılica é dado por (Davino et al., 2013):

I.C.
[
β̂i(τ)

]
100(1−α)%

=

[
β̂i(τ)− ̂EP (β̂i(τ))× z(1−α/2); β̂i(τ) + ̂EP (β̂i(τ))× z(1−α/2)

]
,

em que ̂EP (β̂i(τ)) é o estimador do erro padrão do estimador do parâmetro βi(τ) e

z(1−α/2) é o quantil de ordem (1− α/2) da distribuição normal padrão.

No caso de bootstrap baseado em funções de estimativa pivotais, também chamado

de método pwy, a metodologia consiste na reamostragem da condição de subgradiente,

utilizada nos modelos de regressão quant́ılica, para obter as estimativas dos parâmetros,

que é uma grandeza pivotal para o verdadeiro parâmetro do quantil de ordem τ (Davino

et al., 2013).

Já bootstrap marginal de cadeia de Markov (MCMB) tem como objetivo a redução de

exigências computacionais decorrentes do uso dos processos de bootstrap mencionados an-

teriormente. A ideia subjacente é computar equações unidimensionais para cada replicação

de bootstrap em lugar de um sistema p-dimensional requisitado pelas outras abordagens

de bootstrap, onde p corresponde ao número de variáveis explicativas (Davino et al., 2013).

Para maiores informações sobre os diferentes tipos de métodos bootstrap, vide também

Santos (2012) e Koenker et al. (2017).
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2.4.3 Teste de Hipótese Linear Geral

Os conceitos, nesta subseção, foram baseados no livro de Koenker (2005).

Seja a hipótese linear geral sobre o vetor β = (β(τ1)′, β(τ2)′, ..., β(τm)′)′ da forma

H0 : Rβ = r, (2.18)

em que Rp×p é uma matriz de posto completo de constantes conhecidas e rm×1 é um

vetor de constantes também conhecidas, e a estat́ıstica de teste é

Tn = n(Rβ̂ − r)′[RV−1R′]−1(Rβ̂ − r),

em que Vn, sendo n = mp×mp, é uma matriz com o bloco i, j dado por

Vn(τi, τj) = [min(τi, τj)− τiτj]Hn(τi)
−1Jn(τi, τj)Hn(τj)

−1,

na qual a estat́ıstica Tn, sob H0, tem distribuição assintótica X 2
q ; Hn e Jn foram

definidos anteriormente.

Essa formulação acomoda uma vasta diversidade de situações de teste, desde de testes

simples com um único coeficiente de regressão quant́ılica até testes conjuntos compreen-

dendo muitas covariáveis e quantis distintos. Esses testes proporcionam uma alternativa

robusta aos testes convencionais baseados em mı́nimos quadrados, devido às propriedades

básicas da regressão quant́ılica (Koenker e Bassett Jr, 1978). Para ilustrar a Seção 2.4, será

descrito o modelo de regressão quant́ılica e os intervalos de confiança, através do exemplo

a seguir.

Exemplo 2.2. Esse estudo de simulação proposto, inspirado no exemplo de Rasteiro

(2017), conduzido para abordar o modelo de regressão quant́ılica, foi constrúıdo com uma

covariável, considerando uma amostra com n = 10.000 observações. Seja a variável

resposta, Y , gerada a partir do seguinte modelo padrão de regressão linear:

Yi = β0(τ) + β1(τ)xi + εi, para i = 1, ..., n,

em que εi são independentes e identicamente distribúıdos com ε ∼ N (0, 1) e xi são

preditores com X ∼ U(3, 5). Os parâmetros β0 e β1 são definidos como 3 e 4,

respectivamente. Para esse exemplo, foram escolhidos os seguintes quantis de ordem
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τ = (0, 10; 0, 25; 0, 50; 0, 75; 0, 90). Assim, o modelo de regressão quant́ılica, que modela

quantis condicionais como funções de covariáveis, utilizado foi

QY (τ |x) = β0(τ) + β1(τ)xi.

Para estimação e extração de inferências sobre as funções quant́ılicas condicionais,

nesse estudo, empregou-se o pacote quantreg do software R, que é uma implementação da

regressão quant́ılica, que auxiliou no cálculo para a obtenção das estimativas b0 e b1 dos

parâmetros. Os erros padrão foram computados pelo método bootstrap, técnica xy-pair,

fazendo uso da função summary.rq, onde se deve acrescentar o comando se = “boot” e

especificar como bsmethod = “xy”, desse modo inferindo sobre o vetor de parâmetros. Os

resultados, na tabela a seguir, apresentam as estimativas b0 e b1 dos parâmetros β0 e

β1, segundo os valores de τ especificados e seus erros padrão correspondentes.

Tabela 2.1 - Estimativas dos parâmetros para regressão quant́ılica.

τ Parâmetro Estimativa Erro Padrão Wald p-valor Intervalo de Confiança

L.I. L.S.

0,10 β0 1,656 0,057 28,988 < 0,001 1,544 1,768

β1 3,545 0,179 19,782 < 0,001 3,194 3,896

0,25 β0 2,220 0,039 57,497 < 0,001 2,145 2,296

β1 4,629 0,071 64,999 < 0,001 4,490 4,769

0,50 β0 2,925 0,027 107,325 < 0,001 2,872 2,979

β1 4,823 0,050 97,421 < 0,001 4,726 4,920

0,75 β0 3,575 0,035 103,720 < 0,001 3,507 3,642

β1 4,956 0,055 90,560 < 0,001 4,849 5,063

0,90 β0 4,211 0,038 110,076 < 0,001 4,136 4,286

β1 4,904 0,072 68,302 < 0,001 4,764 5,045

Os valores das estat́ısticas de Wald, também, estão exibidos na Tabela 2.1, que verifica

a hipótese de interesse se todos os parâmetros βi(τ) são iguais a zero versus a hipótese

alternativa, de que pelo menos um deles difere de zero; segundo resultados, contata-se

que, a ńıvel de 5% de significância, os parâmetros diferem significativamente de zero. Em

consonância com isso, são apresentados os valores dos intervalos com 95% de confiança

(I.C.), conforme suas respectivas estimativas e quantis de ordem τ , que foram calculados

a parte, com aux́ılio dos resultados fornecidos pelos pacotes mencionados. Desse modo,
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conforme as estimativas obtidas, pode-se apontar os modelos finais de regressão quant́ılica,

tais como

Q̂Y (0, 10|x) = 1, 656 + 3, 545xi,

Q̂Y (0, 25|x) = 2, 220 + 4, 629xi,

Q̂Y (0, 50|x) = 2, 925 + 4, 823xi,

Q̂Y (0, 75|x) = 3, 575 + 4, 956xi,

Q̂Y (0, 90|x) = 4, 211 + 4, 904xi.

Na regressão quant́ılica, a interpretação dos parâmetros, desses resultados, dá-se da

seguinte forma, por exemplo: aumentando em uma unidade a covariável xi, estima-se que

a mediana (quantil de ordem τ = 0, 5) de yi aumente em 4,823 unidades. Sendo assim,

a leitura é feita na forma de taxa de variação no quantil de ordem τ de interesse ao variar

o valor da variável explicativa.

No próximo caṕıtulo, será abordado a aplicação da regressão quant́ılica para dados cen-

surados, denotando como uma alternativa mais abrangente da distribuição de sobrevivência

a outras técnicas clássicas, visto que o modelo propicia às covariáveis efeitos variados em

cada ńıvel de quantil no tempo de acompanhamento.
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