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Resumo

DA SILVA, A. A. M. Regressao quantilica para dados com censura intervalar.
2019. 101f. Dissertacao (Mestrado) - Pds-graduagao do Departamento de Estatistica,
Universidade de Brasilia, Brasilia. 2019.

Com a extensao da regressao quantilica a andalise de dados de sobrevivéncia, a técnica
se mostrou uma possibilidade ou complemento por modelar de forma direta o quantil
condicional do tempo de sobrevivéncia. Também proporcionou uma interpretacao mais
acessivel, visto que as conclusoes obtidas sao feitas no tocante ao tempo de sobrevivéncia.
A motivagao dessa dissertacao foi a generalizacao da regressao quantilica quando a variavel
resposta apresenta censura intervalar, cujo foco foi a adaptagao de um algoritmo proposto
para a estimacao de maxima verossimilhanca nao paramétrica da distribuicao da variavel
resposta na presenca da censura intervalar. Para analise de sua performance, foi realizado
um estudo de simulacao, com cendrios diferentes e comparando essa metodologia a outra
técnica proposta na literatura, aplicado a dados com censura intervalar, avaliando o vicio,
o erro padrao e o erro quadratico médio. Ademais, realizou-se a aplicacao a conjuntos de
dados reais com a intencao de também verificar o desempenho dos métodos estudados.

Palavras-chave: Regressao quantilica; Anélise de sobrevivéncia; Censura intervalar;

Dados censurados; Kernel; Regressao Isotonica.






Abstract

DA SILVA, A. A. M. Quantile Regression for Interval Censored Data. 2019.
101s. Dissertation (Master degree) - Department of Statistics, University of Brasilia,
Brasilia, 2019.

With the extension of the quantile regression to the analysis of survival data, the te-
chnique proved to be a possibility or complement by directly modeling the conditional
quantile of survival time. It also provides a more accessible interpretation, since the con-
clusions obtained are made regarding survival time. The motivation of this dissertation
was the generalization of the quantile regression when the response variable is has interval
censorship. The focus was the adaptation of a proposed algorithm for the nonparametric
maximum likelihood estimation of the distribution of the response variable in the presence
of interval censorship. In order to analyze its performance, a simulation study was carried
out, with different scenarios and by comparing this methodology to another technique pro-
posed in the literature, applied to data with interval censorship, evaluating the bias, the
standard error and the mean square error. In addition, the application was made to real
data sets with the intention of also verifying the performance of the methods studied.

Keywords: Quantile regression; Survival analysis; Interval censored data; Censored

data; Kernel; Isotonic Regression.
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Capitulo 1

Introducao

A regressao quantilica é reconhecida como uma extensao mais robusta a tradicional
estimacao via minimos quadrados dos modelos de regressao linear, que somente detecta
associacoes com a média condicional. Esse procedimento estatistico oferece uma opcao
mais ampla para avaliar a influéncia dos efeitos das covariaveis sobre a variavel resposta
nos diferentes niveis de quantis, produzindo informacoes mais detalhadas. Assim, o modelo
de regressao quantilica especifica o valor do quantil condicional de uma variavel resposta
real Y dado o valor X = x, um vetor de covaridveis p-dimensional (Koenker e Bassett Jr,
1978):

Qv (rlx) =x'B(7),

em que Qy(7|x) é o quantil condicional de Y|X =z, 0<7<1 e S €RP (éo vetor de
parametros) para p > 1.

Algumas das propriedades da regressao quantilica sao bastante atrativas, principal-
mente diante da violagao de pressupostos e de outliers. Quando ha falha na suposicao de
homoscedasticidade, a regressao quantilica proporciona uma abordagem menos sensivel a
essa variabilidade estatistica dos dados se comparada a média condicional, havendo uma
acomodacao da heteroscedasticidade. Dessa maneira, possibilita uma perspectiva mais
precisa e abrangente em relacao aos diferentes niveis de associagoes. Esse mesmo compor-
tamento ¢é constatado na presenga de outliers, em que as estimativas da regressao quantilica
também se apresentam robustas. Outro recurso importante do método é com relagao as
transformacoes, visto que hé invariancia dos modelos as transformacoes monétonas. Por-
tanto, a distribuicao original é preservada, permitindo que a interpretacao seja feita de
forma direta dos parametros.

Com a extensao da regressao quantilica a andalise de dados de sobrevivéncia, a técnica
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se mostrou uma possibilidade ao tradicional modelo de riscos proporcionais de Cox, por
modelar de forma direta o quantil condicional do tempo de sobrevivéncia. Assim, facilita
a interpretagao, visto que as conclusoes obtidas pela regressao quantilica sao feitas no
tocante ao tempo de sobrevivéncia e nao em relagao a fungao de risco — como no método
de Cox.

Para andlise de dados com tempo de censura aleatéria (além dos tipos censura a direita
e a esquerda), ha o tipo chamado de censura intervalar ou sobrevivéncia intervalar, em que
o tempo do evento (Y) somente é conhecido por ter ocorrido num determinado intervalo
de tempo, ou seja, Y € (ty;,t9], em que ty; e ty; sdo instantes de observagdo. A censura
intervalar se divide nos casos I e II. Os dados de censura intervalar do caso I, mais conhecido
como estado corrente (current status), concernem a dados em que todas as observagoes
sao censuradas pela direita, Y € (t1;,00), ou pela esquerda, Y € (0,ty;), em que Y e
t1; sao variaveis independentes. Portanto, no estado corrente, o individuo é observado
apenas uma vez no experimento num determinado tempo de observagao (ty;), verificando
a ocorréncia ou nao do evento de interesse. Ja o caso II é o caso geral, quando hé exames
periédicos, em que se tem duas informacoes de tempo para um mesmo caso, t1; < Y < to;.

Nesta dissertacao, a motivagao foi a generalizagao da regressao quantilica quando a
variavel resposta estd em censura intervalar. Um dos enfoques é a adaptagao de um
algoritmo proposto para a estimagao nao paramétrica de maxima verossimilhanca da dis-
tribuicao da variavel resposta na presenca da censura intervalar. Para aplicacao do método
de Portnoy, descrito em [Rasteiro (2017), para dados com censura a direita, realizou-se a
imputacao dos tempos de falha para os casos em que o intervalo de censura é finito. Para
uma observacao em que isso ocorre, a funcao de distribuicao condicional do tempo de fa-
lha, dado o valor da covariavel, foi estimada adaptando-se o algoritmo iterativo da funcao
minorante convexa, introduzindo pesos as observagoes, de tal forma que esses fossem de-
crescentes quanto maior fosse a distancia entre o valor da covaridvel para a observacao
fixada e para o restante das observagoes, utilizando nicleo estimador (Kernel). Obtida a
estimativa, essa foi uma funcao escada dos valores das observacoes, utilizando novamente
nucleo estimador para que se pudesse obter o valor imputado 7; para a variavel resposta,

gerando um valor z; com distribui¢do uniforme no intervalo [F'(ty;), F'(t2;)] e obtendo

i = F~(z;) iterativamente.

O método proposto foi comparado com a metodologia abordada por [Zhou et al. (2017,
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que trata da estimacao do vetor de parametros ((7) para modelos de regressao quantilica
com dados censurados por intervalos e a obtencao da propriedade de consisténcia. Em
Zhou et al.| (2017), a propriedade da normalidade assintética é estabelecida com um viés
convergindo para zero. Para reduzir o viés, Zhou et al| (2017) propéem o método de
corregao de polarizagao baseado na metodologia direta (estimativa inicial). Esses método
nao exige que os vetores de censura sejam distribuidos de forma idéntica e pode ser aplicado
a modelos com varias covariaveis.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma: o Capitulo 2 trata de uma breve
revisao sobre os quantis via otimizacao, apresentando a solugao para uma simples mi-
nimizacao de uma soma da fungao perda, resolvida pelo quantil amostral de ordem 7.
Também se refere a definicao de modelos de regressao quantilica, propriedades e inferéncia
para esses modelos. No Capitulo 3, ha uma abordagem inicial sucinta sobre censura inter-
valar. Ademais, trata sobre a regressao quantilica aplicada a dados de censura intervalar,
casos I e II. Assim, também versa sobre o método proposto que utiliza a suavizacao da
estimativa da distribuicao condicional de Y dado o valor das covariaveis continuas, utili-
zando a estimacao nao paramétrica através da regressao isotonica e suavizada com a funcao
kernel, incluindo a aplicacdo da metodologia usada por Rasteiro (2017). Além disso, ha
uma explanagao sobre a abordagem realizada por Zhou et al. (2017). O Capitulo 4 exibe
um estudo de simulacao para aplicacao do algoritmo proposto para o estimador de maxima
verossimilhanca nao paramétrico da distribuicao da varidvel dependente na presenca da
censura intervalar, em comparacao com a técnica de Zhou et al| (2017). No Capitulo
5, tem-se a aplicacao das metodologias a dados empiricos. O Capitulo 6 apresenta as

consideragoes finais sobre o estudo.
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Capitulo 2

Regressao Quantilica

O método dos minimos quadrados (MMQ) vem sendo empregado, particularmente,
para realizar a analise de regressao, ja que o procedimento versa sobre a relagao entre a
variavel resposta de interesse e as covariaveis, descrevendo a média da variavel Y para
cada valor fixo de X, através de uma funcdo de média condicional da resposta (Hao e
Naiman, [2007). Suponha que Y seja uma varidavel dependente continua e X um preditor

p-dimensional, considerando o modelo padrao de regressao linear
/ .
Yi=x,f+¢;, i1=1,..n,

em que ¢; sao independentes, identicamente e normalmente distribuidos com média zero
e variancia desconhecida o2 O cerne da andlise de regressao cldssica estd na média,

E(Y|X = x) = 2/, em que [ mensura a variagdo marginal no valor esperado de Y
dada a variacdo unitdria em X, pois assume que FE(g|X) = 0 e a Var(g/X) = o2
Ademais, a aplicacao de modelos de médias condicionais conduz a estimadores que sao
acessiveis para computar e interpretar, apresentando, também, propriedades estatisticas
atraentes. Os estimadores (B) podem ser obtidos por MMQ), que minimiza o valor da
n

fungao de erro quadratico médio, isto é, mingegr .

[V; —x/4]°, em que x| é a i-ésima
linha da matriz X.

Entretanto, a estrutura de médias condicionais possui limitacoes intrinsecas, pois ao
resumir a relacao entre Y e X, o modelo gerado nao pode ser imediatamente estendido a
outras medidas, além da média. Outra desvantagem ocorre quando hé elevada distorcao
da distribuicao, o que pode dificultar a interpretacao da média. No caso de violacao da
suposicao de normalidade, isso pode suscitar imprecisao nos erros padrao. Assim, esse

modelo tradicional nao considera as propriedades distributivas condicionais completas da

variavel dependente, apresenta apenas informacao sobre a média condicional.



6 Capitulo 2. Regressao Quantilica

Apesar do modelo de regressao linear e do modelo de regressao quantilica serem analogos
em alguns aspectos, ja que ambos tratam de uma variavel dependente continua e funcao
linear em parametros (desconhecidos), as técnicas diferem na modelagem dos dados e
na dependéncia das suposicoes pertinentes aos erros, como ja mencionado. A regressao
quantilica é considerada uma generalizacao natural da regressao linear classica, pois é ro-
busta quanto as suposicoes distributivas, posto que o estimador pesa o comportamento
local da distribuicao perto do quantil especifico, mais do que o comportamento remoto
da distribuigdo (Hao e Naiman, [2007), logo a estimacao dos parametros é considerada
mais eficiente. Na regressao quantilica também ha variacao no quantil condicional, pois é
possivel modelar qualquer posi¢ao predeterminada da distribuicao, para qualquer quantil
especificado. Portanto, ¢ uma abordagem mais abrangente para a analise estatistica.

Desde o trabalho seminal de [Koenker e Bassett Jr| (1978]), admitiu-se a regressao
quantilica como uma extensao mais robusta, especialmente para os erros que nao apresen-
tam distribuicoes Gaussianas. Os primeiros trabalhos de aplicagoes empiricas dos modelos
de regressao quantilica foram dos economistas (Buchinskyl, [1994; Chamberlain, [1994)), com
estudos que pesquisavam a respeito de toda a distribuicao condicional dos salarios, a fim
de precisar se os retornos de grau de escolaridade, a experiéncia e os efeitos da filiacao
sindical diferiam entre os quantis salariais.

Outros estudos deram sequéncia, abordando tépicos adicionais, com a utilizacao da re-
gressao quantilica para andlise salarial, como diferencas de saldrios entre brancos e minorias
(Chay e Honore, 1998), diferenga salarial entre homens e mulheres (Fortin e Lemieux)|1998)),
a transferéncia intergeracional de rendimentos (Eide e Showalter, 1999), distribuigoes de
salarios dentro de industrias especificas (Budd e McCall, [2001)), variacao na distribuigao
salarial (Machado e Matal |2005; [Melly, 2005)) e nivel educacional e desigualdade salarial
(Lemieux 2006)).

O emprego da regressao quantilica também se estendeu para discorrer sobre o impacto
demogréfico sobre o peso ao nascer do bebé (Abrevayay, [2002)) e a qualidade da escolaridade
(Bedi e Edwards, [2002} [Eide et al., [2002)). Além disso, a regressao quantilica se espalhou
para outros campos, notadamente a ecologia e as ciéncias ambientais (Cade et al., [1999;
Scharf et al., |1998), a sociologia (Haol 2005, 2006alb) e medicina e saide ptblica (Austin
et al., [2005; Wei et al., 2006). Informagcoes obtidas em Hao e Naiman| (2007)).
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2.1 Quantis via otimizacao

Nesta secao, os conceitos foram baseados no livro de Koenker e Portnoy| (1996)).

Seja Y qualquer varidvel aleatéria de valor real com a funcao de distribuicao acumulada
Fy(y) = Fly) = P(Y <y).

O quantil de ordem 7 para Y ¢é definido como

Qv (1) =Q(1) = Fy (1) = inf{y : Fy(y) > 7}, (2.1)

para V7 € [0,1]. Se F(-) é estritamente crescente e continua, entdo Fy '(7) é um tnico
numero real y tal que F(y) = 7 (Gilchrist, 2000).

Os quantis ordinarios de uma amostra surgem de um problema de otimizacao elementar.
Considere a questao da teoria de decisao em que se necessita uma estimava pontual para
uma variavel aleatéria com fungao de distribuicao F(-). Tome, a funcdo perda definida

CcOo1mo

1, u<0
pr(u) =u{r —I{u<0)}, I(u<0)= (2.2)
0, ©u>0

~

para V7 € [0,1] e p;(u) > 0 para Yu, em que I é a funcado indicadora e u =Y — g.
Para minimizar a perda esperada, considera-se encontrar g. Logo, tem-se,
A o A ?g A
Elp-(Y = )] = T/ (y = 9)dFy(y) + (1 — 1) / (y — 9)dFy (y).
Y —00

Para encontrar a condi¢ao de primeira ordem com respeito a ¢, tem-se

0= %{E[pT(Y—@)]}:T/;dFy(y)HT_U/y 0F,(y) = F(j) — 7

—0o0

Dado que a fungao de distribui¢ao acumulada é mondtona, qualquer elemento de {y :
F(y) = 7} minimiza a perda esperada, isto é, ¢ ¢é o quantil de ordem 7 para Y,
y=Fy '(7), que minimiza a observacao esperada para a funcio de perda definida

min Elpo(¥ = ) (2.3)

No caso de a fungao de distribuigao acumulada ser substituida por F,(¢), uma fungao

de distribuicao empirica é
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A escolha de y para minimizar a perda esperada,

/pf(yi—ﬂ)an(y) = %pr(yi—ﬁ),

acarreta no quantil amostral de ordem de 7. O problema de otimizagao, para encontrar

o quantil amostral de ordem 7, da-se da seguinte forma
G = mianT(yi —qr). (2.4)

Para exemplificar o problema de minimizagao ([2.4)), a seguir, construiu-se alguns dados

ficticios com auxilio do software R.

Exemplo 2.1. Seja Y, ...,Y, uma amostra aleatéria com n = 1.000 observagoes de
uma varidvel Y ~ N(0,5; 0,5). Assim, computou-se a func¢ao (2.4)) para ¢, = y, em
que y representa cada observacao da amostra, e para os diferentes valores de quantis,

7€ (0,25, 0,5, 0,75).

* =025
\ — 05

=075

1000

Figura 2.1: Exemplo de ¢, = > p,(y; — ¢-), em que 7€ (0,25, 0,5, 0,75).

Os valores de ¢,, que minimizam ¢,, sao iguais a 0,176, 0,526 e 0,828, conforme

os respectivos 7 = (0,25, 0,5, 0,75), nesse exemplo.
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2.2 Estimacao para regressao quantilica

A regressao quantilica avalia o impacto de um vetor de preditores X = x, p-dimensional,
em uma varigvel resposta Y (escalar), definida para 7 € [0,1]. Assim, a fungao do quantil

de ordem 7 condicional é dada por
Qv(rlr) =inf{y: P{Y <y [ X =z} > 7}, (2.5)

em que Qy(7|z) = Q.(Y|X ==x). Como ja foi mencionado, Koenker e Bassett Jr| (1978)

defenderam a substituicao de um modelo linear para a média de resposta pelo modelo

Qy (7lz) = Po(7) + 2'Bi(T) + ¢, (2.6)

em que 7 € [0,1], o0s coeficientes quantilicos sao [By(7) € R e [Bi(1) € RP e € éo
vetor de erros desconhecidos, supondo que o quantil condicional de ordem 7 ¢é zero, isto
é, Q(tlz) = inf{a : P(e <alX =2) > 7} =0o0u Ple <0/X =2) =7 (Rodrigues
et all 2016; [Davino et al., 2013)). Pode-se interpretar o coeficiente [, como a taxa de
variagao no T7-ésimo quantil da varidvel resposta Y ao variar em uma unidade o valor
do i-ésimo regressor, mantendo os valores fixos das demais varidveis (Rasteiro, 2017). Do

mesmo modo, como o quantil da amostra de ordem 7 resolve (2.4)), logo, leva-se a uma

abordagem da equacao (2.6]), obtendo-se
Qy (r|z) = mln ZPT — Qy(7]2)), (2.7)

em que Qy(7|z) = Q.(Y|X ==x) denota uma fungao (geral) do quantil condicional.

Seja (yi, x;),Vi > 1, com n valores observados de (Y, X). Na inferéncia do modelo
de regressao quantilica linear, a estimacao de [(7) é realizada resolvendo o problema de
minimizag¢ao

B(r) = min > p.(y; — aib), (2.8)

i=1

ou seja, visando obter uma estimativa de [ que minimize essa funcao.

Agora revisar-se-4 alguns métodos, como simplex e ponto interior para resolver a
equacao . No caso particular de tendéncia central, a soma de erros absolutos é mini-
mizada pelo estimador da regressao mediana. As outras fungoes quantilicas condicionais

sao estimadas minimizando uma soma de erros absolutos assimetricamente ponderados.
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Algoritmo Simplex
O problema de regressao quantilica (2.8)), ou seja, o célculo do estimador B (1), pode

ser reescrito como o problema de programacao

min Z Tly: — xi'B| + Z (1—17)|y: —xi'B|

BERP
ie{i:y; > 8} ie{iy;<ziB}

min {rlu+(1-7)1lv|y=X8+u-v}, (2.9)
(Bu,v) € RPx Ri"

sujeitoa SERP, u>0e v>0,

em que 'y = (Y1,...,Yn) , X = (21, ..., 2) , 1, é um vetor (n x 1) de valores iguais
aum, u=[y—X08y , v=[XB-yly e [z]+ éa parte ndo-negativa de z.
Levando isso alguns passos a frente, tem-se que 0 = (¢', ¢’ 0, v’), ¢ =[pF ]y, ¢ =
[ ], B=[x —x I, —1,], em que I, éa matriz identidade de ordem n, e
d=(0,0,71,(1—7)1,), em que 0’ = (0,0,...,0),. Pode-se escrever o problema como

um problema primal de minimizacao de programacao linear na forma padrao

(P) mein d'é (2.10)
s.a. BO =y,
6> 0.

Assim, a resolucao do problema pode se dar através do método simplex, o qual
comega em uma solugao bésica factivel (um dos pontos extremos). Se for a solugao 6tima,
parard; mas se nao for, continuara deslocando de vértice para vértice no exterior do con-
junto de restrigoes lineares. O algoritmo continua até fornecer o menor valor para a fungao
objetivo (ou maior, para problemas de maximizagao), comparada com a atual, ou seja,
chegar ao 6timo (novo vértice).

O livro de Dantzig (2002)) relata que suas ideias sobre o método simplex, surgiram em
1947 como um ensaio para a resolucao de uma classe de problema de planejamento militar,
empregando métodos semelhantes aos que ele utilizou em estudos anteriores com Wald e
Neyman sobre o lema de Neyman-Pearson. No entanto, Barrodale e Roberts| (1973) foram
quem propuseram o primeiro algoritmo que explora de forma dual as varidveis limitadas

do problema de minimizacao dos erros absolutos do modelo de regressao linear. Ja com



Secao 2.2. Estimagao para regressao quantilica 11

relagdo a regressao quantilica, Koenker e d’Orey| (1987) sugeriram um algoritmo modifi-
cado do método simplex, mais eficiente, para esse tipo de problema quando o tamanho
do conjunto de dados é moderado. Além disso, o algoritmo é o mais estavel por sempre
encontrar uma solugao, apesar de ser lento para um grande nimero de observagoes (Chen e
Wei, 2005). Essa abordagem de |Barrodale e Roberts (1973) estd implementada no pacote
quantreg do software R, utilizando o comando method = “br”. Para maiores detalhes sobre

o método simplex vide Koenker et al.| (2017)) e [Santos| (2012).

Algoritmo de Ponto Interior

Ja o método de ponto interior é computacionalmente superior se comparado ao tra-
dicional método simplex para grandes problemas de programacao linear e para grandes
aplicagoes de regressao quantilica (Portnoy et all |[1997). Esse algoritmo é um conjunto de
técnicas iterativas que, em vez de percorrer o exterior do conjunto de restrigoes, como no
simplex, desloca-se para o interior do conjunto de restrigoes (regiao factivel) em diregao a
uma solucao de vértice.

A abordagem do método ponto interior por [Karmarkar| (1984) apresenta uma conexao
estreita com o trabalho sobre métodos de barreira para otimizagao restrita, de |Fiacco
e Mccormick (1968), e também para programas lineares de [Frisch| (1956). Seguindo a

exposigao em [Portnoy et al.| (1997)), considere o programa linear canonico
min {c'z | Az = b,z > 0}. (2.11)
Associa-se esse problema a reescrita da barreira logaritmica (método de Frisch)
B(x, u|Az = b), (2.12)

em que

Bla.p) = — 'y los(ri).
A equacao substitui as restrigoes de desigualdade em com um termo de
penalidade da barreira do logaritmo, assim, minimizando com uma sequencia de
parametros u, tal que g — 0. Com isso, obtém-se, no limite, uma solugao para o pro-
blema original . O problema modificado mostra uma clara vantagem, pois gera
passos do método de Newton para qualquer p fixo. [Portnoy et al. (1997) escreveram o

problema quadrético (Newton) para uma dire¢ao resultante de descida, p, inciando em x
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como (Koenker et al., 2017):

1
min = {c'p — up/ X~ + S pup' X7l Ap = b},
p

em que
2, 0 - 0
' 0 29 --- 0
X =diag(z) =
0 0 -

Denotando um vetor de multiplicadores de Lagrange para a restricao de igualdade por

y, esse problema produz condigoes de primeira ordem
{c—pX M, +uX?p= Ay, Ap = 0},
que, multiplicando-se por AX?, pode ser reformulado como
AX?Aly = AX?c — nAX',,.

Resolver y e substituir as condi¢oes de primeira ordem produz uma direcao de Newton,
0. A dificuldade inerente de cada passo desse método de barreira primordial consiste, por-
tanto, em resolver o sistema linear p x p nessa equagao. [Koenker et al.| (2017)) mencionam
que alguma melhoria no desempenho pode ser alcancada explorando as formulagoes pri-
mais e duais do problema. O dual do problema canénico pode ser expresso como (Koenker
et al., 2017):
myax{b'y | Ay+z=¢, z>0}.

A otimizacdo na primal implica em ¢ — pX 11, = Ay, entdo, pode-se definir 2 =

pX 1 para satisfazer a restricao dual e obter o sistema

A trajetéria paramétrica (z(p),y(u), z(n)) descreve o “caminho central” do centro
da restricao definido para uma solucao no limite do conjunto de restricoes, satisfazendo
a classica condigao de folga complementar, Xz = 0, quando p = 0. Essa formulagao

primal-dual novamente resulta em um sistema linear p X p, que requer o mesmo esforco



Secao 2.3. Propriedades da Regressao quantilica 13

computacional em cada iteragao (Koenker et al. 2017)). Para completar a descricao do
método primal-dual, precisaria especificar a distancia a percorrer na direcao p, como
ajustar p a medida que avanca ao longo do caminho central e como parar; esses detalhes
podem ser encontrados em Chen e Wei (2005)); Portnoy et al.| (1997).

Chen e Wei (2005) mencionam que o algoritmo de ponto interno é simples, facilmente
adaptado em outras situagoes (por exemplo, regressao quantil restrita), e muito rapido para
conjuntos de dados que possuem muitas observagoes e um pequeno nimero de variaveis
explicativas, mas apresenta dificuldade na presenca de outliers nas covariaveis. O método
ponto interior esta implementado no pacote quantreg do software R, utilizando o comando
method = “fn” ou method = “pfn”, este se o caso é o uso do pré-processamento, que me-

lhora substancialmente o desempenho do algoritmo (Santos, [2012; Koenker et al.| 2017)).

2.3 Propriedades da Regressao quantilica

Teorema 1 (Koenker e Bassett Jr, [1978) - Seja a matriz A,y, nao singular, v € R?

e a> 0. Entao, para qualquer 7 € [0, 1],

(i) Equivariancia de escala:

* Bf(aan) = CLBT(%X)v

* BT(_CL?%X) = a@l—f(va)'
(ii) Equivariancia de regressao: BT(y + X7, X) = BT(y, X))+, v€RP.

(iii) Equivariancia da reparametrizacio da matriz de design: f.(y, AX) = A4, (y, X),
4] £0.

(iv) Equivariancia a transformagoes mondtonas: Q. (h(Y)|X) = h(Q,(Y]X)).

O item (iv) é outra propriedade que os quantis dispdem, como mencionado anterior-
mente. Essa propriedade é essencial para uma maior compreensao do potencial da regressao
quantilica. Muitas vezes surgem situagoes em que as transformacoes sao consideradas para
obter linearidade ou uma distribuicao mais proxima da almejada. As transformacoes de
logaritmo, por exemplo, sao muito utilizadas para corrigir a assimetria a direita de uma

distribuicao. Isso permite uma interpretacao das estimativas em termos relativos, no caso
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de modelos de regressao linear. Entretanto, em termos absolutos, a média condicional da
variavel dependente nao pode ser obtida a partir da média condicional na escala de log,

por exemplo, pois é evidente que nao usufrui dessa propriedade,
ERY) # h(E(Y)).

A transformacao modifica sobretudo o que esta sendo estimado na regressao de minimos
quadrados (Hao e Naiman| 2007)).

Ja a regressao quantilica obtém o seguinte resultado:

Qn)(7) = h(Qy (7)), (2.13)

em que h(-) é uma fungao nao decrescente em R e Qy(7) é o quantil de ordem 7 de

qualquer v.a. Y de interesse apoiada no fato elementar que, para qualquer h mondtona,
P(Y <y)=P(h(Y) < h(y)).

A robustez também é uma importante caracteristica da regressao quantilica, que esta
relacionada a violagao de pressupostos de modelo relativos a variavel resposta e a nao
sensibilidade a outliers. Essa propriedade surge em decorréncia da esséncia da funcao de
distancia,

n

Sdi)=7 Y lp-bmwl + -7 3 |y b(r)al,

1=1 Yy > b(T)wy 1y < b(T)x;
que é minimizada, pois alterando os valores da variavel dependente de interesse, nao modi-
ficando o sinal do residuo, a linha ajustada continua a mesma. Do mesmo modo, é muito
limitada a influéncia dos outliers, no que se refere aos quantis univariados.

Para o modelo de regressao linear cléssico da média, quando se computa a matriz de
variancia e covariancia das estimativas, a suposicao de normalidade faz-se necessaria. A
violacao dessa suposi¢ao pode proporcionar imprecisao nos erros padrao. Ja a regressao
quantilica apresenta robustez a suposicoes distributivas devido ao estimador pesar o com-
portamento local da distribuicao adjacente ao quantil de interesse mais do que o compor-

tamento remoto da distribui¢ao (Hao e Naiman| |2007)).
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2.4 Inferéncia para o modelo de regressao quantilica

Nesta secao, abordar-se-a a obtencao de intervalos de confianca para os parametros do
modelo regressao quantilica, tratando sucintamente os seguintes métodos: o assintotico
e o0 boostrap. Também discorrera sobre o teste de hipotese linear geral para regressao

quantilica.

2.4.1 Intervalo de confianca: método assintotico

A teoria assintdtica é uma abordagem elementar também oferecida pela visao de oti-
mizacao dos quantis amostrais ordinarios, cujos resultados obtidos em modelo amostral se
generalizam como o modelo clédssico de regressao linear (Koenker, 2005). Seja o modelo

linear:
Yi = Po(T) +X51(T) + &4,

em que, para algum 7 de interesse, supondo que ¢; tenha distribuicao F(-) e sejam erros
independentes e identicamente distribuidos (iid). Entao, as fun¢oes quantilicas de y; sao

(determinado em ({2.6))):
Q(rlz) = Bo(r) +xBu(7) + F (1),

na qual F., denota a funcao de distribuicao comum dos erros, para algum 7 de interesse,
e que o quantil de ordem 7 de ¢; seja igual a zero.

Teorema 2 (Koenker e Bassett Jr, [1978) - Seja uma sequéncia de estimadores {3(r),
B(Tg),..., B(Tm)}, com 0 <7 < ..< T, <1, para os parametros do modelo (2.6,
em que F(-) é continua e tem densidade f(-) continua e positiva em Q(7), sendo
Q(1) = F71(r;), que é o quantil de ordem 7;. Verifica-se que, na configuracao em que
os erros da regressao quantilica sdo independentes e identicamente distribuidos (iid), o

estimador ((7) é nao viciado e segue uma distribuigdo normal assintética:

Va(B(r) — B(r)) -2 N0, V(71, e, o)), (2.14)

em que a matriz de covariancias V(7), pode ser dada como Q(7y, ..., Ty, F)®@ D! sendo
Q(11, ..., T, F) a matriz de covariancias dos m quantis amostrais correspondentes de
amostras aleatorias com distribuicao F, ® ¢é o produto de Kronecker e D ¢é uma

matriz positiva definida como lim n~* E XX, e 1, =1:n=1,2... Quando hd um
n — o0
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unico 7, a matriz de variancia e covariancia na equacao ([2.14)) se reduz a

V(r) = T(fi—(_O)T)(X’X)—l, (2.15)

na qual f;,Vi € [0,n] é a fungao densidade dos erros (Santos, [2012)).
No caso de erros independentes, mas nao identicamente distribuidos, com as funcoes de
densidade de probabilidade (f;), a teoria assintética de 3(7) é um pouco mais complexa,

segundo Koenker| (2005). A distribuicdo assintética de /n(3(r)—B(7)) segue uma normal

com média zero e matriz de variancia e covariancia
V(r)=7(1-7H,J,H* (2.16)

que possui a forma “sanduiche” de Huber et al.| (1967)), conforme a seguir:

Va(B(r) — B(r)) 2 N(0, 7(1 — 7)H, 13, H, 1), (2.17)
em que .
Jo(7) =n~" Z ;X

H,(1)= li_>rn n! Zxﬂ;fz(ﬁ(ﬂ)),
i=1

~

dado que f;(B(7;)) é a funcdo de densidade de probabilidade da varidavel dependente
considerada no quantil condicional (de interesse) de ordem 7.

Nos dois casos expostos e , h& maneiras diferentes de estimar a matriz de
variancia e covariancia. Para estimar V(1) da equagdo , conforme |Kocherginsky
et al| (2005), pode-se obter uma estimativa de 1/f(0) utilizando a diferenga entre os

quantis empiricos (Santos, [2012):

A A

F Y7 +h,)—F Y1 —hy,))
2hy, ’

com lim, o h, =0 e h, computado segundo Hall e Sheather| (1988)). Na fungao sum-
mary.rq do pacote quantreg do software R, para usar esse método de inferéncia, basta
tomar o comando se = “iid”, que fornecera os valores das estimativas dos parametros do
modelo, seus erros padrao e significancia de cada estimativa (Santos| 2012).

Ja para estimar V(7) na equacao (2.16]), uma forma é atribuida através de h,, e, na

sequéncia, a obtencao de H, (Koenker, 2005). Assim, um estimador assintoticamente
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nao viciado para f;(4(r;)) computa-se do seguinte modo (Kocherginsky et al., 2005):
2hy,
(x;BT‘th - x;BT*hn)

Note que se fZ(B (i) =1f (B (1:)), Vi, i.e., sob asuposicao de erros aleatérios independentes

identicamente distribuidos, a matriz de variancia e covariancia corresponde com a exposta

na equagao ([2.15)) (Rasteiro, [2017). E tem-se
H,(r) =n™' Y fi |8(m)] wial,
i=1

assumindo que H, N 2§ n- Ja para esse método de inferéncia, utiliza-se o comando se =
“nid” também na funcao summary.rq do pacote quantreg do software R (Santos, 2012).

Por conseguinte, utilizando o teorema 2, pode-se obter um intervalo de confianga as-
sintotico para os parametros (3, dos modelos de regressao quantilica com a estimativa
da matriz de variancia-covariancia. Para mais detalhes sobre esses resultados assintéticos,
vide |Koenker e Bassett Jr (1978)), Hendricks e Koenker| (1992), Koenker e Machado (1999),
Koenker e Xiao| (2002), Koenker| (2005) e Kocherginsky et al.| (2005)).

2.4.2 Intervalo de confianca: método bootstrap

A reamostragem é uma alternativa evidente a inferéncia assintética, por estimar erros-
padrao de parametros sem requerer suposicao alguma no tocante a distribuicao de erros
(Gould et al., [1993). Bootstrap em pares representa uma forma muito eficaz de estimacao
da matriz de variancia-covariancia e de obter intervalos de confianga, (Efron e Tibshirani,
1994). Para os modelos de regressao quantilica, as técnicas de bootstrap foram consideradas
do mesmo modo eficazes (Parzen et all |1994); entretanto, demandam calculos repetidos
das estimativas do quantil de regressao, o que pode ocasionar em um maior custo com-
putacional, principalmente quando n e p sao grandes. Afirma-se que, para obter uma
estimativa aceitavel da matriz de variancia-covariancia, sao necessarias 50 réplicas de bo-
otstrap. (Efron e Tibshirani|, 1994).

Ademais, a despeito das estimativas de bootstrap serem consideradas imparciais, elas
expoem diferentes causas de variabilidade, posto que sao baseadas em um nimero finito de
replicagoes (variabilidade de reamostragem de bootstrap) e em uma tnica amostra de uma
determinada populagao (Davino et al., 2013)). Ha varias técnicas utilizando reamostragem,

COImao:
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e Método pares xy ou bootstrap da matriz de design (Kocherginsky, 2003));
e Método baseado em funcoes de estimativa pivotantes (Parzen et al., 1994));

e Bootstrap marginal da cadeia de Markov (He e Hu, [2002; Kocherginsky, |2003; |Ko-
cherginsky et al., 2005)).

O método pares xy representa a construgao de um dado nimero de amostras (B),
usualmente com o mesmo tamanho do conjunto de dados original, em que cada amostra
obtida se da através de um processo de amostragem aleatéria com substituicao do conjunto
original de dados. O processo de reamostragem é aplicado juntamente aos vetores x e
y. As regressoes quantilicas B sdo efetuadas nas amostras de bootstrap e um vetor das
estimativas dos parametros é capturado para cada quantil de interesse. Nesse caso, sob
a distribuicao normal assintética, um intervalo de confianca para os parametros (3, dos

modelos de regressao quantilica é dado por (Davino et al., 2013):

I.C. [31(7)} = {31(7') — EP/“\%')) X Z(1-a/2); BZ(T) + Efm')) X Z(1—a/2) | >
100(1—a)%

em que EP(3i(1)) é o estimador do erro padrio do estimador do parametro S3i(7) e
Z(1—aj2) € 0 quantil de ordem (1 — «/2) da distribui¢do normal padrao.

No caso de bootstrap baseado em funcgoes de estimativa pivotais, também chamado
de método pwy, a metodologia consiste na reamostragem da condicao de subgradiente,
utilizada nos modelos de regressao quantilica, para obter as estimativas dos parametros,
que é uma grandeza pivotal para o verdadeiro parametro do quantil de ordem 7 (Davino
et al., 2013).

Ja bootstrap marginal de cadeia de Markov (MCMB) tem como objetivo a reducao de
exigéncias computacionais decorrentes do uso dos processos de bootstrap mencionados an-
teriormente. A ideia subjacente é computar equacoes unidimensionais para cada replicagao
de bootstrap em lugar de um sistema p-dimensional requisitado pelas outras abordagens
de bootstrap, onde p corresponde ao nimero de variaveis explicativas (Davino et al., 2013).
Para maiores informacoes sobre os diferentes tipos de métodos bootstrap, vide também

Santos| (2012) e [Koenker et al.| (2017).
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2.4.3 'Teste de Hipétese Linear Geral

Os conceitos, nesta subsegao, foram baseados no livro de Koenker (2005).

Seja a hipdtese linear geral sobre o vetor 8 = (6(m1), (1), ..., B(7w)") da forma
Hy:RB =r, (2.18)

em que R,,, ¢ uma matriz de posto completo de constantes conhecidas e r,,x; ¢ um

vetor de constantes também conhecidas, e a estatistica de teste é
T, =n(R3—1)[RV 'R (RS —r),
em que V,, sendo n =mp X mp, é uma matriz com o bloco i,j dado por
Va7, 75) = [min(r, 75) — 775 Ha (7)™ Ja(7i, ) Hi (1)~

na qual a estatistica 7T,, sob Hy, tem distribuicao assintética qu; H, e J, foram
definidos anteriormente.

Essa formulagao acomoda uma vasta diversidade de situacoes de teste, desde de testes
simples com um tnico coeficiente de regressao quantilica até testes conjuntos compreen-
dendo muitas covariaveis e quantis distintos. Esses testes proporcionam uma alternativa
robusta aos testes convencionais baseados em minimos quadrados, devido as propriedades
bésicas da regressao quantilica (Koenker e Bassett Jr,|[1978])). Para ilustrar a Segao , sera
descrito o modelo de regressao quantilica e os intervalos de confianca, através do exemplo

a seguir.

Exemplo 2.2. Esse estudo de simulagao proposto, inspirado no exemplo de |Rasteiro
(2017), conduzido para abordar o modelo de regressao quantilica, foi construido com uma
covariavel, considerando uma amostra com n = 10.000 observacoes. Seja a variavel

resposta, Y, gerada a partir do seguinte modelo padrao de regressao linear:
Y, = Bo(7) + pi(7)x; +&;, para i=1,..,n,

em que &; sao independentes e identicamente distribuidos com ¢ ~ N(0,1) e x; sao
preditores com X ~ U(3,5). Os parametros [y e f; sdo definidos como 3 e 4,

respectivamente. Para esse exemplo, foram escolhidos os seguintes quantis de ordem
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7 = (0,10;0,25;0,50;0,75;0,90). Assim, o modelo de regressao quantilica, que modela

quantis condicionais como func¢oes de covariaveis, utilizado foi
Qv (7]z) = Bo(7) + Bi(7) ;.

Para estimacao e extragao de inferéncias sobre as fungoes quantilicas condicionais,
nesse estudo, empregou-se o pacote quantreg do software R, que é uma implementagao da
regressao quantilica, que auxiliou no calculo para a obtencao das estimativas by e by dos
parametros. Os erros padrao foram computados pelo método bootstrap, técnica xy-pair,
fazendo uso da funcao summary.rq, onde se deve acrescentar o comando se = “boot” e
especificar como bsmethod = “ry”, desse modo inferindo sobre o vetor de parametros. Os
resultados, na tabela a seguir, apresentam as estimativas by e b; dos parametros [y e

B1, segundo os valores de 7 especificados e seus erros padrao correspondentes.

Tabela 2.1 - Estimativas dos pardmetros para regressao quantilica.

7 Parametro Estimativa Erro Padrao Wald p-valor Intervalo de Confianca

L.I L.S.

0,10 B 1,656 0,057 28,988 < 0,001 1,544 1,768
5 3,545 0,179 19,782 < 0,001 3,194 3,806

0,25 Bo 2,220 0,039 57,497 < 0,001 2,145 2,296
5 4,629 0,071 64,999 < 0,001 4,490 4,769

0,50 Bo 2,925 0,027 107,325 < 0,001 2,872 2,979
5 4,823 0,050 97,421 < 0,001 4,726 4,920

0,75 B 3,575 0,035 103,720 < 0,001 3,507 3,642
B 4,956 0,055 90,560 < 0,001 4,849 5,063

0,90 5 4,211 0,038 110,076 < 0,001 4,136 4,286
5 4,904 0,072 63,302 < 0,001 4,764 5,045

Os valores das estatisticas de Wald, também, estao exibidos na Tabela [2.1] que verifica
a hipdtese de interesse se todos os parametros f;(7) sao iguais a zero versus a hipétese
alternativa, de que pelo menos um deles difere de zero; segundo resultados, contata-se
que, a nivel de 5% de significancia, os parametros diferem significativamente de zero. Em
consonancia com isso, sao apresentados os valores dos intervalos com 95% de confianca
(I.C.), conforme suas respectivas estimativas e quantis de ordem 7, que foram calculados

a parte, com auxilio dos resultados fornecidos pelos pacotes mencionados. Desse modo,
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conforme as estimativas obtidas, pode-se apontar os modelos finais de regressao quantilica,

tais como

Qy(0,10|z) = 1,656 + 3, 545,
Qy (0,25|z) = 2,220 + 4, 6292,

O

( )
( )
v(0,50]x) = 2,925 + 4, 8231,
Qy (0,75|z) = 3,575 + 4, 9561,
v ( )

Qy(0,90|z) = 4,211 + 4, 904x;.

Na regressao quantilica, a interpretacao dos parametros, desses resultados, da-se da
seguinte forma, por exemplo: aumentando em uma unidade a covariavel z;, estima-se que
a mediana (quantil de ordem 7 =0,5) de y; aumente em 4,823 unidades. Sendo assim,
a leitura é feita na forma de taxa de variacao no quantil de ordem 7 de interesse ao variar
o valor da variavel explicativa.

No préoximo capitulo, sera abordado a aplicacao da regressao quantilica para dados cen-
surados, denotando como uma alternativa mais abrangente da distribuicao de sobreviveéncia
a outras técnicas classicas, visto que o modelo propicia as covariaveis efeitos variados em

cada nivel de quantil no tempo de acompanhamento.
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