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Essencialmente, todos os modelos estao errados, mas alguns sao tteis.

George E. P. Box (1919-2013)



Resumo

Este trabalho visa preencher uma lacuna existente na literatura da distribui¢do Birnbaum-Saunders
pertinente 2 modelagem de dados com alguma estrutura de dependéncia. O principal objetivo €
oferecer uma contribuicdo através da introducdo de dois novos modelos, que serdo apresentados
em dois artigos. No primeiro artigo € proposto o modelo autorregressivo de médias mdveis com
distribui¢do Birnbaum-Saunders (BISARMA). A metodologia proposta inclui diversos aspectos rela-
cionados a formulagdo do modelo, a estimagdo de seus parametros com base no método da méxima
verossimilhanga, andlise dos residuos e predi¢ao. No segundo artigo, € estudado um modelo que € es-
pecificado em termos de uma média condicional varidvel no tempo e pode ser considerado como uma
extensao do modelo de regressao Birnbaum-Saunders reparametrizado (RBS). Nomeamos este mo-
delo como RBSARMA. Os desempenhos de ambas metodologias sao avaliadas através de simulagcdes
de Monte Carlo. Esta metodologia foi implementada usando o software estatistico R. Finalmente, as
metodologias sdo aplicadas a anélise de um conjunto de dados ambientais reais para ilustrar a flexibi-
lidade e potencialidade desses modelos. Os resultados numéricos mostram o excelente desempenho
de ambos os modelos, indicando que a distribuicdo Birnbaum-Saunders € uma boa alternativa de
modelagem quando se trata de dados de séries temporais positivos e assimétricos e, portanto, pode
ser uma adi¢c@o valiosa ao conjunto de ferramentas estatisticas aplicadas. Entre os dois modelos, o

modelo BISARMA apresentou melhor potencial.

Palavras-chave: Dados dependentes; Modelos ARMA; Distribuicdes Birnbaum-Saunders; Métodos
de maxima verossimilhancga; Selecdo de modelos; Método de Monte Carlo; Andlise residual; Software

R.
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Abstract

This work aims to fill a gap in the Birnbaum-Saunders distribution literature pertinent to modeling
data with some dependency structure. The main objective is to offer a contribution through the intro-
duction of two new models, which will be presented in two papers. In the first paper, we proposed
an autoregressive moving-average model based on the Birnbaum-Saunders distribution (BISARMA).
The proposed methodology includes several aspects related to formulation, estimation of its para-
meters based on the maximum likelihood method, residual analysis and prediction. In the second
paper, it is studied a model that is specified in terms of a time-varying conditional mean and can be
considered of as an extension of the reparameterized Birnbaum-Saunders regression model (RBS).
We named this model as RBSARMA. The performance of both methodologies are evaluated through
Monte Carlo simulations. All numerical evaluations were implemented using the statistical software
R. Finally, we have applied the proposed methodologies to the analysis of a real environmental data
set in order to illustrate their flexibility and potentiality. The numerical results show the excellent
performance of both models, indicating that the BS distribution is a good modeling alternative when
it comes to positive and asymmetric time series data. Therefore, this model can be a valuable addition
to the set of applied statistical tools. Between the two models, the BISARMA model presented better

results.

Keywords: Dependend data; ARMA models; Birnbaum-Saunders distributions; Maximum like-

lihood methods; Model selection; Monte Carlo method; Residual analysis; R software.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho trata, de maneira independente, auto-contida, da apresentacdo de dois artigos perti-
nentes a modelagem de dados com alguma estrutura de dependéncia. O ponto comum desses artigos
reside no uso de modelos Birnbaum-Saunders (BS) aplicados a andlise de dados de um processo
ambiental.

A distribuicao Birnbaum-Saunders (BS) € uma familia de modelos originados na lei de danos cu-
mulativos relacionados a fadiga de materiais submetidos a ciclos de estresse e tensdo. Esta distribuicdao
¢ unimodal, com assimetria positiva e suporte definido nos nlimeros reais positivos, indexada por dois
parametros que controlam a sua forma e escala. Desde as suas origens e numerosas aplicacdes nas
ciéncias dos materiais, vém recebendo interesse em diferentes campos do conhecimento; veja Leiva
(2016) e Balakrishnan e Kundu (2018).

A atratividade da distribuicdo BS para a andlise de dados deve-se, entre varias razdes, as suas
boas propriedades tedricas e a sua estreita relacdo com a distribui¢do normal. Na literatura, além
de assumir um papel proeminente nas areas de confiabilidade e andlise de sobrevivéncia, destaca-
se pelas suas diversas generalizagdes. Dentre as suas aplicagdes praticas, destacam-se as areas de
negocios, economia, finangas, engenharia, medicina, meio ambiente e agricultura. Para algumas de
suas aplicacoes, veja Leiva et al. (2009, 2010, 2012, 2014a), Bhatti (2010), Vilca et al. (2010), Paula
et al. (2012), Marchant et al. (2013), Saulo et al. (2013), Garcia-Papani et al. (2017), Leiva e Saulo
(2017), Ledao et al. (2017, 2018a,b) e Saulo et al. (2018a).

O objetivo principal deste trabalho € estudar duas novas classes de modelos de séries temporais
baseadas na distribuicdo BS, que permite descrever dados positivos e assimétricos que possuem uma
estrutura autorregressiva. O primeiro modelo € denominado de autorregressivo de médias moveis
Birnbaum-Saunders (BISARMA), enquanto o segundo € denominado de autorregressivo de médias

moveis Birnbaum-Saunders reparametrizado (RBSARMA). Para o modelo BISARMA, no Capitulo



2, apresentam-se: (i) a distribui¢do BS na sua versao original e sua versdo logaritmica (log-BS), assim
como algumas de suas propriedades; (i1) formulacdo do modelo BISARMA, estimativas com base no
método de maxima verossimilhanca, previsdo e andlise dos residuos; (iii) realizacdo de simulacdes
de Monte Carlo para avaliar o desempenho da metodologia proposta; e (iv) uma aplicagdo do modelo
proposto para dados de séries temporais ambientais reais. O segundo modelo permite modelar os
dados com base na média. Para o modelo RBSARMA, discutido no Capitulo 3, apresentam-se:
(i) a distribui¢ao BS na sua versdo original e a sua forma reparametrizada RBS, bem como algumas
propriedades de ambas as distribui¢des; (i1) formulacao do modelo RBSARMA, estimativas com base
no método de méxima verossimilhanca e analise dos residuos ; (ii1) realizacdo da simulacdo de Monte
Carlo para avaliar a metodologia; e (iv) uma aplicagdo do modelo aos mesmos dados considerados no
Capitulo 2. No Capitulo 4, apresentam-se algumas conclusdes dos estudos e sugestdes para trabalhos

futuros.



Capitulo 2

BISARMA: Um modelo de séries temporais
Birnbaum-Saunders e analise de dados para

um processo ambiental

Resumo: A distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS) é um modelo que aparece frequen-
temente na literatura estatistica e provou ser muito versatil e eficiente em uma ampla
gama de aplicagdes. Contudo, apesar do crescente interesse no estudo desta distribui¢do e
do desenvolvimento de muitos artigos relacionados, poucos desses artigos consideraram
dados com alguma estrutura de dependéncia. Para preencher essa lacuna, pretende-se
com este artigo introduzir uma nova classe de modelos de séries temporais baseada na
distribuicao BS, que permite descrever dados positivos e assimétricos que possuem uma
estrutura autorregressiva. Nomeamos esses modelos de autorregressivos de média mdveis
Birnbaum-Saunders (BISARMA). A metodologia proposta inclui um estudo aprofundado
de propriedades tedricas e questdes préticas, tais como estimativa de parametros baseada
no método de méixima verossimilhancga, andlise de residuos e previsdo. O desempenho
da metodologia proposta é avaliado usando uma simulagao de Monte Carlo. Finalmente,
uma andlise estatistica com dados ambientais do mundo real € realizada utilizando a
metodologia para mostrar seu potencial para aplicagdes. Os resultados numéricos mostram
o excelente desempenho do modelo BISARMA, indicando que a distribuicao BS é uma boa
alternativa de modelagem quando se trata de dados de séries temporais que sdo positivos
e assimétricos e, portanto, pode ser uma adicdo valiosa ao conjunto de ferramentas
estatisticas aplicadas.

Palavras-chave: Modelos ARMA; Distribui¢do Birnbaum-Saunders; Dados dependentes
ao longo do tempo; Métodos de méxima verossimilhanga; Método de Monte Carlo; Selecao
de modelos; Analise residual; Software R.



2.1 Introducao

A distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS) € um modelo que surge constantemente na literatura es-
tatistica aplicada. Nas ultimas décadas, tem se mostrado versatil e eficiente em diversos campos da
ciéncia, sendo amplamente estudada, devido a justificativa tedrica, suas boas propriedades e a sua es-
treita relacdo com a distribuicao normal. Mann et al. (1974, p.155) demonstraram que a distribuicao
BS ¢ unimodal. Além disso, ela possui assimetria positiva e suporte definido nos niimeros reais posi-
tivos, indexada por dois parametros que controlam a sua forma e escala. O modelo BS € muitas vezes
considerado como uma distribuicao de vida devido as suas origens descrevendo a fadiga de materiais
sujeitos a estresse. Assim, a distribui¢cdo BS assume um papel de destaque nas dreas de confiabilidade
e andlise de sobrevivéncia, sendo uma boa alternativa as distribuicdes classicas. Para mais detalhes,
sobre a distribuicdo BS veja Birnbaum e Saunders (1969a,b), Johnson et al. (1995, pags. 651-663),
Leiva (2016) e Balakrishnan e Kundu (2018).

Embora a distribuicdo BS tenha suas origens em fisica e engenharia, também recebeu interesse em
vdrias outras dreas e, particularmente, nas ciéncias da terra, devido a sua reformulag@o de processos
ambientais formalizados por Leiva et al. (2015). Para algumas referéncias sobre o uso de modelos de
BS em aplicacdes ambientais, veja Leiva et al. (2009, 2016), Vilca et al. (2010), Ferreira et al. (2012),
Marchant et al. (2013, 2016a,b, 2018), Saulo et al. (2013), Garcia-Papani et al. (2017, 2018a,b) e Lillo
et al. (2018).

O estudo da distribui¢cdo BS tem recebido crescente interesse e uma quantidade considerdvel de
trabalho esta disponivel; veja as publicacdes recentes de Leiva (2016), Balakrishnan e Kundu (2018)
e as referéncias nele, que resumem a maioria dos trabalhos publicados até a presente data. Contudo,
pouco foi desenvolvido para a andlise de dados com estrutura de dependéncia temporal, e particular-
mente, para os modelos de séries temporais baseados na distribuicdo BS. Alguns esfor¢os nessa linha
sdo atribuidos a Bhatti (2010), Leiva et al. (2014b) e Saulo et al. (2018a) que, motivados pelos tra-
balhos de Engle e Russell (1998), desenvolveram modelos autorregressivos baseados na distribui¢dao
BS. Outros estudos recentes relacionados aos modelos autorregressivos BS sdo atribuidos a Fonseca
e Cribari-Neto (2018) e Rahul et al. (2018).

Devido ao exposto, o principal objetivo deste trabalho é propor uma nova classe de modelos basea-
dos na distribui¢ao BS para séries temporais, denominados como modelos autorregressivos de médias

moveis Birnbaum-Saunders (BISARMA). O modelo proposto pode ser considerado andlogo aos mo-



delos ARMAX; veja Shumway e Stoffer (2017). A abordagem utilizada € semelhante aos trabalhos
de Benjamin et al. (2003), Rocha e Cribari-Neto (2009) e Maior e Cysneiros (2016), que estende-
ram o modelo de série temporal autorregressivo de média mével (ARMA) para diferentes classes
de distribui¢des, como o modelo ARMA generalizado (GARMA), que inclui a familia exponencial,
B-ARMA para distribuicdes beta e SYMARMA para distribui¢des simétricas.

Ap6s essa introducdo, esse artigo € organizado da seguinte maneira: A Secdo 2.2 apresenta a
distribui¢ao BS, sua versao logaritmica (log-BS) e algumas de suas propriedades. A Sec¢ao 2.3 for-
mula o modelo BISARMA, fornece estimativa, previsdo e anélise de residuos com base no método
de méxima verossimilhanga (ML). A Secdo 2.4 relata um estudo de simulagdo de Monte Carlo para
avaliar o desempenho da metodologia proposta. A Secdo 2.5 realiza uma aplicacdo do modelo BI-
SARMA para dados de séries temporais ambientais reais, bem como uma andlise residual para mos-
trar o seu potencial. Finalmente, a Se¢do 2.6 apresenta as consideragdes finais. Um apéndice com

expressoes matematicas detalhadas também é apresentado.

2.2 Definicoes Basicas

2.2.1 Distribuicao Birnbaum-Saunders

Se uma varidvel aleatéria T' segue uma distribuicdo BS, geralmente denotada por 7' ~ BS(«, 3),

esta distribui¢do pode ser representada pela funcdo de distribui¢do acumulada (f.d.a.) dada por

FT(t;a,/B):q)[é(\/%—\/?)], t>0,aa>0,8>0, 2.1

em que ®(-) é a f.d.a. da normal padrdo, o é o pardmetro de forma e § é um pardmetro de escala,
assim como a mediana da distribuicao.
A funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) de 1" é obtida derivando (2.1) em relacdo a ¢, ou seja,
fr(t; o, B) = Fp(t; a, 5). De modo que,
1 [t p

1 —3/2
fT(t;a,ﬁ):ﬁexp {_T.ﬁ (B—F?—Q)} ;&\/B(t—i—ﬁ), t>0,aa>0,8>0.

A Figura 2.1, mostra alguns exemplos de formas para a f.d.p. da distribuicdo BS(«, ). Note que

na Figura 2.1 (a), a medida que o valor de o aumenta, o grau de assimetria aumenta, provocando o



aumento da variancia e o achatamento da distribui¢do. Caso contrario, quanto mais « se aproxima de
zero, mais a curva tende a ser simétrica em torno do valor fixo 5 = 1 (mediana da distribuicdo) e a
sua variabilidade diminui. Na Figura 2.1 (b), fixando o valor o = 0.1 e variando (3, a forma do gréfico
da f.d.p. € a mesma e somente a sua escala € alterada; isto é, a f.d.p. se desloca no mesmo sentido
da variabilidade de (3. Isto mostra o fato de que [ € um parametro de escala e, além disso, também

corresponde a mediana da distribuicao.

< 0 -
— a=0.1 — pB=05
--- a=03 --- B=08
a=05 B=1
™ a=1 © B=15
a=15 ce. B=2
= -— a=2 @ -— B=25
N S "
2 = l
y— To-—/ '
~ L
— \.| ,ll 3 N : ‘I .
;&J N L&\ SN
A ’\ SO0 N
o - ut ! Nl 45— o - PN AL S
I I I I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 0.5 15 2.5 35

t t
€Y (b)

Figura 2.1: Fungdes densidade de probabilidade das distribuigdes: (a) BS(«, 1) e (b) BS(0.1, 3) para os valo-
res indicados dos pardmetros de forma « e escala 3, respectivamente.

Uma propriedade importante na construcdo dessa distribui¢do € que uma varidvel aleatoria 7' ~
BS(a, B) pode ser gerada a partir de uma varidavel aleatéria Z, que possui a distribuicdo normal

padrdo, mediante a seguinte relacao

em que

1]t /B
Z=- \/%_\/; ~ N(0,1).

Essa relacdao é extremamente tutil e fornece um método para obter nimeros pseudo-aleatérios

da distribuicdo BS. Para mais detalhes veja Leiva (2016). Além disso, algumas propriedades da
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distribuicdo BS sdo apresentadas a seguir. Se 7' ~ BS(«, ), entdo: (i) para qualquer constante real
k > 0, tem-se kT ~ BS(«, k3), o que significa que a distribui¢ao BS é fechada sob proporcionali-
dade; (i) Se 1/T ~ BS(a, 371), implica que a distribui¢do BS também € fechada sob reciprocidade;
(iii) O parametro 3 é um pardmetro de escala, em que, 7'/ ~ BS(a, 1). Além disso, 5 é a mediana
da distribui¢do de 7', que pode ser obtida diretamente fazendo ¢ = 0.5 na sua fun¢do quantil que é

dada por

2

2
t(q; o, B) = Fri(g; o, 8) = 8 %(Q)nt\/(%(q)) +1] , 0<g<1,

em que z € a fun¢do quantil da normal padrdo e I, 1 ¢ ainversa da funcio Fr expressa em (2.1); e (iv)
a é um parametro de forma, tal que, quando o — 0, a distribuicdo BS tende para uma distribui¢do
normal N(f,7), onde 7 — 0 quando v — 0. Além dessas propriedades, o r-ésimo momento da

distribuicdo BS é dado por

E[T"] = 6" i (2T> g () -~ JL—TJ:; _))Z)' (%)2(7’j+i)‘

Jj=

As expressoes para a média, variancia, coeficientes de assimetria e curtose, sao dadas, respectiva-

mente, por

E[T] = 3 (1 + %oﬂ) . Var[T] = (af)? (1 + Zoﬂ) ,

2
CS[T] = 16a2w

(93a% + 41)
Gorpqy © CKIN =3+ 60

(ba? 4 4)2

Consequentemente, conforme a propriedade da reciprocidade, temos que
—1 -1 L, D o
E[T '] =5 L+ 3a e Var[T '] = (af” ) L4707 ).

2.2.2 Distribuicao log-Birnbaum-Saunders

A distribui¢do log-BS, denotada por log-BS(«, p), é derivada como o logaritmo de uma varidvel
aleatéria BS(«, 3). Rieck e Nedelman (1991) provaram que se 7' ~ BS(«, ), entdo Y = log(T) ~
log-BS(a, 1) com pardmetros de forma e localizagdo, dados por a > 0 e . = log(f) € R, respecti-

vamente.



Em uma formulagdo alternativa, uma varidvel aleatéria Y segue uma distribuicdo log-BS, se e

somente se

2 Y —u
Zsenh () ~N (O

Entdo, a f.d.a. de Y é dada por

9 _
Fy(y;a,p) = {—senh (%)} , yeER ueR a>0. (2.2)
a

Derivando (2.2) com relacdo a y obtemos a f.d.p. dada por

1 2 — —
fr(y;a,p) = 5 exp [—Esenh2 <%)} cosh (%) , yeER ueR a>0.
a2

A média e a variancia de Y podem ser obtidas usando a funcio geradora de momentos dada por

K[08+1]/2(5_2) + K[as_l}/g(é_Q)]

MY(S) = exp(ﬂs) |: 2K1/2((572)

em que K, € a funcdo Bessel modificada do terceiro tipo, dada por

wr [
Ky(w) = SYeE /0 u M exp {—u — [w?/4u]} du.

Algumas propriedades da distribui¢do log-BS sao apresentadas a seguir. Se Y ~ log-BS(«, p),
entdo: () T = exp(Y) ~ BS(«, 8); (ii) E[Y] = pu = log(p); (iii) ndo existe uma forma fechada
para a variancia de Y, porém com base em uma aproximacao assintotica para a fungdo geradora de

2 — /4, por outro

momentos da distribui¢ao log-BS, segue-se que, se « — 0, entdo a Var[T] = «
lado, se & — oo, entdo Var[T] = 4 (log’v2a) + 2 — 2log (v2a); (iv) se X = Y + k, entdo
X ~ log-BS(a, u + k); e (v) a distribui¢do log-BS é simétrica em torno de x, unimodal para o < 2
e bimodal para o > 2 veja Rieck e Nedelman (1991); outra propriedade importante da distribui¢cao
BS é que sua versdo logaritmica tem uma bimodalidade flexivel. Note que: Se 7" ~ BS(a, 3), entdo
Y = log(T) ~ log-BS(a, 1), em que o = log(f). Para mais detalhes, veja Desousa et al. (2018) e
Ledo et al. (2017, 2018a,b).

Na Figura 2.2 (a) pode se observar algumas das caracteristicas da distribuicao log-BS descritas pe-

las propriedades acima. Observe que o modifica a forma da distribuicao e, quando aumenta, a curtose

da distribui¢do também aumenta, de modo que a curva da distribuicdo torna-se mais achatada. Em



particular para o < 2 a distribuicao € unimodal e exibe curtose menor que a distribui¢do normal. No
entanto, se o > 2, a distribui¢do comeca a exibir bimodalidade, com modas amplamente separadas e a

sua curtose € maior que a distribui¢cao normal. A Figura 2.2 (b) mostra como x modifica a localizacao.

© | @ |
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o ' ‘ \ o ' \‘
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/.-'“\~,L _“. ",.\; I, ‘\
o — v/' ’Zrl ‘\~_‘ — \.“. o — fl e e \\~____
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Figura 2.2: Fungdes densidade da distribuicdo Log-BS: (a) Log-BS(«, 0) e (b) Log-BS(1, 1) para os valores
indicados dos parametros de forma « e localizagao .

2.3 Modelo BISARMA

2.3.1 Formulacao

Sejam Y;, ..., Y, varidveis aleatorias definidas em um espaco de probabilidade (€2, F,P) e para
cadat = 1,...,n, F; € a o-dlgebra gerada pela informacdo até o tempo ¢. Suponha que, para cada
t=1,...,n,adistribuicdo condicional de cada Y;, dado o conjunto de informacgdes passadas Ff;_1 =

{Yi1, .., Y1, 41, ..., p1 }, segue uma distribui¢do log-BS, denotada por Y;|F;_1 ~ log-BS(«, 1),

com f.d.p. condicional dada por

1 2 . —
f(thOGHt’]:tfl) = O[\/% exXp [_?SenhQ (%)} cosh (yt 9 ,ut) ) Yt € Ra e € R,Oé > 07

em que « e i, = E[Y;|F;_1] s@lo, respectivamente, o parAmetro de forma e a média condicional de Y;.



A classe de modelos de regressao log-linear BS € definida por

)/;‘/:/ubt—i_é\tu t:]-?"'ana (23)
emque i; = x, B, e x| = [14,...,24) é um vetor contendo os valores das k varidveis explicativas,
para k < n, n é o tamanho da amostra, 3 = [3y,..., 8] é um vetor de parimetros desconhecidos

a serem estimados e ¢; € o termo do erro do modelo, que ndo sdo correlacionados, com ¢; ~ log-
BS(«, 0). No entanto, no modelo BISARMA, o componente aleatério y; do modelo fornecido em

(2.3) contém um elemento adicional dindmico, 7;, com estrutura ARMA, tal que agora
=z, B+ (2.4)

O componente 7; incluido em (2.4) é definido da seguinte forma. Considere v; = y; — :vtT B como
sendo um modelo ARMA(p, ¢), inicialmente, como funcao de ¢/;. Além disso, o componente ¢/, pode

SEr EXPresso por
p q
=0+ Y Gihi+ > O+, 2.5)
i=1 =1

emque @ = (¢1,...,0,)" € R, 0 = (01,...,0,)" € R%, ep,q € N sdo os parAmetros autorre-
gressivos e de médias mdveis e suas ordens, respectivamente, € 7 € R é uma constante. Os termos
de médias moéveis, u;s, sdo erros aleatdrios ndo correlacionados (ruido branco), que podem ser, por
exemplo, erros de medida na escala original (isto €, u; = y; — ;). Tomando a esperanga condicional
com rela¢do ao conjunto de informagdes passadas F;_; para ambos os lados da expressdo (2.5), temos

que

p q
E(¢|Fi1) = n+ Z OB Fi1) + Z O E(us—j|Fio1) + E(u| Fiov),
i=1 j=1

p q
= n+ Z ithi—i + Z Ojur—j + E(uy| Fr-1)
i=1 =1

p q
= n+ Z Gilyi—i — 8] + Z 0; up—j.
=1 j=1

10



Dado que E(Y;|F;_1) = us € s = &} 3 + 74, obtemos
E(¢i|Fior) = B(Y; — 2/ BIF 1) =EB(Yi|Fon) —2/B=p —2/B=1
e, desta forma,
P q
=0+ Gy —x Bl + ) 0ju;. (2.6)
i=1 j=1

Portanto, a partir de (2.3), (2.4) e (2.6), propomos 0 modelo BISARMA expresso por
p q
Y=n+z/B+ Z(bi[yt,i —z, .0 + Zej w_j e, t=1,...,n, (2.7)
i=1 j=1
em que £; ~ log-BS(«, 0), o que implica que
p q
Y; = log(T;) ~ log-BS (a, n+xz B+ Z Gi(yei — x,_,3) + Z 6; utj> :
i=1 j=1

em que

T; ~ BS (a, exp

n + m;rﬁ + Z qbi(yt—i - m;r_l,B) + Z 9_7 ut—j] > .
j=1

=1

2.3.2 Estimacao

Seja Y7, ..., Y, uma amostra do modelo BISARMA definido em (2.7), v = («,3,71,¢,0) é o
vetor de parAmetros de interesse e m = max{p, ¢},comn > m. Paracadat = m+1,...n, considere
a fungdo de log-verossimilhanga ¢;(«, 3,1, ¢, 0) = log(f (ys; cv, ue|Fi—1)) dado F;_;. Portanto, ¢, =
l(a, B,m, ¢, 0) é expressa como

_ 2 .
ly o< —log(ar) + log {Cosh <%>] — = senh? (yt Mt) '
«

Assim, a fun¢do de log-verossimilhanca para v do modelo BISARMA € dada por

n

l= Z &(0471377%@0) (2.8)

t=m+1

Para realizar a estimagdo dos parametros no modelo BISARMA, calculamos o vetor escore, que

¢ definido como U (7y), formado pelas derivadas parciais de primeira ordem, com relacdo a cada um

11



dos parametros, da funcao log-verossimilhanga . Assim, a partir de (2.8), temos

€ consequentemente

Observe que

Portanto,

=m+1
oty n(Ye=Fe) | 2 oqn2 (Ve Fe) 1|
8,ut 2 o? 2 2
8@ 3& aut & agt
22 = a9z — | Ttk — ilt—ik | 3 s
0B Ope OBy (’“ ;¢ ) o
O _ Olow _ O
on Opr On Oy

Consequentemente, os escores associadas aos parametros [ € 77 sdo

o
0P

o
on

Dado que

0ty
9¢i

obtém-se

ol
9¢i

ot
00,

ol
= = (yH - wtﬂﬂ)ﬁ_,utt € =

n p
— 2
Z (‘”tk - Z ¢i$t—i,kz) tanh (yt 5 Mt) {?cos
k=1

t=m+1
& — 2 - 1
Z tanh (yt Mt) {—cosh2 (yt Mt) — —] .
2 o? 2 2
t=m-+1
8&5 a/Lt 8& (%t 3,ut (%t

a_,l,tta(bl %—Tma—%:ut*jﬁ_ﬂta

- S (32) 2o (252) ]

t=m+1
w2 (Y _1
2 21

. — 2
= Z u;—; tanh (yt 5 Mt) [?cos

t=m+1
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O estimador ML, 4, do vetor de parAmetros -y é obtido através das solugdes do sistema de equagdes
U,(v) =0,Ug(v) =0parak =1,...,w,Uy(v) =0, Ug,(v) =0parai =1,...,pe Uy, (v) =0
paraj=1,....,gemquey = (o, 8,1, ¢,0), U)(v) = 00/0n, Up,(v) = 0l/0Bk, Us(vy) = 9L/ da,
Uy, (v) = 0l/0¢; e Uy, () = 0¢/00;. Exceto para U, = 0, em que o estimador de ML é dado por

n

~ 4 . Y — U ?
o= nt;_,’_l [smh( 5 )] ,
as equagdes do vetor escore U (y) = 9¢/0~ = 0 ndo possuem solugdes analiticas e, portanto, é ne-
cessario o uso de algum método de otimizacdo nao-linear para maximizar a funcao log-verossimilhan-
ca definida em (2.8). O algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), conhecido também
como algoritmo quase-Newton BFGS, € uma boa op¢do para a resolucio de sistemas de equagdes
nao lineares, pois, na maioria dos casos, consegue alcangar a solu¢ao mais rapidamente que outros
métodos. O método de quase-Newton aproxima a matriz de segundas derivadas, reduzindo assim o
nimero de operacdes por iteragdo. Para mais detalhes sobre métodos de maximiza¢do numérica e o
método BFGS, veja Nocedal e Wright (1999), Press et al. (1992) e Lange (2001). O método BFGS
estd implementado no software R pelas fungdes opt im e optmx; veja www . R-project.orgeR
Core Team (2016). Os resultados para a matriz de informacdes de Fisher sao fornecidos no Apéndice

deste trabalho.

2.3.3 Previsao

A previsdo na origem t ¢ horizonte h é denotada por ¥; . Defina o seguinte:

R yi(h), seh > 0; R 0, se h > 0;
Yt+h = € Etyn =
Yern, seh <0; Eren, seh <O.

O fato de é;,;, = 0 para h > 0 indica que a observacao 1, € prevista corretamente.
As estimativas para y; comt = m+ 1, ..., n, denotada por /i;, sdo obtidas a partir das estimativas

ML de 7, 7, como
q
=0+, ﬁ+2¢z Yioi — ) B+ Y 0T,
j=1

Utilizando [1; podemos obter &;, em que t = m + 1, ..., n. Por exemplo, para ; = y; — i, isto é,
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erros de medida na escala original, temos que £; = y; — Ji;. Assim a estimativa y,, 1 é dada por
p q
~ ~ T 72 N T = o~
Ynt1 =1+ x, 18+ Z Gilyn+1-i — Tppy Bl + Z 0jtni1—j-
i=1 j=1
Para o tempo n + 2, obtemos
p q
~ ~ T 2 - T 2 T~
Ynvo =1+ T, p0B + Z Gilyn+2-i — Tppo_iBl + Z Ojunt2-j,
i=1 j=1

e assim por diante.

2.3.4 Analise residual

A andlise de residuos desempenha um papel fundamental na valida¢do de qualquer modelo es-
tatistico. Esta andlise permite detectar a existéncia de possiveis observagdes discrepantes (outliers) e
seu efeito na inferéncia ou no ajuste. Para avaliar o ajuste do modelo definido em (2.3), considerou-se

o residuo de Cox-Snell generalizado (GCS). No caso deste modelo, o residuo GCS € definido como

re = —log(S(y|Fi1)), (2.9)

em que S (+) é a fungdo de sobrevivéncia estimada para o modelo avaliado no caso ¢, definida como
~ 2 —a
S(Yiia,B,2) = ® {—;senh (%)] . (2.10)
a

Os residuos do GCS seguem uma distribuicdo exponencial unitiria, EXP (1), quando o modelo
¢ especificado corretamente. Como os residuos GCS t€ém uma distribuicdo de EXP (1), um gréfico
de quantil tedrico versus quantil empirico (QQ) de r; com envelope, definido em (2.9), pode ser

empregado para avaliar o ajuste do modelo.

2.4 Simulacoes de Monte Carlo

Nesta secdo, simulacdes de Monte Carlo sdo utilizadas para avaliar o desempenho e o comporta-
mento dos estimadores de ML dos parametros do modelo BISARMA. Todas as rotinas de simulacdo e

estimativas sdo desenvolvidas utilizando o software R. Para o estudo, em todos os cenarios, 0 nimero
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de réplicas de Monte Carlo esta definido em NV, = 10.000. As estimativas de ML sdo obtidas maximi-
zando a funcdo de log-verossimilhanca definida em (2.8) utilizando-se o algoritmo BFGS. A partir das
10.000 réplicas, para cada tamanho de amostra (n) e cendrios considerados, foram calculados a média
dos valores estimados, o viés empirico, a variancia e o erro quadritico médio (MSE), respectivamente

dados por
1
SB: m;@w VléS(@) :()/5_%07

Ny N,
—_— PR ! “ —-= —_— PR 1 i o~
Var(@) = 5 2.6 =9 e MSE@) = > (@ -¢)"

r=1 r r=1

[¢N

em que o, € a estimativa obtida na r-ésima réplica, ¢ € o valor verdadeiro do parimetro, e N,

oo/

o numero de réplicas de Monte Carlo. Com excecdo da média, para todas as outras estatisticas,
medida que o valor diminui, o desempenho da estimativa melhora. O viés tem essa caracteristica,

mas quando analisado em termos do seu valor absoluto.

24.1 Modelo BISARMA(,1)

A seguir, sdo apresentados os resultados do estudo de simulagdo realizado usando o modelo BI-
SARMA (1,1). Avaliou-se o desempenho do estimador de ML para os parametros de forma (),
autorregressivos (¢) e de média mével (#). Especificamente, o estudo é realizado em dois casos. Para
o primeiro caso, considerou-se os tamanhos de amostra n € {50, 100,200,500}, com os seguintes
valores para os parAmetros de interesse: o € {0.25,0.5,1.5,2.5}; 8 = 0.7, n = 1.0, ¢ = 0.7 ¢
6 = 0.5. Os tamanhos de amostra considerados permitem verificar se ha melhorias na estimativa
dos parametros do modelo a medida que tamanho da amostra aumenta. O conjunto de valores para
«, é escolhido para obter diferentes formas. Para o segundo caso, utilizou-se tamanhos de amostra
n € {100,200, 500}, com os valores de &« = 0.5, § = 0.7 e n = 1.0. Os pardmetros ¢ e 6 sdo fixados
em valores de 0.3, 0.5 e 0.7. Em ambos os casos, foram considerados 10.000 réplicas de Monte Carlo
para cada tamanho de amostra. Os resultados das estatisticas calculadas, para o primeiro e segundo
casos sao expostos nas Tabelas 2.1 e 2.2.

Os resultados da Tabela 2.1 mostram que, em geral, o desempenho das estimativas de « estd direta-
mente relacionado ao tamanho da amostra; isto €, a medida que n aumenta, a precisao das estimativas
melhora, como esperado. Estas conclusdes também sdo vélidas para o, 3, 1, ¢ e 0 utilizados no

primeiro caso.
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Tabela 2.1: Estimativas de ML para « indicado, com base em simulagdes de Monte Carlo para o modelo
BISARMA (1,1).

(0%

Média Viés Variancia MSE

025 02353  —0.0147 0.0006 0.0008
05 04697  —0.0303 0.0025 0.0034
50 1.5 13972 —0.1028 0.0232 0.0337
25 23268  —0.1732 0.0696 0.0995

025 02429  —0.0071 0.0003 0.0004
05 04854  —0.0146 0.0013 0.0015
100 15 14507 —0.0493 0.0116 0.0140
25 24187  —0.0813 0.0337 0.0403

025 02465  —0.0035 0.0002 0.0002
05 04927 —0.0073 0.0006 0.0007
200 15 1.4753  —0.0247 0.0057 0.0063
25 24599  —0.0401 0.0164 0.0180

025 02487  —0.0013 0.0001 0.0001
05 04972  —0.0028 0.0003 0.0003
500 15 1.4907  —0.0093 0.0023 0.0024
2.5 24850  —0.0150 0.0064 0.0066

Observe que quando o tamanho da amostra aumenta de n = 50 para n = 500 o viés em valor
absoluto do estimador de & = 0.5, em média, diminui consideravelmente, passando de 0.0303 para
0.0028. Por outro lado, para um tamanho de amostra fixo, o viés absoluto dos estimadores aumenta
a medida que o aumenta. Por exemplo, quando n = 100 e a = 0.25 o viés absoluto de & é 0.0071.
No entanto, quando o = 2.5 esse viés aumenta para (0.0813. Tal comportamento € semelhante para a
variancia e o MSE do estimador de ov. Em todos os cendrios considerados, o parametro « €, em média,
subestimado, isto é, @ é menor que o valor verdadeiro do parimetro. Observe que a variabilidade de
& diminui quando n aumenta, como esperado, com resultados semelhantes para o MSE. Isso indica

que o estimador do pardmetro o do modelo BISARMA(1,1) obtido pelo estimador ML € acurado.
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A Figura 2.3 mostra os resultados em forma gréafica para os valores indicados de n e a. Observe
na Figura 2.3 (a) que, quando n aumenta, o viés do estimador € menor em valor absoluto. Também
para um tamanho de amostra fixo, o viés em valor absoluto aumenta a medida que o aumenta. Este

comportamento € semelhante para a varidncia e o MSE de @; veja Figuras 2.3 (b) e (¢).
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Figura 2.3: Viés absoluto empirico (a), varidncia (b) e MSE (c) do estimador de .

A Tabela 2.2 apresenta algumas estatisticas resumo para as estimativas dos parametros ¢ e 6. Note
que o estimador ML para ¢ e 6 do modelo BISARMAC(1,1) fornecem estimativas bastante precisas
para o valor verdadeiro dos dois parametros. Por exemplo, para um tamanho de amostra n = 500,
¢ = 0.5 e # = 0.3 as estimativas sdo bastante proximas do valor verdadeiro dos parametros, isto é,
gg = 0.4914 ¢ § = 0.3067. Em média, o viés absoluto empirico de g/g efé sempre menor que 0.0490.
Os maiores valores dos MSE’s empiricos sdo observados para ¢ = 0.3, ¢ = 0.3 e n = 100. Também
pode ser visto que os valores obtidos pelo estimador de ML ¢ e 6 se tornam mais precisos a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Considerando um tamanho de amostra fixo, nota-se uma ligeira

reducdo da variancia e do MSE de g/b\ ou 6 2 medida que os parametros ¢ e/ou f aumentam. Note

~
7

também que ¢ é, em média, subestimados. isto €, ¢ € menor que seu verdadeiro valor, em todos os

cendrios considerados, enquanto, # é superestimado.
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Tabela 2.2: Estimativas ML para os diferentes valores de ¢ e 6, baseadas em simulag¢des de Monte Carlo para
o modelo BISARMAC(1,1).

1} 0
Média Viés Varidncia MSE Média  Viés Varidncia MSE

0.3 02510 —0.0490 0.0364 0.0388  0.3435 0.0435 0.0377 0.0396

0.3 05 02584 —0.0416 0.0243 0.0261  0.5383 0.0383 0.0236 0.0250

0.7 0.2644 —-0.0356 0.0185 0.0198  0.7311 0.0311 0.0162 0.0172

0.3 04562 -0.0438 0.0188 0.0207  0.3367 0.0367 0.0233  0.0246

100 0.5 0.5 0.4595 —-0.0405 0.0149 0.0165 0.5354 0.0354 0.0178 0.0190
0.7 04632 -0.0368 0.0124 0.0138  0.7306 0.0306 0.0140 0.0149

0.3 0.6575 —0.0425 0.0097 0.0115  0.3334 0.0334 0.0166 0.0177

0.7 0.5 0.6587 —0.0413 0.0086 0.0103  0.5343 0.0343 0.0145 0.0156

0.7 0.6607 —0.0393 0.0076 0.0091  0.7322 0.0322 0.0126  0.0136

0.3 0.2768 -0.0232 0.0170 0.0175  0.3198 0.0198 0.0177 0.0181

0.3 05 02789 -0.0211 0.0115 0.0119 05182 0.0182 0.0110 0.0113

0.7 0.2828 —0.0172 0.0090 0.0093  0.7145 0.0145 0.0078 0.0080

0.3 04794 —-0.0206 0.0087 0.0091 0.3165 0.0165 0.0111 0.0113

200 0.5 0.5 0.4800 —0.0200 0.0070 0.0074  0.5163 0.0163 0.0084 0.0087
0.7 0.4823 -0.0177 0.0060 0.0063  0.7141 0.0141 0.0068 0.0070

03 0.6799 —0.0201 0.0043 0.0047 0.3150 0.0150 0.0078  0.0081

0.7 0.5 0.6800 —0.0200 0.0038 0.0042 0.5155 0.0155 0.0069 0.0071

0.7 0.6812 —0.0188 0.0035 0.0039  0.7150 0.0150 0.0061 0.0063

0.3 0.2904 —-0.0096 0.0066 0.0067  0.3080 0.0080 0.0069 0.0070

0.3 0.5 02916 —0.0084 0.0045 0.0046  0.5073 0.0073 0.0043 0.0044

0.7 0.2923 -0.0077 0.0035 0.0036  0.7062 0.0062 0.0031 0.0031

0.3 04914 —-0.0086 0.0034 0.0035  0.3067 0.0067 0.0043 0.0044

500 0.5 0.5 04920 —0.0080 0.0027 0.0028  0.5066 0.0066 0.0033 0.0033
0.7 04922 -0.0078 0.0023 0.0024  0.7060 0.0060 0.0026  0.0027

0.3 0.6917 —0.0083 0.0016 0.0017  0.3061 0.0061 0.0030 0.0031

0.7 05 0.6919 —0.0081 0.0015 0.0015  0.5064 0.0064 0.0026 0.0027

0.7 0.6919 —-0.0081 0.0014 0.0014 0.7061 0.0061 0.0023 0.0024

2.4.2 Medidas de desempenho e selecao de modelos

Uma etapa fundamental na modelagem estatistica € a selecdo de um modelo especifico que melhor
se ajusta aos dados, o que também € vélido ao prever séries temporais. Diversas medidas de desempe-
nho sdo utilizadas para estimar a precisao das previsdes e comparar diferentes modelos. Além disso,
a qualidade do ajuste dos modelos BISARMA e ARMA gaussiano pode ser comparada com essas
medidas. Para avaliar e comparar a adequagcdao do modelo BISARMA, gerou-se valores simulados

do modelo BISARMA e comparou-se a capacidade preditiva desse modelo com o ARMA gaussiano
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através da computacio da raiz do erro quadratico médio (RMSE) dado por

n

1 X
RMSE = | =) (: — 1),
i
em que n € o nimero de observagdes da série, y; € o valor observado no instante ¢ e y; € o valor previsto
para y,. Utilizou-se ainda, o critério de informacdo de Akaike (AIC) proposto por Akaike (2012) e o

critério de informacao Bayesiano (BIC) proposto por Schwarz (1978), os quais sao definidos como
AIC = —2In(L) + 2k, BIC = —2In(L) + 2kIn(n),

em que L € o valor maximizado da fun¢do de verossimilhanca para o modelo estimado, n € o nimero
de observagdes da amostra e k£ € o nimero de parametros estimados. O modelo que fornece o menor
valor de AIC e BIC € selecionado como o modelo de melhor ajuste.

A Tabela 2.3 apresenta alguns dos resultados dessas medidas para os tamanhos de amostra n €
{100, 200,500} do modelo BISARMA(1,1), comn = 1.0, 5 = 0.7, « = 0.5e ¢,0 € {0.3,0.5,0.7}.
Para cada combinacdo de pardmetros sao utilizadas 1000 replicagdes de Monte Carlo. Comparando
os modelos BISARMA(1,1) e ARMA (1,1) gaussiano com base nas estatisticas descritas, na Tabela
2.3 verifica-se que os valores de AIC e/ou BIC destacam o fato de que o modelo BISARMA se ajusta
melhor aos dados do que o modelo ARMA gaussiano. O modelo BISARMA também fornece valores

menores de RMSE, indicando uma melhor capacidade de previsao e ajuste.
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Tabela 2.3: Estatisticas de avalia¢do de previsdo para os diferentes valores de ¢ e , baseadas em simulagdes de
Monte Carlo para o modelo BISARMA(1,1) e ARMA(1,1) (com as estatisticas entre parénteses).

n ¢ 0 AIC BIC RMSE
03  141.8991(142.7913) 154.9250(155.8172) 0.4729(0.4814)
03 05  141.9712(143.7678) 154.9971(156.7937) 0.4731(0.4845)
0.7  141.9093(145.7418) 154.9351 (158.7677) 0.4728(0.4915)
03  141.7895(142.8292) 154.8154(155.8551) 0.4726(0.4822)
100 0.5 0.5  141.8908(143.9018) 154.9166(156.9276) 0.4729 (0.4860)
0.7  141.8989(146.1938) 154.9248(159.2196) 0.4727 (0.4945)
03  141.6287(142.8097) 154.6546(155.8356) 0.4722(0.4830)
0.7 05  141.7572(143.9976) 154.7831(157.0235) 0.4726(0.4876)
0.7  141.8046 (146.6471) 154.8304(159.6729) 0.4725(0.4977)
03  280.6618(281.7446) 297.1533(298.2362) 0.4787 (0.4829)
0.3 05  280.8021(282.8071) 297.2937(299.2987) 0.4789 (0.4842)
0.7  280.8887(285.1818) 297.3803 (301.6734) 0.4790 (0.4888)
0.3 280.5644(281.7629) 297.0559 (298.2545) 0.4786(0.4833)
200 0.5 0.5  280.7148(282.9062) 297.2064(299.3978) 0.4788 (0.4848)
0.7  280.9012(285.7727) 297.3928(302.2643) 0.4790 (0.4905)
0.3 280.4677(281.7850) 296.9593(298.2765) 0.4785(0.4839)
0.7 05  280.6136(283.0111) 297.1051(299.5027) 0.4787 (0.4856)
0.7  280.8398(286.4212) 297.3314(302.9128) 0.4789(0.4924)
03  699.6953(701.3716) 720.7683(722.4447) 0.4837(0.4854)
03 05  700.0944(702.7698) 721.1674(723.8428) 0.4839 (0.4863)
0.7  699.3433(704.6478) 720.4163(725.7208) 0.4835(0.4875)
03  699.5842(701.3973) 720.6573(722.4703) 0.4836(0.4855)
500 0.5 0.5  699.9943(702.8966) 721.0674(723.9697) 0.4838 (0.4866)
0.7  699.2964 (705.2882) 720.3694(726.3612) 0.4835(0.4882)
03  699.4819(701.4246) 720.5549(722.4977) 0.4836(0.4857)
0.7 05  699.9119(703.0665) 720.9849(724.1395) 0.4838 (0.4869)
0.7  699.1754(706.0010) 720.2485(727.0740) 0.4834 (0.4890)

Para verificar os efeitos do parametro de forma « sobre o desempenho do modelo. Considerou-se
os valoresden = 1.0, =07e¢p =0.6e6 =0.2e a = {0.5,1.0,1.5,2.0,2.5}, com 1000 réplicas
de Monte Carlo. Os resultados sdo apresentados na Tabela 2.4. Neste caso, 0 modelo BISARMA
também fornece valores menores de AIC, BIC e RMSE, indicando melhor capacidade de previsao e

ajuste.
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Tabela 2.4: Estatisticas de avaliagdo de previsdo para os diferentes valores de «, baseadas em simulagdes de
Monte Carlo para o modelo BISARMA(1,1) e ARMA(1,1) (com as estatisticas entre parénteses).

n o) AIC BIC RMSE
0.5 141.9090 (142.8055) 154.9349 (155.8314)  0.4729(0.4813)
1.0 265.7652 (268.0712) 278.7910 (281.097) 0.8913 (0.8985)
100 1.5 329.6598 (334.6509) 342.6856 (347.6767) 1.2499 (1.2553)
2.0 369.6198 (378.0031) 382.6457 (391.0290) 1.5593(1.5614)
2.5 397.1729 (409.2500) 410.1987 (422.2758) 1.8297 (1.8275)
0.5 280.5448 (281.5542) 297.0364 (298.0457)  0.4786(0.4831)
1.0 —349.1334(—347.1097) —332.6419(—330.6182) 0.0983(0.1120)
200 1.5 657.9656 (666.9540) 674.4572 (683.4456) 1.2625(1.2651)
2.0 738.2936 (753.9990) 754.7852 (770.4906) 1.5730(1.5737)
2.5 793.6655 (816.7358) 810.1571(833.2274) 1.8436(1.8419)
0.5 699.4671 (701.0986) 720.5401 (722.1716)  0.4836(0.4852)
1.0 1323.3460(1331.902) 1344.4190 (1352.9750)  0.9101(0.9113)
500 1.5 1644.9330 (1666.830) 1666.0060 (1687.9030)  1.2736 (1.2743)

2.0 1845.8550 (1884.830)
25 1984.2180 (2041.935)

1866.9280 (1905.9030)
2005.2910(2063.0080)

1.5853 (1.5852)
1.8563 (1.8552)

2.5 Aplicacao

Nesta secdo utilizou-se trés conjuntos de dados reais para ilustrar o desempenho do modelo BI-
SARMA no ajuste de séries temporais. Os dados sao de frequéncia semanal e correspondem a trés
séries temporais com 508 observacdes. Referem-se aos possiveis efeitos da variacdo de tempera-
tura e dos niveis de materiais particulado (particulas muito finas de s6lidos ou liquidos suspensos no
ar) sobre a mortalidade cardiovascular no condado de Los Angeles, no periodo compreendido entre
1970 e 1979; veja Figura 2.4. Os dados estdo disponiveis no software R por meio do pacote astsa;
veja Shumway e Stoffer (2017). As varidveis em estudo sao mortalidade (M), temperatura (X;;) e
particulado (Xg).

A Figura 2.4 (a) mostra um comportamento de tendéncia de queda ao longo da série M,;. Em todas
as séries, a presenca de picos sazonais, correspondentes as variagdes de inverno-verdo, também é

evidente.
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Figura 2.4: Mortalidade cardiovascular (a), Temperatura (b) e Material Particulado (c) ao longo do periodo de
10 anos (1970 - 1979).
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A Figura 2.5 mostra os graficos de dispersdo para a relacdo entre mortalidade e particulado (a) e
mortalidade e temperatura (b), respectivamente. A Figura 2.5 (a) indica uma possivel relagdo linear
entre a mortalidade e os niveis de materiais particulado. A Figura 2.5 (b) mostra a relac@o curvilinea
entre a mortalidade e a temperatura, indicando que as flutuacdes da mortalidade estdo fortemente as-
sociadas as variacOes da temperatura. Um estudo desse conjunto de dados pode ser visto em Shumway

e Stoffer (2017).
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Figura 2.5: Dispersao para a relagdo entre mortalidade e particulado (a) e entre mortalidade e temperatura (b)
durante o periodo de 10 anos (1970 - 1979) no condado de Los Angeles.

Baseado na analise da Figura 2.5, que mostra a relacdo entre as varidveis M;, Xi; e Xy; e, consi-
derando M, como a varidvel resposta, essas relacoes podem ser modeladas ao longo do tempo ¢ por

meio dos valores observados de X; € Xo;, T1¢ € X9 COMO
M, = n+ pitrend; + Bao(z1 — T1) + Bs(x1s — T1)* + Bazar + &, (2.11)

em que 7; € a temperatura média adicionada no modelo para evitar colinearidade, “trend,” é uma
tendéncia linear descendente em ¢ observada na Figura 2.4 (a), e €, € um erro aleatdrio ou um processo
de ruido consistindo de varidveis independentes que sao identicamente distribuidas com média zero e
varincia o2; veja Shumway e Stoffer (2017).

A Figura 2.6 mostra a funcao de autocorrelacdao (ACF) em (a) e a funcdo de autocorrelagdo parcial
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(PACF) em (b) dos residuos do ajuste de minimos quadrados de (2.11). Uma andlise do gréfico da
ACF e da PACF sugere a caracteristica de um modelo estaciondrio AR(p) de ordem p = 2 para os

residuos.
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Figura 2.6: Representac@o grafica das ACF (a) e PACF (b) dos residuos do modelo de regressao para dados de
séries temporais ao longo do periodo de 10 anos (1970 - 1979) no condado de Los Angeles.

Assim, o modelo do erro correlacionado definido em (2.11) € expresso da seguinte forma
€t = Q1641 + P22 + Uy,

em que ; € um modelo AR(2) e u; é um ruido branco. Os resultados para este modelo sdo obtidos
usando a fun¢do garmaFit do pacote gamlss.util;vejahttp://www.gamlss.org.

Considere agora uma anélise do modelo BISARMA definido em (2.7), com

Y; = log(M;) =n+ fitrend; + Ba(x1; — T1) + P3(x1 — f1)2 + Baxoy

2
+ Z Oi [yt_i - (77 + pitrend;_; + 52(517”_1' — fl) + @3(1’11&—1' - E1)2 + 64x2t—i)} + &4,
=1

em que ¢; ~ log-BS(«,0), para o conjunto de dados associado as variaveis M;, com M, = T,
conforme as expressoes que se seguem abaixo de (2.7), X; e Xo;.

A Tabela 2.5 reporta os valores das estimativas de ML, RMSE e AIC / BIC. A partir desta tabela,
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observe que o modelo BISARMA (2,0) fornece um melhor ajuste do que o modelo ARMA (2,0)
baseado nos valores AIC / BIC. Além disso, o modelo BISARMA (2,0) apresenta menores valores de

RMSE, indicando melhor capacidade de previsao.

Tabela 2.5: Estimativas e medidas de adequagdo de modelos para os dados da série de tempos de mortalidade
no periodo de 10 anos (1970 - 1979) no Condado de Los Angeles.

Modelo Pardmetros Estimativa AlIC BIC RMSE
01 0.4057
o)) 0.2779
n 38.0662
B —0.0171
BISARMA(2,0) —1487.9150 —1454.0710 0.0547
Ba —0.0017
B3 0.0002
Ba 0.0023
a 0.0548
01 0.3881
2 0.4321
i 2831.4911
ARMA(2,0) b1 —1.3932  3100.1290 3133.9730 8.1362
Ba —0.0169
B3 0.0154
Ba 0.1554

Os graficos do quantil tedrico versus quantil empirico (QQ) dos residuos do GCS, com envelopes
de simulagdo, indicam melhor concordancia com a distribuicdo do EXP (1) no modelo BISARMA
(2,0); veja a Figura 2.7 (a esquerda) e a Figura 2.8 (a esquerda). No entanto, nos graficos ACF e PACF,
observe que ambos os modelos produzem residuos ndo autocorrelacionados; veja as Figuras 2.7 e 2.8

(ao centro e a direita).
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Figura 2.7: Envelope de residuos Cox-Snell generalizado (a equerda), ACF (centro) e PACF (a direita) do

Quantil empirico

modelo BISARMA(2,0) com dados de séries temporais ao longo do periodo de 10 anos (1970 -
1979) no Condado de Los Angeles.
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Figura 2.8: Envelope de residuos Cox-Snell generalizado (a equerda), ACF (centro) e PACF (a direita) do

modelo ARMA(2,0) com dados de séries temporais ao longo do periodo de 10 anos (1970 - 1979)
no Condado de Los Angeles.

As séries cronoldgicas ajustadas pelos modelos BISARMA (2,0) e ARMA (2,0) sdo apresentadas

em conjunto com as séries temporais observadas na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Série mortalidade cardiovascular no Condado de Los Angeles (cinza), ajustada conforme os mo-
delos BISARMA(2,0) (preto) e ARMA(2,0) (preto - - -).

2.6 Consideracoes finais

Neste trabalho, foi proposto um novo modelo autorregressivo de média mével baseado na dis-
tribuicdo Birnbaum-Saunders. O modelo provou ser uma boa alternativa para descrever dados nos
quais a variavel dependente € autocorrelacionada. Foi realizado uma avaliagdo numérica dos estima-
dores de méxima verossimilhanga dos parametros do modelo através da simulagdes de Monte Carlo
utilizando como medidas de desempenho a média empirica, viés, variincia e erro quadratico médio
dos estimadores. O estudo de simulacdo mostrou o bom desempenho dos estimadores de maxima
verossimilhanca. Uma analise residual para verificar a qualidade do ajuste também foi realizada.
Finalmente, uma aplicagdo do novo modelo autorregressivo Birnbaum-Saunders foi realizada com
dados do mundo real das ciéncias ambientais. A aplicacdo mostrou a superioridade do novo mo-
delo sobre o cldssico modelo ARMA gaussiano, fornecendo fortes evidéncias de que a distribuicao
Birnbaum-Saunders é uma boa alternativa de modelagem para lidar com dados temporais. Estes re-
sultados sugerem que o modelo autorregressivo de médias méveis Birnbaum-Saunders (BISARMA)
pode se tornar um novo padrdo para a andlise de rotina de dados de séries temporais positivos e

assimétricos nas ciéncias ambientais e em outros campos do conhecimento.
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Capitulo 3

RBSARMA: Um modelo de séries temporais
Birnbaum-Saunders reparametrizado e sua
aplicacao no estudo de um processo de dados

ambientais

Resumo: A classe de modelos Birnbaum-Saunders (BS), sobretudo os modelos de re-
gressdao BS, vém recebendo considerdvel destaque na literatura estatistica, sendo aplicados
com bastante sucesso em diferentes dreas do conhecimento, tais como: negdcios, financas,
seguros, medicina, meio ambiente, entre outras. Devido a essa importancia, trés diferentes
modelos de regressdao BS foram propostos em Rieck e Nedelman (1991), Leiva et al.
(2014a) e Balakrishnan e Zhu (2015). Um ponto comum nesses modelos € que a presenga
de correlacdo ndo € considerada. Neste artigo, estudamos um modelo de série temporal
baseado na distribui¢do BS que permite analisar dados em termos de uma média condicio-
nal varidvel no tempo. O modelo pode ser considerado como uma extensao do modelo de
regressao proposto por Leiva et al. (2014a) e € baseado na distribui¢do BS reparametrizada
(RBS). Particularmente, trata-se de um modelo autorregressivo de médias méveis (ARMA)
com covaridveis e uma distribuicao condicional RBS (RBSARMA). Além disso, um estudo
de simulacdo de Monte Carlo € realizado para examinar o desempenho dos estimadores pro-
postos. A metodologia € ilustrada com dados de séries temporais de um processo ambiental.

Palavras-chave: Modelo ARMA; Distribui¢cao Birnbaum-Saunders; Dados dependentes;
Métodos de maxima verossimilhanga; Selecdo de modelos; Método de Monte Carlo; Lin-
guagem computacional R; Andlise residual.

3.1 Introducao

A distribui¢c@o Birnbaum-Saunders (BS) € um modelo do tempo de vida que, nas ultimas e recentes
décadas, vem sendo bastante utilizado em diferentes campos das ciéncias. Essa distribui¢do é unimo-
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dal, com assimetria positiva e suporte definido nos reais positivos, indexada por dois parametros « e
£ que modificam a sua forma e a escala, respectivamente. Proposta por Birnbaum e Saunders (1969a)
a distribuic@o BS teve a sua origem baseada em um problema fisico relacionado a um tipo especifico
de fadiga nos materiais sob estresse ciclico, onde o crescimento de uma rachadura causa a falha. Pos-
teriormente, Desmond (1985) relaxou algumas suposicoes feitas por Birnbaum e Saunders (1969a) e
reforgou a justificativa fisica desse modelo apresentando uma derivacdo mais geral. Para mais deta-
lhes sobre a distribuicdo BS no que diz respeito as suas propriedades, veja Johnson et al. (1995, pags.
651-663) e Leiva (2016).

Desde a sua primeira utilizacdo e numerosas aplicacdes na drea de engenharia e confiabilidade
de materiais, a familia de distribuicdo BS tem sido considerada em diferentes campos do conheci-
mento, incluindo ci€ncias ambientais; veja Leiva et al. (2009, 2016), Vilca et al. (2010), Ferreira et al.
(2012), Marchant et al. (2013, 2018), Saulo et al. (2013), Garcia-Papani et al. (2017, 2018a,b) e Lillo
et al. (2018). O amplo interesse nessa distribui¢do se deve aos seus argumentos tedricos, suas boas
propriedades e sua relagdo préxima com a distribuicao normal. Diversos estudos foram desenvolvi-
dos em relacdo aos aspectos de estimacao, inferéncia, generalizagdes, modelagem e diagnodstico da
distribui¢cdo BS. Uma sintese sobre os principais estudos da distribuicdo BS pode ser consultada em
Balakrishnan e Kundu (2018).

Na classe de modelos de regress@ao BS algumas formas de modelagem foram propostas. Rieck
e Nedelman (1991) foram os pioneiros nesta linha. Eles introduziram o modelo log-linear para a
distribuicdo BS e desenvolveram métodos de estimacdo. Posteriormente, outros trabalhos foram rea-
lizados sobre modelos de regressao BS, por exemplo, Galea et al. (2004) e Xie e Wei (2010) apresen-
taram varios métodos de diagnosticos para os modelos log-linear BS. Leiva et al. (2007) formularam
o modelo de regressdo log-BS com observacdes censuradas. Diaz-Garcia e Leiva (2005) propuse-
ram uma generalizacio da distribui¢cao BS, que foi derivada com base em distribui¢cdes de contornos
elipticos e foi denominada de distribui¢do BS generalizada (GBS). Barros et al. (2008) propuseram
entdo, uma nova classe de modelos de regressdao em que os erros seguem uma distribui¢do log-GBS
baseada no modelo t-Student. Barros et al. (2009) desenvolveram um pacote no programa R para
andlise da distribuicdo GBS, considerando casos de dados com ou sem censura, possibilitando uma
maior aplicagdo da distribuicdo BS em dados de andlise de sobrevivéncia. Em todos esses mode-
los, a resposta original deve ser transformada em escala logaritmica, o que induz a um problema de

interpretacdo dos resultados e, a uma reducdo do poder do estudo. Além disso, embora nessa escala
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se esteja modelando a média 1 = log(3), na escala original estd se modelando 5 = exp(u), que, no
caso da distribuicao BS, corresponde a mediana.

Neste contexto, Santos-Neto et al. (2012) propuseram vdrias reparametrizacdes da distribui¢io
BS. Uma dessas reparametriza¢des indexa a distribuicdo BS por seus parametros de média e pre-
cisdo, denominada de distribui¢do BS reparametrizada (RBS). Tal reparametrizacdo permite modelar
diretamente a média sem a necessidade de transformacdes de maneira similar aos modelos lineares
generalizados (MLG), mas baseado na distribuicdo BS que ndo pertence a familia exponencial. Entre-
tanto, uma modelagem do tipo MLG baseada na distribuicio RBS também pode ser executada; veja
Leiva et al. (2014a). Nesses estudos, a resposta média esta relacionada a um preditor linear por uma
das vérias fungdes possiveis de ligacdo, englobando todos os parametros a serem estimados. Dife-
rentemente de todos os modelos de regressao existentes da BS, a abordagem proposta por Leiva et al.
(2014a) permite que os dados sejam modelados em sua escala original com uma ampla flexibilidade.

Contudo, apesar do crescente interesse no estudo da distribuicdo BS e do desenvolvimento de
uma quantidade considerdvel de trabalhos, pouco foi desenvolvido para a anélise de dados com al-
guma estrutura de correlacdo serial. Além disso, este trabalho evidencia uma area relativamente
pouco explorada no contexto de modelagem BS, que sdo os modelos de séries temporais baseados na
distribui¢ao BS. Alguns esfor¢os nessa drea sdo atribuidos a Bhatti (2010), Leiva et al. (2014b), Saulo
et al. (2018a), Fonseca e Cribari-Neto (2018) e Rahul et al. (2018).

O principal objetivo deste trabalho € estudar um modelo de série temporal proposto por Saulo et al.
(2018b) que é baseado na distribuicao RBS. Esse modelo € especificado em termos de uma média
condicional variando no tempo e pode ser considerado como uma extensao do modelo de regressao
RBS proposto por Leiva et al. (2014a). A abordagem deste trabalho € semelhante aos trabalhos de
Benjamin et al. (2003), Rocha e Cribari-Neto (2009) e Maior e Cysneiros (2016) que estenderam os
modelos de séries temporais autorregressivos de médias moveis (ARMA) para diferentes classes de
distribuigdes.

O restante desse trabalho esta organizado da seguinte forma. A Se¢do 3.2 apresenta a distribui¢do
BS na sua versao original e a sua forma reparametrizada RBS, bem como algumas propriedades de
ambas as distribui¢cdes. Também, o modelo de regressdo RBS proposto por Leiva et al. (2014a) sera
abordado, sendo apresentado sua forma e estimagdo de seus pardmetros. A Secdo 3.3 formula o
modelo RBSARMA, fornece estimativas com base no método de méxima verossimilhanca e andlise

de residuos. A Secao 3.4 fornece a realizacao da simula¢do de Monte Carlo para avaliar o desempenho
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da metodologia proposta. A Sec¢do 3.5 realiza uma aplicacdo do modelo RBSARMA para dados de
séries temporais ambientais reais, para mostrar o seu potencial. Os resultados serdo comparados com
os ajustes produzidos por um modelo ARMA gaussiano. Finalmente, a Sec¢ao 3.6 discute algumas

observacdes finais sobre este trabalho.

3.2 Definicoes Basicas

3.2.1 Distribuicao Birnbaum-Saunders

Uma varidvel aleatéria Y segue uma distribui¢do BS, usualmente denotada por Y ~ BS(«, ), se

sua funcao de distribuicdo acumulada (f.d.a.) € expressa por

F(y;a,ﬁ)z@[é <\/%—\/§>], y >0, (3.1

em que ®(-) é a f.d.a. da normal padrdo, o > 0 é o parAmetro de forma e 5 > 0 € tanto o pardmetro
de escala quanto a mediana da distribuigao.

A funcdo densidade de probabilidade (f.d.p) de Y € obtida derivando (3.1) em relacio a y, ou seja,
f(y; a, B) = Fy (y; v, B). De modo que,

o Yy +B) 1 [y, B
f(y’a’ﬁ)_WeXp{_ﬁ{E+§_Q]}’ y > 0.

Uma propriedade importante na constru¢do desta distribui¢do é que uma varidvel aleatéria ¥ ~
BS(«, /) pode ser construida a partir de uma varidvel aleatéria Z com a distribui¢do normal padrao

mediante a seguinte relagdo estocdstica

em que

1
4 =—
«

Y s
\/;— \/; ~ N(0, 1).

Essa relacdo € extremamente util e pode ser usada para obten¢cdo de nimeros pseudo-aleatorios

provenientes da distribuicao BS. Mais detalhes veja, por exemplo, Leiva (2016), Diaz-Garcia e Leiva
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(2005).

Outras propriedades da distribui¢ao BS sdo apresentadas a seguir. Se Y ~ BS(a, 3), entdo: (i)
para qualquer constante real £ > 0, tém-se kY ~ BS(«, kf3), o que significa que a distribui¢do BS é
fechada sob proporcionalidade; (ii) Y ' ~ BS(«, 37!), implicando que a distribui¢do BS também é
fechada sob reciprocidade; (iii) O pardmetro 3 é um parametro de escala, em que, Y 37! ~ BS(a, 1).
Além disso, [ € a mediana da distribuicdo de Y, e pode ser obtida diretamente quando ¢ = 0,5 de

sua fungdo quantilica dada por

2

y(g; o, B) = F g a,8) = %@Jr\/(%@) +1] , 0<g<1,

em que z(q) é a g-ésimo quantil da distribuicdo normal padrdo e Iy 1 ¢ o inverso da funcio de
distribui¢do de Y aplicada em ¢; e (iv) O parametro o € um parametro de forma, tal que, quando
a — 0, a distribui¢ao BS tende para uma distribuicdo normal N (5, 7), onde 7 — 0 quando ov — 0.

Além dessas propriedades, o r-€simo momento da distribuicdo BS € dado por,

E(Y") =8 i (Z) i (Z) ZT(?j(Ii&{J; i_))l!'); <%)2(r—j+i) | 32)

§=0 i=0

Utilizando a Equacdo (3.2), as expressdes para a média, variancia, coeficientes de assimetria e

curtose de Y, sdo dadas respectivamente por

E[Y] =2 (1 + 1042) . Var[Y] = (af)? (1 + Zoﬂ) :

2

1102 + 6) (9302 + 41)
Y] =1 2(— Y] = 2V TR
asl¥] = 160"ty ¢ alY =346y

Essas propriedades também s3o mantidas em outras parametrizagdes da distribui¢do BS como por

exemplo, a distribuicdo Birnbaum-Saunders reparametrizada.

3.2.2 Distribuicao Birnbaum-Saunders reparametrizada

A distribui¢cdo RBS foi proposta por Santos-Neto et al. (2012) como uma das vérias formas de
parametrizagdes da distribui¢ao BS e foi introduzida utilizando uma reparametrizacdo da distribuicao

BS em funcdo de sua média. Tal distribui¢do, permite que diversas caracteristicas de modelagem
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de dados sejam consideradas; veja Santos-Neto et al. (2014) e Santos-Neto et al. (2016). Considere
os pardmetros da distribui¢do BS definida em (3.1) como o = /2/d e f = pud/(6 + 1), os novos

parametros da forma reparametrizada da distribuicao BS sao expressos da seguinte forma

u—ﬁ(l—l—%oﬁ) e 5:3

em que ;¢ > 0 € a média da distribui¢do e também um parametro de escala e 6 > 0 € um parametro
de forma e precisdo. Neste caso, usamos a notagdo Y ~ RBS(y, 9).

A f.d.a. da distribui¢@o BS reparametrizada por e § € dada por
S\ [+ 1)y)? 5o\:
2 y 2 u 2
Fly;p,0) =@ ( = — ) = , > 0, 33
(i0) (2) ( pd ) ((5+1)y) ] ’ G

A f.d.p. de Y € obtida derivando a expressao (3.3) em relacdo y. De modo que

_ _exp{g}\/é—kl a0 1o 0 ((6+ 1)y )
fly;p,6) = W y=3/ <y+(5+1)>exp{—4( ”; +(5+1)y>}’ y>0. (3.4)

em que ®(-) é a f.d.a da normal padrio.

Através das relacoes da distribuicdo BS em sua versao original, a distribuicio RBS possui a se-

guinte relacdo estocastica com a distribui¢ao normal

2

w | Z (Z>2
y="— =+ (=] +1|
O+1 (/26 V26

em que
N2 /(0+1)Y\2 10 2
7z (2 B Y o ~ N(0,1).
) |(55) - (o) | ~ o
A funcdo quantilica para a distribuicdo RBS ¢ dada por
5 2
. J | z(a) (Z(Q)>
;75:F1;75:N + —= | +1] , O0<qg<l1,
y(g; 1, ) (:11,0) = 57 o NG q

em que 2(q) é o g-ésimo quantil da distribuigdo normal padrdo e Fy' é o inverso da fungdo de
distribui¢do Y aplicada em gq.

As expressoes para a média e a variancia da distribuicio RBS, sdo dadas, respectivamente, por
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E(Y) = pe Var(Y) = p?- [CV(Y)]%, em que CV(Y) = v/26 + 5/(6 + 1) € (0,4/5) é o coeficiente
de variacdo de Y. Como mencionado, d pode ser interpretado como um parametro de precisdo, isto é,
para valores fixos de y, quando 6 — oo, a varidncia de Y tende a zero. Além disso, para valores fixos
de pse 6 — 0, entdo Var(Y) = 5u% A medianade Y € 6u/(6 + 1) e representa uma proporgdo da
média. Note que, para p fixo 6p/(§ + 1) — p quando § — oo.

A Figura 3.1, apresenta algumas formas da distribui¢do de Y ~ RBS(y,d). A partir da Figura
3.1 (a) observe que o pardmetro ¢ além de ser um parametro de precisio, também € um parametro de
forma e, a medida que J aumenta, a densidade da distribuicdo é mais concentrada em torno da média
1 = 1 e, portanto, a variabilidade diminui. Na Figura 3.1 (b), observe que o pardmetro ;¢ mesmo
sendo a média da distribuicdo também se comporta como um parametro de escala e, a medida que

aumenta, provoca o aumento da variancia e o achatamento na densidade da distribui¢ao.

o
— o
® _— 03=2 o 7 p=1
| d=5 l.l=15
5=10 o u=2
° 5=25 - u=25
N --- 3=50 u=3
—~
o) 5=100 o H=35
s _ Lo o
g EREE
o | . =
- \ 0 |
8| 2
_ \
A\
o _| Theee——— © | AN e e
© 5 T T T T © 5 T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6

y
(@) (b)

Figura 3.1: Fungdes densidade de probabilidade da distribuigdo RBS(y, d) para p = 1 fixo (a) e para 6 = 50
fixo (b).

3.2.3 Modelo de regressao RBS

Baseados na distribuicao RBS, Leiva et al. (2014a), propuseram uma nova abordagem ao modelo
de regressao da distribui¢do BS. Nesta abordagem, a constru¢do do modelo de regressdao € seme-
lhante aos MLG’s, no qual modela-se diretamente a média sem que seja necessario a realizacao de

uma transformacdo da varidvel dependente para uma escala logaritmica. Formalmente, considere
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Y1, ..., Y, uma amostra de varidveis aleatérias independentes, em que cada Y; ~ RBS(yy, d), para
t = 1,...,n e suas respectivas observagdes y = [y1,...,¥,] . Entdo, um modelo de regressdo

baseado em (3.4) € definido pela seguinte componente sistematica

-

g(w) =y =2, 8, t=1,...,n, (3.5)
emque x; = (41,...,%) €um vetor de varidveis explicativas sobre p regressores conhecidos, para
t=1,...,n,8=(54,..., 5p)T para p < n € um vetor de coeficientes de regressao desconhecidos a

serem estimados e a; € o preditor linear.

Como nesse caso uma funcdo da média é que possui relacao linear com as varidveis explicativas e
o vetor de parimetros, tem-se que a média da varidvel resposta € dada por y; = g~!(x] 3), em que
g(+) é uma fungdo de ligagdo g : R — R™ estritamente monétona, positiva e pelo menos duas vezes
diferenciével.

O logaritmo da fun¢do verossimilhanca do modelo de regressdao RBS para o vetor de parametros

~=(B",9)" tem a seguinte forma £(v) = >_1, £ (y; pur, ), em que

o log(l6m) 1

ft(?/t%ﬂta(s) = 5 - T - §log [

(0 + Dy } _(0+ Dy, 0% puy (3.6)

(Oyr + yr + Opur)? Ay 400+ Dy

As estimativas de maxima verossimilhanga do vetor de parametros ~ € dada através das solugdes
do sistema de equagdes Ug,(v) = 0 (j = 1,...,k) e Us(v) = 0 em que Uy, (v) = 9l(~)/9B;
e Us(y) = 0l(v)/dd. Neste caso ndo é possivel encontrar uma solugdo analitica. Sendo assim,
as estimativas de méxima verossimilhanga sdo obtidas numericamente com o uso de algum método
iterativo para problemas de otimizacao ndo-linear. Os resultados tedricos para este modelo sdao obtidos
usando a fun¢do gamlss do pacote RBS implementado no software R; veja Stasinopoulos e Rigby

(2007), www . R-project .org e R Core Team (2016).

3.3 Modelo RBSARMA

3.3.1 Formulacao

Sejam {Y;}, para t = 1,...,n varidveis aleatérias e assuma que a distribuicdo condicional de

cada Y}, dado o conjunto de informacdes passadas F;—1 = {Yr—1, .- -, Y1, -1, - - - , [11 }» SEZUEM UMa
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distribuicdo RBS, denotada por Y;|F;_1 ~ RBS(1,d). Entdo, a f.d.p. condicional de Y; dado F;_; é

dada por
] 0| Fq) = -2l T N : >0
f(ytwuta | t 1) 4\/7[_7/“ Yy yt+ (6—|—1) exp 1 5Mt + <5+1>yt 3 Yt 9

3.7
em que ¢ > 0 e pu; = E[Y;|F;_1] s@o, respectivamente, o pardmetro de precisdo e a média condicional
de Y;. Baseado no modelo de regressdao RBS apresentado em (3.5) no modelo RBSARMA, € possivel

acomodar uma componente dindmica adicional, 7;, com uma estrutura ARMA dada por (Saulo et al.,

2018b)

p q
r=n+> &lgs) — 2B+ D> 0ilglyy) — aiy), (3.8)
i=1 j=1
tal que agora
g(ut):at:m:,@—l—ﬁ, tzl,...,n, (39)

em que g(-), z; ¢ 3 sdo definidas como em (3.5), ¢ = (¢1,...,¢,)" €RP, 0 = (0y,...,0,)" € R,
e p,q € N sdo os parametros autorregressivos e de médias moveis e suas ordens, respectivamente; e
7 € R € uma constante.

Portanto,

q

g(m) ==z B+n+ > dilg(yi) —x B+ 0 lg(yy) — ]

J=1

p p q
=1+ (fl?:,@ - Z ﬁbz‘fﬁ:_iﬁ) + Z ¢ig(Ye—i) + Z 0;9(ye—;) — u—;. (3.10)
i=1 i=1 j=1

O modelo RBSARMA ¢ definido pela distribuic@o de Y; dado o conjunto de informagdes passadas
Fi_1 em (3.7) e pela componente dada em (3.10). Perceba que a formulacdo do modelo RBSARMA,
com excecao da expressao (3.7), segue a mesma estrutura dos modelos GARMA propostos por Ben-
jamin et al. (2003), o qual tem como objetivo estender os modelos ARMA ao contexto da familia

exponencial. Para o modelo RBSARMA, a funcao de ligacdo escolhida € a identidade.

3.3.2 Estimacao

A estimacao dos parametros do modelo RBSARMA é realizada considerando o método da maxima

verossimilhanga condicional para as primeiras m observagdes, em que m = max{p,q} e n > m.
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A partir da expressdo (3.7) tem-se que o logaritmo da funcdo de verossimilhanga para o vetor de

pardmetros v = (6,1,3",¢",0")" condicional as m observagdes ¢ dado por

n

()= 45,8, 6.0), (3.11)

t=m-+1

em que 4(9, B, 1, b, 0) =log f(y; ps, 6| F—1) é definido por

) log(167) 1 [0+ 1)V Y, [0+ 1] 62 g
6 =42 ylog (B2 _ o - - .
‘ {2 +log ( 2 ) 2 %8 ([(6 +1)Y; + op)? A AP+ 1),

A estimativa de méxima verossimilhanca condicional do vetor de parametros < pode ser obtida ma-
ximizando a fun¢@o log-verossimilhanga definida em (3.11) igualando o vetor escore U () = 9¢/0~
para zero. Isso € feito resolvendo um processo iterativo ndo-linear de otimizacao, em particular pode-
se usar o algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) conhecido também como algoritmo
quase-Newton BFGS. Para mais detalhes sobre métodos de maximizagdao numérica e o método BFGS,
veja Nocedal e Wright (1999), Press et al. (1992) e Lange (2001). O método BFGS esta implemen-
tado no software R pelas fungdes optim e optmx; veja www.R-project.org e R Core Team

(2016).

3.3.3 Analise residual

A andlise de residuos desempenha um papel fundamental na validacdo de qualquer modelo es-
tatistico. Esta andlise permite detectar a existéncia de possiveis observacdes discrepantes (outliers)
e seus efeitos na inferéncia ou nos resultados do ajuste. Em particular, dois tipos de residuos sdo

propostos neste trabalho. O primeiro € um residuo de Cox-Snell generalizado (GCS) dado por
rf % = —log(S(w|Fi1)), (3.12)
em que S (y¢|Fi—1) € a fungdo de sobrevivéncia estimada para o modelo avaliado, definida como

S —ad (O (D) (s N
S(ytautvé)_q){ (2) < /.Lté ) (((5+1)yt> ]}7 ytnut75>0a (313)

em que ¢ € a f.d.a. da distribui¢do normal padrao.

O residuo GCS segue uma distribui¢do exponencial unitiria, EXP(1), quando o modelo € especi-
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ficado corretamente, e um grafico de quantil tedrico versus quantil empirico (QQ) de r“*, definido
em (3.12), pode ser empregado para avaliar o ajuste do modelo.

O quantil residual (QS) € o segundo tipo de residuo proposto. O QS ¢é dado por
r?® = o7 (S(ylFie)), (3.14)

em que ®! ¢ a funcdo inversa da f.d.a da distribuigdo normal padrdo e S(y,|F,_,) ¢ a funcdo de
sobrevivéncia estimada, ajustada como em (3.13). O residual QS segue uma distribuicdo normal
padrdo quando o modelo € especificado corretamente. Da mesma forma, um grifico QQ dos residuos

definidos como em (3.14), pode ser empregado para avaliar o ajuste do modelo.

3.4 Simulacao de Monte Carlo

Nesta secao sao apresentados os resultados das simulagdes realizadas no modelo RBSARMAC(1,1),
baseados em amostras de tamanho n € {100,200, 500}. Para estes estudos, dois casos foram consi-
derados. No primeiro caso foi realizado as simulagdes com os valores 6 € {8,15,25,50} e 5 = 0.7,
n =10,¢ = 0.7e 0 = 0.5. Para o segundo caso, os pardmetros autorregressivo (¢) e de médias
moveis (f) tomam os valores de 0.3, 0.5e0.7comé =8, 3 =0.Ten = 1.0.

O objetivo destas simulacdes € avaliar o desempenho e o comportamento dos estimadores de
maxima verossimilhanga condicional (EMLC) para os parametros autorregressivos (¢), de médias
moveis (f) e de forma (e/ou precisdo) (9) do modelo RBSARMAC(1,1). O estudo de simulagdo foi
baseado em 1000 réplicas de Monte Carlo para cada tamanho (n) de amostra. Os tamanhos amostrais
propostos tém por objetivo verificar se existe melhorias na estimac¢do dos parametros de interesse con-
forme o aumento do tamanho da amostra. Os estimadores de maxima verossimilhanca condicional
foram obtidos através da maximizacao da expressao (3.11) utilizando o algoritmo de otimiza¢do ndo-
linear quase-Newton BFGS. Os critérios utilizados para avaliar e comparar o desempenho dos EMLC

dos parametros ¢, 6 e 6 foram a média dos valores estimados, o viés, a variancia e o erro quadratico
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médio (MSE) dados, respectivamente, por

1
o= ¢, Viés(p) =0 — o,
T or=1
(3.15)
__ 1 & 1 &
Var(p) =+ D (6= 8)° e MSE@) =) (¢ —9¢),
T or=1 T or=1

em que ¢, € a estimativa obtida na r-ésima réplica para cada parametro, ¢ representa o valor verda-
deiro do parametro e N, é o nimero de réplicas de Monte Carlo.

Com excec¢ao da média, para todas as outras estatisticas calculadas, quanto menor o seu valor, me-
lhor o desempenho do método de estimagdo. Ressalta-se, que o viés tem essa caracteristica quando
analisado em termos do seu valor absoluto. Todas as rotinas de simulagdo e estimagdo foram desen-

volvidas utilizando o software R.

3.4.1 Modelo RBSARMA(1,1)

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 sao apresentadas a média, o viés, a variancia e o MSE das estimativas dos
parametros de forma (e/ou precisao) (¢) e dos parametros autorregressivos (¢) e de médias moveis (6),
respectivamente, obtidas conforme a metodologia mencionada para as simulagdes de Monte Carlo.

Na Tabela 3.1 pode se observar as estimativas para o parametro 9, fixado de acordo com o primeiro
caso. Note que o desempenho das estimativas de  estd relacionada com o tamanho da amostra. Por
exemplo, quando aumenta o tamanho da amostra de n = 100 para n = 500 o viés em valor absoluto
da estimativa de 6 = 8, em média, diminui consideravelmente, passando de 0.4705 para 0.0720.
Consequentemente, a média da estimativa de 0 tende a ficar mais proxima do verdadeiro parametro.
Por outro lado, para um mesmo tamanho de amostra, o viés das estimativas em valor absoluto aumenta
a medida que o valor de J cresce. Por exemplo, quando n = 200 e § = 8 o viés absoluto da estiva de &
¢ de 0.2414, no entanto, quando ¢ = 50 a medida do viés aumenta para 1.1722. Esse comportamento
€ semelhante, também, para a variancia e o MSE das estimativas de 0.

Em todos os cendrios considerados, o parametro 0 foi, em média, superestimado, isto €, a estima-

tiva 0 fornecida pelo EMLC para ¢ foi maior que o valor verdadeiro do parametro.
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Tabela 3.1: Estimativas de mdxima verossimilhanga condicional para os diferentes valores de J, baseadas em
simula¢des de Monte Carlo para o modelo RBSARMA(1,1).

~

1)
Média Viés Variancia MSE

8 8.4705 0.4705 1.5462 0.2334
15 15.8429 0.8429 5.3862 0.7171
100 25 26.3139 1.3139 14.8842 1.7304
50 52.2676 2.2676 59.0348 5.1441

8 82414  0.2414 0.7216 0.0640
15 154353 04353 2.5264 0.1926
200 25 256816  0.6816 7.0042 0.4665
50  51.1722  1.1722  27.9215 13750

8 8.0720  0.0720 0.2464 0.0072
15 15.1332  0.1332 0.8625 0.0189
500 25 252044  0.2044 2.3963 0.0425
50 503276  0.3276 9.5864 0.1077

Na Figura 3.2 esses resultados sdo apresentados em forma de gréficos o que facilita a comparacao
das estatisticas calculadas em relacdo ao tamanho da amostra e aos valores verdadeiros de §. Nota-se
na Figura 3.2 (a) que a medida que n — oo menores sio os valores do viés das estimativas em valor
absoluto. Também para um mesmo tamanho de amostra, o viés das estimativas em valor absoluto
aumenta a medida que o valor de « cresce. Esse comportamento é semelhante, para a variancia e o

MSE das estimativas de ¢ (veja Figura 3.2 (b) e (¢)).

2232 — 50072 —

56.2464 —
2052 —
1872 — 49.2464 —
4.0072 —
1692 422464 —|
1512

)
1332 —f g 35.2464 = 30072 —|

viés
MSE

o
1152 — «C 282464 —

=
0972 = < 2.0072 —|
> 21.2464 —

0792 —
0.612 — 14.2464 —
1.0072 —
0432 —
7.2464 —
0252 —

0.072 — 0.2464 — 0.0072 —

3 3 3
(CY (b) ©

Figura 3.2: Viés absoluto empirico (a), variincia (b) e MSE (c) do estimador de 0.
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As andlises dos graficos da Figura 3.2 permitem concluir que, de uma maneira geral, o desempenho
das estimativas de ¢ estd diretamente relacionada com o tamanho da amostra; isto é, a medida que
n — 00, menores sao os valores das estatisticas de teste e, consequentemente, melhor € o desempenho
das estimativas. Tal comportamento ja era esperado, pois, quanto maior o tamanho da amostra, em
principio, mais informacdes se dispde para se estimar os parametros.

Na Tabela 3.2 apresentam-se algumas estatisticas de resumo para as estimativas dos parametros ¢
e 0, fixados conforme as configuracdes descritas para o segundo caso. Note que as estimativas dos
pardmetros ¢ e  sdo bastante precisas a medida que n — oo. Isto faz com que os resultados obtidos
para o MSE sejam equivalentes aos da variancia estimada. Por exemplo, para um tamanho de amostra
n = 500, ¢ = 0.5 e & = 0.3 as estimativas sdo bastante proximas do valor verdadeiro dos parametros,
isto €, ngS =0.4922 ¢ 0 = 0.3034. Em média, os vieses em valores absolutos estimados de ¢ ou ¢ foram
sempre menores que 0.0336. Os maiores valores dos MSE estimados foram observados para ¢ = 0.3
e § = 0.3 para um tamanho de amostra igual a 100. Considerando um tamanho de amostra fixo,
nota-se um leve decaimento da variancia e do MSE dos parametros ¢ e # a medida que os parametros
¢ e/ou ¢ aumentam de valor.

Também foi observado que os valores estimados para ¢ e/ou  estao, em média, subestimados. isto
¢, as estimativas qg e/ou 6 foi menor que o parametro verdadeiro, em maioria dos cendrios considera-

dos.
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Tabela 3.2: Estimativas de maxima verossimilhanga condicional para os diferentes valores de ¢ e 6, baseadas
em simulacdes de Monte Carlo para o modelo RBSARMA(1,1).

10} 0
Média Viés Variancia MSE Média Viés Variancia MSE

n ¢ 0

0.3 0.2957 —0.0043 0.0258 0.0258  0.2953 —0.0047 0.0285 0.0286

0.3 0.5 03087 0.0087 0.0190 0.0191 04791 -0.0209 0.0207 0.0211

0.7 03098 0.0098 0.0139 0.0140 0.6681 —0.0319 0.0142 0.0152

0.3 04761 -0.0239 0.0149 0.0155 03114 0.0114 0.0188 0.0189

100 0.5 0.5 0.4863 —0.0137 0.0127 0.0129  0.4946 —0.0054 0.0151 0.0152
0.7 04855 —-0.0145 0.0110 0.0112  0.6755 —0.0245 0.0122 0.0128

0.3 0.6664 —0.0336 0.0084 0.0096 0.3171 0.0171 0.0136  0.0139

0.7 0.5 0.6733 —0.0267 0.0080 0.0087  0.5005 0.0005  0.0119 0.0119

0.7 0.6725 -0.0275 0.0074 0.0081  0.6717 —0.0283 0.0109 0.0117

03 02954 —0.0046 0.0143 0.0143  0.2980 —0.0020 0.0151 0.0151

03 0.5 0.3004 0.0004 0.0083 0.0083 0.4913 —-0.0087 0.0078 0.0079

0.7 03046 0.0046  0.0066 0.0066  0.6818 —0.0182 0.0052 0.0055

0.3 0.4853 —0.0147 0.0079 0.0082  0.3066 0.0066  0.0096 0.0096

200 0.5 0.5 04897 —0.0103 0.0054 0.0055 0.4983 —0.0017 0.0060 0.0060
0.7 0.4920 —-0.0080 0.0048 0.0049  0.6852 —0.0148 0.0045 0.0048

03 0.6811 —0.0189 0.0041 0.0045  0.3093 0.0093  0.0067 0.0068

0.7 0.5 0.6841 —0.0159 0.0033 0.0036  0.5006 0.0006  0.0050 0.0050

0.7 0.6868 —0.0132 0.0033 0.0034 0.6817 —0.0183 0.0044 0.0047

0.3 02958 —0.0042 0.0058 0.0058  0.3002 0.0002  0.0063 0.0063

0.3 0.5 0.2978 —0.0022 0.0036 0.0036  0.4984 —0.0016 0.0032 0.0032

0.7 03018 0.0018  0.0025 0.0025 0.6922 —-0.0078 0.0017 0.0018

0.3 0.4922 -0.0078 0.0030 0.0030  0.3034 0.0034  0.0040 0.0040

500 0.5 0.5 0.4936 -0.0064 0.0023 0.0024 0.5011 0.0011  0.0024 0.0024
0.7 0.4966 —0.0034 0.0018 0.0019  0.6936 —0.0064 0.0015 0.0016

0.3 0.6916 —-0.0084 0.0014 0.0015  0.3037 0.0037  0.0029 0.0029

0.7 0.5 0.6927 -0.0073 0.0013 0.0014 0.5013 0.0013  0.0020 0.0020

0.7 0.6965 —0.0035 0.0013 0.0013  0.6905 —0.0095 0.0015 0.0015

3.4.2 Medidas de desempenho e selecao de modelos

Diversas medidas de desempenho sao utilizadas para estimar o nivel de precisdo das previsdes
e comparar diferentes modelos. Cada uma dessas medidas de desempenho € uma funcdo dos va-
lores reais e previstos da série temporal. Nesta se¢do, foram gerados valores simulados do modelo
RBSARMA e foram estimados os modelos RBSARMA e ARMA gaussiano. Em seguida, o desem-
penho e o ajuste dos modelos foram comparados. Para avaliar e comparar a capacidade preditiva dos

modelos utilizou-se o erro percentual absoluto médio (MAPE) dado por

n

MAH&:EE:

n
t=1

(yt - Qt)
Yt

x 100, (3.16)
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em que n é o nimero de observacdes da série, y; é o valor real no instante ¢ e ¢; € o valor previsto de
y¢. Entre os critérios de selecdo para o melhor modelo utilizou-se o critério de informagdo de Akaike

(AIC) e o critério de informagao Bayesiano (BIC), dados, respectivamente, pelas seguintes por:

AIC = —2In(L) + 2k (3.17)

BIC = —2In(L) + 2kIn(n), (3.18)

em que L é o valor maximizado da fun¢do de verossimilhanca para o modelo estimado, n € o
numero de observa¢des da amostra e £ é o nimero de parametros estimados. O AIC baseia-se na
verossimilhanca penalizada pelo nimero de parametros do modelo, enquanto que o BIC, além do
nimero de parametros, pondera o tamanho da amostra. Valores menores de AIC e/ou BIC indicam
modelos com melhores ajustes; veja Akaike (2012) e Schwarz (1978).

A Tabela 3.3 apresenta alguns dos resultados dessas medidas para tamanhos de amostra n €
{100, 200,500} do modelo RBSARMA(1,1), comn = 1.0, 5 = 0.7, 6 =8 e ¢,0 € {0.3,0.5,0.7}.
Para cada combinacdo de parametros foram utilizadas 1000 replicacdes de Monte Carlo. Também
ajustou-se o modelo ARMA(1,1) gaussiano com relagdo ao modelo RBSARMA(1,1).

Comparando os modelos RBSARMA(1,1) e ARMA (1,1) gaussiano com base nas estatisticas des-
critas, na Tabela 3.3 verifica-se que os valores de AIC e/ou BIC destacam o fato de que o modelo
RBSARMAC(1,1) ajusta-se aos dados melhor que o modelo ARMA (1,1) gaussiano. No que se refere
ao desempenho das previsoes dos modelos, também o modelo RBSARMAC(1,1) fornece valores mais

baixos do MAPE, indicando melhor capacidade de previsao.
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Tabela 3.3: Estatisticas de avalia¢do de previsdo para os diferentes valores de ¢ e , baseadas em simulagdes de
Monte Carlo para o modelo RBSARMA(1,1) e ARMAC(1,1) (com as estatisticas entre parénteses).

n o 0 AIC BIC MAPE

0.3 365.1127 (424.5509) 378.1385(437.5767)  47.5600(50.5495)

03 05 358.6198 (434.0864) 371.6457(447.1122)  47.4919(53.2613)

0.7 353.1928 (450.4833) 366.2187(463.5092)  47.9737(59.0348)

0.3 346.8663 (426.9802) 359.8921 (440.0060)  47.5695 (53.5615)

100 0.5 05 337.8665 (441.0506) 350.8924 (454.0764)  47.5570(58.4819)
0.7 329.9848 (461.8964) 343.0103(474.9222)  48.2969 (67.8709)

0.3 304.6918 (427.5490) 317.7176 (440.5749)  47.6495 (62.3559)

0.7 0.5 290.1231 (448.0035) 303.1489(461.0293)  47.7313(74.1163)

0.7 276.5373 (474.0917) 289.5631(487.1176)  48.8350(94.6032)

0.3 730.0360 (850.0534) 746.5276 (866.5450)  48.0250(50.4204)

03 05 717.5611 (873.3260) 734.0527 (889.8176) 48.0832 (53.3298

0.7 708.0656 (915.5029) 724.5571(931.9945)  48.5205(59.2581)

0.3 694.7785 (858.7896) 711.2701 (875.2812)  48.0156(53.1801)

200 0.5 05 677.0623 (893.5079) 693.5539(909.9995)  48.1152(58.4859)
0.7 662.9814 (947.2945) 679.4730(963.7861)  48.6620 (68.0547)

0.3 612.9718 (873.1339) 629.4634 (889.6255)  48.0465 (61.6831)

0.7 0.5 583.2384 (924.1664) 599.7300 (940.6580)  48.2035(74.2198)

0.7 558.8758(995.1106) 575.3674 (1011.6021)  48.9833(95.2990)

0.3 1830.5340(2144.955)  1851.6070(2166.0280)  48.4820(50.6497)

0.3 0.5 1798.2570(2204.2160)  1819.3300(2225.2890)  48.5240(53.4874)

0.7 1768.6360(2307.8030)  1789.7090 (2328.8760)  48.6783(59.2412)

0.3 1742.7360(2176.732)  1763.8090(2197.8050)  48.4793 (53.3932)

500 0.5 0S5 1697.1640(2265.1910)  1718.2370(2286.2640) 48.5363 (58.5531)
0.7 1654.8520(2400.0260)  1675.9250 (2421.099)  48.7389 (67.9263)

0.3 1538.2870(2238.3820)  1559.3600(2259.4550)  48.4948 (62.0646)

0.7 0.5 1462.2430(2374.6440)  1483.3160(2395.7170)  48.5859 (74.5613)

0.7 1391.7030(2559.9320) 1412.7760 (2581.00500) 48.9514 (96.0765)

A fim de verificar os efeitos do pardmetro ¢ no desempenho do modelo. Considerou-se os valores
den=1.0,=0.7,¢6=0.7,0 =0.5e¢ € {8,15,25,50}. Foram realizadas 1000 réplicas de Monte
Carlo. Os resultados estdo expostos na Tabela 3.4. Neste caso, também o modelo RBSARMA(1,1)

fornece valores mais baixos de AIC, BIC e MAPE, indicando melhor capacidade de previsao e ajuste.
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Tabela 3.4: Estatisticas de avalia¢do de previsdo para os diferentes valores de J, baseadas em simulagdes de
Monte Carlo para o modelo RBSARMA(1,1) e ARMAC(1,1) (com as estatisticas entre parénteses).

no 4 AIC BIC MAPE
8 290.1231(448.0035)  303.1489 (461.02934)  47.7313(74.1163)
100 15 282.6548(386.9450)  295.6806(399.9709)  32.0136 (42.2746)
25 258.3715(335.5085)  271.3974(348.5343)  23.8601(29.8148)
50 210.3474 (265.9603)  223.3732(278.9862)  16.4679 (20.0521)
8 583.2384(924.1664)  599.7300 (940.6580)  48.2035(74.2198)
200 15 567.9856 (790.4170)  584.4772(806.9086)  32.2836 (42.1439)
25 518.7238 (681.6172)  535.2154(698.1088)  24.0106 (29.5744)
50 421.3633(537.5253)  437.8549(554.0169)  16.4974 (19.7077)
8 1462.2430(2374.6440) 1483.3160(2395.7170) 48.5859 (74.5613)

15 1425.7260 (2014.7160)
25 1302.9140(1731.6710)
50 1058.8260 (1363.2620)

1446.7990 (2035.7890)
1323.9870 (1752.7440)
1079.8990 (1384.3350)

32.4906 (42.3578)
24.1287 (29.6706)
16.5303 (19.6674)

500

3.5 Aplicacao

Esta secdo trata da aplicacdo e da avaliagdo do desempenho do modelo RBSARMA no ajuste de um
processo ambiental real, composto por trés séries temporais. Os dados analisados estdo disponiveis
no software R por meio do pacote ast sa e correspondem a 508 observacdes continuas das médias
semanais de mortalidade cardiovascular no condado de Los Angeles, a partir de 1970 até 1979, asso-
ciadas aos efeitos da variagdo de temperatura e aos niveis de material particulado (particulas muito
finas de s6lidos ou liquidos suspensos no ar). As varidveis em estudo sdo mortalidade (M;), tempe-
ratura (X;;) e particulado (X9;). Um estudo semelhante a este é realizado por Shumway e Stoffer
(2017) que utilizaram o mesmo conjunto de dados para modelos de regressdo no contexto de séries
temporais.

O comportamento das variaveis M;, Xi; e Xo; ao longo do tempo sdo apresentados na Figura 3.3.
Pode constatar-se, que todas as séries sdo pautadas por uma visivel sazonalidade que correspondem
as possiveis variagdes de inverno-verdo. Além disso, a Figura 3.3 (a) mostra uma tendéncia de queda

ao longo da série de mortalidade
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Figura 3.3: Mortalidade cardiovascular (a), Temperatura (b) e niveis de material particulado (c) ao longo do
periodo de 10 anos (1970 - 1979).
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A Tabela 3.5 fornece algumas medidas descritivas para cada uma das varidveis, que incluem: tama-
nho da amostra, valor minimo, valor maximo, mediana, desvio-padrdao (DP), coeficiente de variacdo

(CV), coeficiente de assimetria (CA) e coeficiente de curtose (CC).

Tabela 3.5: Estatisticas descritivas para My, X1 € Xo;.

n  Varidveis Min. Max. Mediana Média DP CV CA CcC

M, 68.11 132.04 87.33 88.699 9999 11.273 0.804 0.981
508 Xt 5091 99.88  74.055 74260 9.014 12.138 0.095 —-0.459
Xot 20.25 97.94 4425 47413 15.138 31928 0.57 —-0.474

A Figura 3.4 mostra uma matriz de dispersdo e correlacdo entre as varidveis M;, Xi; € Xo;. As
varidveis e seus histogramas sdo mostrados ao longo da diagonal da matriz. Abaixo da diagonal é
mostrado os diagramas de dispersdo entre duas varidveis, e acima da diagonal é mostrado o corres-

pondente coeficiente de correlacdo de Pearson (p).

Mortalidade

-0.44 0.44 3

70 80 90 100 110 120 130

Temperatura

-0.02

100

Particulado

80

60

70 80 90 100 110 120 130 20 40 60 80 100

Figura 3.4: Matriz de dispersdo, histogramas e coeficientes de correlacdo das varidveis mortalidade (My),
temperatura (X1;) e niveis de material particulado (X3¢). As varidveis e seus histogramas sao
mostrados ao longo da diagonal da matriz. Abaixo da diagonal mostra os graficos de dispersao
entre duas varidveis, e o correspondente coeficiente de correlagdo linear € mostrado acima da
diagonal.

A andlise da matriz e de seus diagramas, permitem identificar que as varidveis M; e Xy, estdo
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moderadamente correlacionadas (p = 0.44). Além disso, também existe uma relacao curvilinea entre
as variaveis M; e Xy, indicando que as temperaturas mais altas e as temperaturas mais baixas estao
moderadamente associadas ao aumento da mortalidade cardiovascular. No entanto, as variaveis X;; €
Xy ndo possuem quaisquer correlagdo (p = —0.02). Os histogramas corraboram com os resultados
dos CA’s obtidos na Tabela 3.5 e, mostram que as varidveis M, e Xy, possuem um comportamento
assimétrico positivo. Também, esse comportamento é confirmado pelos Boxplots apresentados na
Figura 3.5 (a) e (c) e além disso, nota-se ainda a presenca de valores extremos ou observacoes dis-
crepantes para as varidveis M; e Xo;. Para a varidvel Xy; ha indicios de assimetria fraca (quase

simétrica).

70 80 90 100 110 120 130 50 60 70 80 90 100 20 40 60 80 100

@) (b) (c)

Figura 3.5: Boxplots para as varidveis M; (a), X1; (b) e Xo; (¢).

Baseado na andlise da Figura 3.4, que mostra a relagdo entre as varidveis M;, Xi; e Xo; e, conside-
rando M; como a varidvel de resposta, essas relacdes podem ser modeladas ao longo do tempo ¢ por

meio dos valores observados de X, e Xo;, z1; € £9; cOMO

M; = n + pitrend; + Bo(x1; — T1) + P3(x1 — 51)2 + Bazor + &4, (3.19)

em que 7; € a temperatura média adicionada no modelo para evitar colinearidade, “trend,” é uma
tendéncia linear descendente em ¢ observada na Figura 3.3 (a), € ; € um erro aleatério ou um pro-
cesso de ruido consistindo de varidveis independentes e identicamente distribuidas com média zero e
variancia 03; ver Shumway e Stoffer (2017).

A Figura 3.6 mostra os graficos das funcdes de autocorrelacdo (ACF) (a) e de autocorrelacao

parcial (PACF) (b) dos residuos do ajuste de minimos quadrados da Equacao (3.19). A anélise do
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grifico da ACF e da PACE, sugere intuitivamente a caracteristica de um modelo estaciondrio AR(p)

de ordem p = 2 para os residuos.
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Figura 3.6: Representa¢do gréfica das fungdes de (a) autocorrelacio (ACF) e (b) autocorrelagdo parcial
(PACF) dos residuos do modelo de regressao para dados de séries temporais ao longo do periodo
de 10 anos (1979-1979) no condado de Los Angeles.

Assim, o modelo do erro correlacionado definido em (3.19) € expresso da seguinte forma

€ = Q164—1 + P2g—2 + Uy,

em que £; € um modelo AR(2) e u; é um ruido branco. Os resultados para este modelo sdo obtidos
usando a fun¢do garmaFit do pacote gamlss.util;vejahttp://www.gamlss.org.
Considere agora uma andlise com o modelo RBSARMA definido por (3.7) e pela componente
dada em (3.10). A Tabela 3.6 reporta os valores das estimativas de maxima verossimilhanca, MAPE
e AIC / BIC. A partir desta tabela, observe que o modelo RBSARMA (2,0) fornece um melhor ajuste
do que o modelo ARMA (2,0) baseado nos valores AIC / BIC. Além disso, o modelo RBSARMA

(2,0) apresenta menor valor de MAPE, indicando melhor capacidade de previsao.
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Tabela 3.6: Estimativas e medidas de adequacdo de modelos para os dados da série de tempos de mortalidade
no periodo de 10 anos (1979-1979) no Condado de Los Angeles.

Modelo Parametros Estimativa AIC BIC MAPE
01 0.3646
o)) 0.4393
n 2842.8252
RBSARMA(2,0) 51 —1.3990 3078.4330 3112.2770 4.8128
Ba —0.0161
Bs 0.0154
B4 0.1503
1) 623.5548
01 0.3881
o)) 0.4321
n 2831.4911
ARMA(2,0) 51 —1.3932  3100.1290 3133.9730 4.8151
B2 —0.0169
B3 0.0154
B4 0.1554

Os graficos do quantil tedrico versus quantil empirico (QQ) dos residuos do GCS e QS, com
envelopes de simulacdo, apresentados, respectivamente na Figura 3.7 (a) e (b), indicam melhor con-
cordancia com a distribui¢do do EXP (1) no modelo RBSARMA(2,0). No entanto, para uma mesma
analise referente a0 modelo ARMA(2,0), nota-se que o grafico dos residuos GCS e QS, com envelo-
pes de simulagdo produzem alguns pontos de residuos que situam-se distante da linha diagonal e fora
do envelope; veja Figura 3.8 a,b. Nos graficos ACF e PACF, observe que ambos os modelos produzem

residuos ndo autocorrelacionados; veja as Figuras 3.7c,d e 3.8 c,d.
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Figura 3.7: Gréfico dos envelopes dos residuos de Cox-Snell generalizado (a) e residuos quantil randomizados
(b), fungdes de autocorrelagao (c) e autocorrelagdo parcial (d) para o modelo RBSARMA(2,0).
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(b), fungdes de autocorrelacao (c) e autocorrelagcao parcial (d) para o modelo ARMA(2,0).
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As séries cronoldgicas ajustadas pelos modelos RBSARMA (2,0) e ARMA (2,0) sdo apresentadas

em conjunto com as séries temporais observadas na Figura 3.9.

Série real
- - - Ajuste modelo ARMA(2,0)
— —— Ajuste modelo RBSARMA(2,0)

Mortalidade
70 80 90 100 110 120 130

I I I I I I
1970 1972 1974 1976 1978 1980

Tempo

Figura 3.9: Série mortalidade cardiovascular no condado de Los Angeles (cinza), ajustadas conforme os mo-
delos RBSARMA(2,0) (preto) e ARMA(2,0) (preto - - -) .

3.6 Consideracoes finais

Neste trabalho, foi estudado um novo modelo autorregressivo de média mével baseado na dis-
tribuicdo Birnbaum-Saunders reparametrizada, denominado de RBSARMA. Estudos de simulacio
de Monte Carlo mostraram o bom desempenho dos estimadores de mdxima verossimilhanca. Na
aplicacdo, o modelo RBSARMA(2,0) apresenta resultado superior ao classico modelo ARMA(2,0)
gaussiano, fornecendo fortes evidéncias de que a distribui¢ao Birnbaum-Saunders € uma boa alterna-
tiva para lidar com dados temporais. Consequentemente, os resultados sugerem que o modelo RB-
SARMA pode se tornar uma valiosa ferramenta para a andlise de dados de séries temporais positivos

e assimétricos nas ciéncias ambientais e em outros campos do conhecimento.
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Capitulo 4

Observacoes finais e trabalhos futuros

Apesar do crescente interesse no estudo da distribuicdo Birnbaum-Saunders e do desenvolvimento
de muitos artigos de revisdo, poucos trabalhos consideraram dados com uma estrutura de dependéncia.
Para preencher essa lacuna, introduzimos duas novas classes de modelos de séries temporais base-
ada na distribui¢do Birnbaum-Saunders, que permite descrever dados positivos e assimétricos que
possuem uma estrutura autorregressiva. Primeiro foi proposto o modelo autorregressivo de médias
moveis Birnbaum-Saunders (BISARMA). Em seguida, foi estudado o modelo autorressivo de médias
moéveis Birnbaum-Saunders reparametrizado (RBSARMA). Os resultados numéricos mostram o ex-
celente desempenho de ambos os modelos, indicando que a distribuicdo Birnbaum-Saunders € uma
boa alternativa de modelagem quando se trata de dados de séries temporais que sdo positivos e as-
simétricos e, portanto, pode ser uma adi¢do valiosa ao conjunto de ferramentas estatisticas aplicadas.
Em geral, o modelo BISARMA mostrou maior potencial em relacio aos modelos RBSARMA e
ARMA gaussiano.

Considerando o que foi exposto nesse trabalho, surgem perspectivas de desenvolvimento de algu-
mas linhas de pesquisa. Por exemplo, modelos multivariados podem ser explorados, permitindo a
insercdo de uma estrutura de correlacdo. Ainda, metodologias para deteccdo de outliers podem ser
implementadas. Finalmente, ferramentas de diagnéstico baseadas em influéncia local e global sdo de

particular interesse.
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Apéndice

Matriz informacao observada de Fisher

Este apéndice contém expressdes para derivadas parciais de segunda ordem da fun¢do log-verossimi-
lhanca do modelo BISARMA dadas em (2.8). As derivadas de primeira e segunda ordem da funcao

de log-verossimilhancga ¢;(«, 3,7, ¢, @) em relagdo a jui, sdo expressas, respectivamente, por
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_ zn: 0%, Oy aﬂt oty 32Mt
8,ut 00; (99 8#:5 00,00,
zn: 0?1, -
- o Wt—iUt—j,
t=m+1 0 puy
em que
32/% 32/% 32/~Lt 0 (O
= Ut—g, -, — Ui—; € = — ] =0.
00; 00, 00;00;  00; \ 00,

(1) Segunda derivada da func¢ao log-verossimilhanca em relacio a ¢, e 0,
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Para ¢;,0;,1,5 = 1,..., k, tem-se que
0%l "9 [0
H,, = = Zt
%% = 5,00, 2. 9 (aej>

oy 0 (o
= zn: %aﬂt% % 0y
- m—+1 8/@ 9¢i 09j Oy aﬁbia@j

t=

"L 9%
= Z az—ﬂi (yt—z‘ - mtT—zﬂ) Ut—j,

t=m+1

em que

P _ 0 (o _,
00;00;,  Op; \00; )

(m) Segunda derivada da func¢io log-verossimilhanca em relacao a o e ¢;

Paraf;,j =1,..., k, tem-se que
02( "0 [0
Ha L= = _— _—
% 0000, _Z da (aej)
t=m-+1

NE

o (0t o
Oa \ Op 00

t=m+1

_ —~ 0 Yi — e 2 o [ Yt — 1 O
= Z 50 {tanh( 5 ) {aQCOSh 5 2| | 20,
_ . 4 Y — Mt Y — Mt O
= Z { a3cosh( 5 )senh( 5 )}89]-
= Z —%cosh (yt — Nt) senh (yt — ﬂt) Up—j.

£ « 2 2

(n) Segunda derivada da func¢ao log-verossimilhanca em relacdo a 5 e ¢;
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Para0; = 1,...,k, tem-se que

024 ;) (aﬁt)
Hsp = _ )
70 = 98,00 tzm; 9B, \ 06;

. Zn: 0 8& 8#1‘/
B aﬁv a;ut 80

t=m+1

_ zn: 0? ﬁt Oy 8%% oty 82/%
aﬁv 80 a,ut 851)80]

= Z Oty <xtv — Zejx(t—iﬁ)) Ug—j-
=1

2
t=m+1 a Ht

(0) Segunda derivada da funcio log-verossimilhanca em relacidoa ¢, e n
Para0; com¢ =1,...,k, tem-se que
0?0 "0 (o
o= g0 = > o (ai)
397 t=m+1 N J

. zn: 0 3& aut
B (977 8,ut 89

t=m+1

Ly Phomon o6 O
oui on 06; Oy Ondb;

em que
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