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Resumo

Nas ultimas décadas a utilizacdo de modelos de mistura para fins de agrupamento vem sendo
consideravelmente aumentada devido principalmente a existéncia de métodos computacionais
eficientes que facilitam a estimativa dos parametros. Por outro lado, as cépulas se tornaram
modelos populares para modelar dependéncias em dados multivariados. Neste trabalho aplica-
se misturas de copulas bivariadas visando usa-las para andlise de dados de misturas com dois
clusters. Foram propostas funcdes discriminantes ndo-lineares para identificar a procedéncia de
uma dada observacao, isto €, para discriminar a qual cluster ela pertence, considerando misturas
de copulas arquimedianas bivariadas. Para estimacdo dos parametros foi utilizado o método de
maxima verossimilhanga, via algoritmo EM, baseado na abordagem padrao para modelos de

mistura.

Palavras-chave: Copulas, Andlise Discriminante, Mistura de Cépulas, Algoritmo EM.
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Abstract

In the last decades the use of mixing models for grouping purposes has been considerably incre-
ased due mainly to the existence of efficient computational methods that facilitate the estimation
of the parameters. On the other hand, copulas have become popular models for modeling de-
pendencies in multivariate data. In this work we apply mixtures of bivariate copulas to use
them to analyze data of mixtures with two clusters. Non-linear discriminant functions were
proposed to identify the origin of a given observation, that is, to discriminate to which cluster
it belongs, considering mixtures of bivariate Archimedean copulas. For the estimation of the
parameters, the maximum likelihood method was used, via the EM algorithm, based on the
standard approach for mixing models.

Key Words: Copulas, Discriminant Analysis, Copulas Mixture,EM Algorithm.
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Introducao

Nas tdltimas décadas, o agrupamento baseado em modelos de probabilidade € uma
alternativa amplamente aceita. A representacdo de uma mistura finita como uma fun¢do de
densidade populacional permite a identificacdo de diferentes clusters através da aplicacdo de
metodologias estatisticas padrdes e faz inferéncia baseada em um modelo sélido com forte
embasamento tedrico. Para uma visdo geral sobre a aplicagdo de modelos de mistura finita para
fins de agrupamento ver, McLachlan e Peel (2000), Bohning (1999) e Melnykov et al. (2010).

Considere uma amostra de pares de varidveis aleatdrias (X;,Y;), i = 1,...,n, em
que as observacoes deste vetor advém de dois clusters e com estruturas de dependéncia podendo

ser diferentes de um cluster para o outro, como mostrado na figura abaixo.

160 200 220
|

160

140

100 120

80

Figura 1: Simulagdo de mistura de dados bivariados formando dois clusters.

Para modelar esses pares com modelos de mistura finita, emprega-se uma mistura
de distribuicdes bivariadas com diferentes matrizes de correlagdo. A maioria dos modelos pro-
postos tem como base densidades normais ou t-student bivariadas (componentes normais ou
t-student bivariadas), ou seja, os clusters sdo caracterizados por uma distribuicdo normal ou
t-student bivariada. Nestes casos, o modelo populacional é normal heterocedastico, cuja estru-
tura de covaridncia difere entre os clusters. Isso € bastante restritivo, pois assume uma estrutura
eliptica nas componentes, o que ndo é verdade em certas aplicagdes, como em finangas, onde
as assimetrias sdo tipicamente observadas. Para ir além da estrutura eliptica dos clusters, ou-
tras densidades multivariadas foram empregadas, ver |[Karlis e Santourian| (2009), que nao tém
flexibilidade.



Para superar essa desvantagem, um modelo baseado em mistura de copulas € utili-
zado, visto que ele permite certas associacdes mais flexiveis. O interesse principal de cépulas
reside no fato de que elas separam a associacdo das marginais e fornecem uma ampla gama de
estruturas de associacdo. Misturas de copulas para definir novas familias nao é nova. Lai et al.
(2009) utilizaram mistura de cépulas para dados em finangas, |Arakelian e Karlis| (2014)) usaram
a mistura de copulas para a modelagem de clusters.

Neste trabalho, foram utilizadas misturas de duas cépulas arquimedianas para agru-
par observagdes com diferentes estruturas de associacao (dois clusters) e foram propostas fun-
¢oOes discriminantes ndo-lineares para identificar a procedéncia de uma dada observacao, isto
é, para discriminar a qual cluster ela pertence, considerando mistura de cépulas arquimedianas
bivariadas.

Sendo assim, este trabalho esta organizado em cinco capitulos. No Capitulo 1 € feita
uma revisao sobre copulas e suas estruturas de dependéncia, tratando com €nfase as copulas bi-
variadas arquimedianas. O Capitulo 2 contém a defini¢do do modelo de mistura de copulas e
sua estrutura de dependéncia, em que € descrito o cdlculo de medidas de dependéncia como o 7
de Kendall, p de Spearman e os parametros de dependéncia de cauda inferior e superior. No Ca-
pitulo 3 € descrito o procedimento de estimagdo do vetor de parametros da mistura de cépulas,
a obtencdo da matriz de informacgdo de Fisher e do erro padrao dos parametros estimados. No
Capitulo 4 define-se a fun¢do de discriminante ndo-linear de Bayes e obtém-se expressdes para
modelos especificos de misturas. Os resultados da performance dos estimadores da mistura de
cOpulas bivariadas e o cdlculo dos erros ao utilizar o discriminante proposto para classificar uma
observacdo da mistura sdo apresentados no Capitulo 5. Finalmente, uma aplicagdo de mistura

de cépulas bivariadas em um conjunto de dados reais € apresentado no Capitulo 5.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

O presente capitulo apresenta conceitos e propriedades importantes sobre copulas
que serdo uteis ao longo deste trabalho. Inicialmente, faz se necesséria a introducio do conceito
de volume sobre um cubo n-dimensional e de distribuicio multivariada, que serd utilizado na
defini¢ao de cépulas.

Definicdo 1.1. Seja S; X ... X S, um subconjunto ndo vazio de [—oo, cc|, H uma fun¢do real

n-variada com DomH = Sy x ... X S,,. E seja B = |a,b] um cubo n-dimensional com todos os
vértices contidos em DomH. Entdo o H-volume de B é dado por

VH(B)=3 sinai(c)H(c)5 (1.1)

em que a soma é feita em todos os vértices ¢ de B, e sinal(c) é dada por

(1.2)

, 1, se ¢, = ay para um niumero par de k’s.
sinal(c) =

—1, secy = ay para um niimero impar de k’s.

Por exemplo, seja o cubo tridimensional [ay, b1] X [as, bo] X [as3, b3, temos 8 vértices. No vértice
(b1, by, b3) temos uma quantidade 0, par, de ay, entdo a funcdo sinal assume o valor 1 nesse
vértice. Ja no vértice (by, be, as) temos uma quantidade 1, fmpar, de a;, e a fungdo sinal neste
vértice toma o valor —1. E assim por diante, em cada vértice que contenha um ndmero par de
a}.s a fungdo sinal assume o valor 1 e assume —1 se o vértice contiver um nimero impar de a}.s.

Assim, a fung¢do volume aplicada nesse cubo € dada por
VH(B) = H(bh 52753) - H(bh b2,a3) - H(bh G2>b3)—

—H(ay,ba,b3) + H(b1,az2,a3) + H(a,be, a3) + H(ay, ag, b3) — H(ay, az, as).

Definigdo 1.2. Considere R como sendo a reta real estendida, [—c0,00]. Considere também
G(—o00) = lim G(z)e G(c0) = lim G(z), com G uma fungéo real. Uma fungdo H : R" —
T——00 T—00

[0, 1] é chamada uma fungdo de distribui¢do n-variada se satisfaz as seguintes propriedades:
1. H(zy,...,x,) é ndo-decrescente em cada uma das varidveis.

2. H(xq,...,x,) € continua a direita em cada uma das varidvelis.



3. H(x) = 0 para todo x € R" tal que x), = —occ para pelo menosumk =1,...,n, e
H(o0,00,...,00) =1

4. Vi(B) > 0 paratodo B = [x1,y1] X ... X [T, Yr] X ... X [T, yn] com |21, y1] C R.

1.1 Copulas

Cépulas sao funcdes que ligam fungdes de distribuicdes multivariadas as suas mar-
ginais. Usualmente, a c6pula é definida como uma fungéo de distribui¢do C' : [0, 1]" — [0, 1].

Formalmente, podemos definir uma cépula da seguinte forma,
Definicdo 1.3. Uma copula é uma fungdo C' : [0,1]" — [0, 1] com as seguintes propriedades:
1. Paratodou = (uy,...,u,)em[0,1]",

C(u) = 0 se pelo menos uma das coordenadas de u é 0,

C(u) = uy, se todas as coordenadas de u sdo iguais a 1 exceto wy.

2. Paratodoa eb em [0,1]" tal que a < b(a; < b;,Vi € {1,...,n}),

Ve([a, b]) = 0.

Exemplo 1.1. Considere a fungdo 11(u,v) = uv, com u,v em [0, 1] temos I1(0,v) = II(u,0) =
0ell(1l,v) =vell(u,1) = u. Seja uy,us, vy, vy em [0, 1] tal que uy < us e vy < vy temos que

Vo = I (ug, vo) — M(ug, v1) — (uy, ve) + M(uy, vq)

VC = U2Vy — UV — U1V2 + Uiy = UQ(UQ — ul) — Ul(UQ — Ul) = (UQ — Ul)<U2 — U1> 2 0.
Portanto, I1(u,v) = uv é uma cdpula bivariada chamada de cépula produto.
Exemplo 1.2. (Limitantes de Frechét) Alguns exemplos bdsicos de copulas sdo:
M™ = min(uy, ug, ..., Uyp);
W™ = max(uy +ug + ... +u, —n+1,0)

A funcao W" ndo é uma copula para n > 2, mesmo assim vale o seguinte resultado cuja
demonstracdo pode ser encontrada em Nelsen|(20006) p. 48.

Teorema 1.1. Se C' é uma cdpula, entdo para todo u em [0, 1]"
W(u) < Cu) < M"(u).

Devido a essa relag@o as funcdes W™ e M™ sdao conhecidas como limitantes de Fréchet. Um
teorema importante no estudo de cépulas e que faz a conexdo entre cépula e funcdo de distri-
bui¢cdo conjunta de varidveis aleatérias e suas marginais € o Teorema de Sklar descrito a seguir

e cuja prova pode ser encontrada em [Sklar| (1973).
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Teorema 1.2. (Teorema de Sklar) Seja H uma funcdo de distribui¢do n-variada com marginais
F\, F,, ..., F,. Entdo existe uma cépula C tal que para todo x em R" ,

H(zy,x9, ..., xn) = C(Fi(x1), Fa(xa), ..., Fiu(x,)).

Se F, Iy, ..., F, sdo todas continuas, entdo C' é uinica, caso contrdrio, C é unicamente determi-
nada em RanFy x RankFy X ... X RanF,,. No sentido inverso, se C' é uma copula e Fy, Fs, ..., F},
sdo funcoes de distribuicdo entdo H definida acima é funcdo de distribuicdo n-variada com
marginais Fy, Iy, ..., F,. RanF}, denota o conjunto imagem de Fy, k =1, ...,n.

O corolério 1 fornece um método para se construir copulas a partir de uma fun¢do de distribui-

¢do. Antes de enunciar o coroldrio definimos a fun¢ao inversa generalizada.

Definicao 1.4. Seja F' uma funcdo de distribuicdo. Entdo uma inversa generalizada de F' é
uma fungdo F'=Y com dominio em [0,1]" tal que

1. Set estiver em RanF, entdo F'"Y(t) é um niimero x em R tal que F(z) = t, isto é, para
t em RanF,
F(FEY() =t;

2. Se t ndo estiver em RanF’, entdo

FUY(#) = inf{z|F(z) > t} = sup{z|F(z) <t} (1.3)

Se F' ¢é estritamente crescente, entdo a inversa generalizada é a inversa da funcdo e usamos
neste caso a notacdo F~'.

Corolario 1.1. Seja H, C, Fy, s, ..., F,, como no Teorema de Sklar e seja Fl(fl), F2(71) L FCY

PIRERD) n

as inversas generalizadas de Fi, Fs, ..., F,, respectivamente. Entdo para qualqueru = (uy, ..., u,)

em [0, 1]",
Clur, ug, ooy ) = HET (), 0 (wa), ooy FV (). (1.4)

n

Cépula € uma fungdo uniformemente continua em seu dominio, como mostra o teorema a seguir,
cuja prova pode ser encontrada em Nelsen| (2006) p. 46, isso significa que C possui derivadas

de toda ordem em seu dominio.

Teorema 1.3. Seja C' uma cdépula. Entdo parau ev em [0, 1]",

IC) = C)] <Y Jor — . (1.5)
k=1

Muito da utilidade de cépulas no estudo de estatisticas ndo-paramétricas deriva do
fato de que cépulas sdo invariantes a transformag¢des mondtonas crescentes nas varidveis. O

teorema 1.4 mostra essa propriedade,

Teorema 1.4. Sejam X e Y varidveis aleatorias continuas com cépula Cxy. Se o e  sdo
fungoes estritamente crescentes em RanX e RanY', respectivamente, entdo Cy(x)5(v) = Cxy
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Veja a prova em Nelsen| (2006) p. 25. Na literatura existem diversas familias de cépulas,
sendo as principais: cOpula gaussiana, t-student, arquimedianas, vine cOpulas, cépulas extre-
mais. Neste trabalho serd dado &nfase as copulas arquimedianas bivariadas. Ou seja, de agora

em diante cOpula significard somente cépula bivariada arquimediana.

1.2 Copulas Arquimedianas

As cépulas arquimedianas encontram um grande nimero de aplicagdes pela facili-
dade com que podem ser construidas, por possuir uma grande variedade de familias nessa classe

de cépulas e pelas boas propriedades que os membros dessa familia possuem.

Definiciio 1.5. Uma cdpula Arquimediana é uma fun¢io C : [0,1*> — [0,1], dada por
Clu,v) = =Y (o(u) + p(v)) em que p é uma fungdo continua convexa estritamente decres-
cente de [0,1] — [0, o0] tal que (1) = 0 em que @™ denota a "pseudo-inversa"de o, isto

, -1 “Ht) se tel0,¢(0
o }(t)_{so (()) s t;p((f)( ))

Quando ©(0) = oo, @ é dito ser estrito e U = o1 é chamado de gerador:
® 2 2 Y L@ 8

A tabela a seguir mostra as principais cOpulas arquimedianas e seus respectivos

geradores.

Tabela 1.1: Principais Copulas arquimedianas e seus respectivos geradores.

Cébpula Co(u,v) w(t) RS
Clayton | [max(u™® +v % —1,0)] 7% ! 9_ ! [—1, 00|\ {0}
Gumbel | exp(—[(—In u)_@6+ (—In v_):]%) (mt)—i}t 1, 00)

Frank —% In (1 + (e _6_19>(_€ . — 1)> —In 66_9—:11 (—o00, 00)\ {0}
Joe 1-[1-uw)l+1-0)—1-u)’1—0)7 | —In[l — (1—1)7 | [1,0)

As figuras a seguir mostram curvas de niveis para diferentes valores do parametro # das copulas
arquimedianas mostradas na tabela acima, com marginais F e G, tais que ambas sao fun¢des de

distribui¢do de uma varidvel aleatéria N (0, 1).



() (b) (©)

Figura 1.1: Curvas de nivel da densidade da cépula de Clayton para # = —0.1, (a), § = 1.0, (b),
e =3.0,(c).

|

(a) (b) (c)

Figura 1.2: Curvas de nivel da densidade da cépula de Gumbel para § = 1.1, (a), § = 1.5, (b),
e =3.0,().

(a) (b) ()

Figura 1.3: Curvas de nivel da densidade da cépula de Frank para § = —5.0, (a), § = 0.1, (b), e
0 =5.0, (c).



(a) (b) ()
Figura 1.4: Curvas de nivel da densidade da cépula de Joe para ¢ = 1.0, (a), 8 = 2.0, (b), e
0 = 4.0, (c).

Algumas propriedades algébricas que caracterizam a familia de cépulas arquimedi-
anas sdo dadas a seguir:

Seja C' uma cépula arquimediana com gerador ¢. Entao:
1. C é simétrica, isto é, C'(u,v) = C(v, u) para todo u e v em [0, 1];
2. C é associativa, isto é, C(C'(u,v),w) = C(u, C(v,w)) para todo u e v em [0, 1];
3. Dada qualquer constante « > 0, tem-se que o € também um gerador de C'.

Uma funcdo bastante util em processos de estimag¢do de copulas arquimedianas € a
fun¢do de Kendall, denotada por K- que apresenta uma expressao fechada para copulas arqui-

medianas conforme teorema 1.5.

Teorema 1.5. Seja C' uma cépula arquimediana com gerador ¢ e seja
Ke(t) = Vo((u,v) € [0,1]"|C(u, v) < 1),

entdo para todo t em [0,1], temos

Kot) =t — 20 (1.6)

em que ' (t7) = }}LI% ¢'(u), comu > t.

A prova desse teorema pode ser vista em Nelsen (20006), p.127.

Os seguintes resultados fornecem uma metodologia para gerar um vetor aleatério (U, V') tal que
sua funcdo de distribuicdo conjunta € uma cépula arquimediana C' com gerador ¢.

Corolario 1.2. Se (U,V) tem funcdo de distribuicao C, com C uma cdpula arquimediana
gerada por @, entdo a varidvel aleatéria C (U, V') tem fungdo de distribuicdo igual a K¢ (t).

Teorema 1.6. sob as hipdteses do coroldrio 1.2, a fun¢do de distribuicdo conjunta H(s,t)

p(U) ,
————————— T = C(U,V) é dada por H(s,t) = sKc(t
A0+ a7) )
para todo (s,t) em [0,1)>. Consequentemente, S e T sdo independentes e S é uniformemente
distribuido em [0, 1].

das varidveis aleatorias S =



Entdo, um algoritmo para gerar (U, V') é:

Algoritmo 1.1.
e Simular duas varidveis uniformes, U(0,1), s e q;
e Calculart = K;'(q);
o Fazeru = o U(sp(t); v = oU(1 = )(t).

Seja Cy(uq, ..., ur) = C(ug,...,up,1...1),k=2,... n—1,amarginal de dimenséo k de C,

com C(uy) = uy e Cp(uq, ... ,u,) = C(ug,...,ug), em que Uy, ..., U, é um vetor aleatério
com distribui¢do C'. Entdo, a distribui¢do condicional de C} dado os valores de Uy, ..., U;_1, é
dada por

Cr(uglug, ..., up—1) = P(Uy < wg|lUy = uq, ..., Up—1 = wj—1)

- ak_le(Ula Ce,Ug) 3k_10k—1(ulv o Up)

ouy ...0up_1 ouy ...0uL_1

Assim, outra forma de gerar um vetor aleatério (U1, ..., U,), cuja distribui¢do conjunta é C, é
dada abaixo:

Algoritmo 1.2.
e Simular uma varidvel aleatdria u, de U(0,1).

e Simular uma varidvel aleatéria us de Co(.|uy).

e Simular uma varidvel aleatoria u,, de C,(.|uy, ..., Up_1).

Para simular uy de Cy(.|uy, ..., ur_1), deve-se simular g de U (0, 1) e fazer uy, = C’k_l(q|u1, ey U—1)-

1.3 Dependéncia

Esta secdo trata das principais medidas de dependéncia entre varidveis aleatorias
que sdo coeficiente de correlacdo linear de Pearson, 7 de Kendall e p de Spearman, além de
dependéncia caudal. Na literatura o coeficiente de correcdo linear de Pearson € uma das medidas
de dependéncia mais conhecidas, definida a seguir.

Definicio 1.6. Seja (X,Y') um vetor de varidveis aleatdrias com varidncia finita. O coeficiente
de correlagdo linear de Pearson é dado por

B Cov(X,Y)
XY = \/Var(X)\/Var(Y) 7

em que Cov(X,Y) = E(X,Y) — E(X)E(Y) € a covaridncia de (X,Y), e Var(X), Var(Y)
sdo as varidancias de X e Y, respectivamente.




Algumas das desvantagens de se usar a correlacdo de Pearson € que essa medida
€ fortemente influenciada por outliers e a ndo-linearidade dos dados. Entdo devido a essas

desvantagens outras medidas de dependéncia sdo mais usadas.

Definicao 1.7. (Tau de Kendall) Sejam (X1,Y1) e (X2, Ys) vetores aleatdrios independentes
e identicamente distribuidos com fungdo de distribuicdo conjunta H. Entdo a versdo popula-
cional do coeficiente tau de Kendall é expressa pela probabilidade de concorddncia menos a
probabilidade de discordancia,

T=7xy = P[(X; — X3)(Y1 — Y3) > 0] — P[(X; — X»2) (Y1 — Y3) < 0] (1.7)

Essa medida € invariante a transformac¢des mondtonas crescentes nos vetores alea-
térios como evidenciado no seguinte expressdo, ja que a funcdo cépula € invariante a transfor-
macdes mondtonas crescentes (teorema 4), veja|Nelsen (2006) e Embrechts et al.| (2001):

7:4// C(u,v)dC(u,v) — 1 =4EC(U,V) — 1, (1.8)
12

emque I* = [0, 1]x[0, 1]. Pelo teorema 1.5, nas cépulas Arquimedianas temos que o coeficiente

tau de Kendall pode ser calculado da seguinte forma:

Teorema 1.7. Sejam X e Y varidveis aleatorias com cépula arquimediana C' gerada por p. A
versdo populacional do coeficiente T de Kendall é dada pelo seguinte teorema, Nelsen (2006)

p. 127.
1
B ©(t)
T_1+4/0 @,(t)dt (1.9)

Definicao 1.8. (p de Spearman ) Sejam (X1,Y1), (X2,Y2) e (X3,Y3) trés vetores aleatdrios
independentes e identicamente distribuidos com fun¢do de distribuicdo conjunta H, copula C e

ambas as marginais iguais a I’ e G. Entdo a versdo populacional do p de Spearman é expressa
por,Nelsen (2006)) e Embrechts et al.|(2001),

pe = 3PI(X = X) (Vi = ¥5) > 0= PG = ) (i =Yo) < 0] =12 [ [ Cluoptudo—3

Os valores de 7 e p, estdo relacionados, mas essa relacio muda em cada familia de c6pula. Mas

vale a seguinte desigualdade universal para essas duas medidas, cuja prova pode ser vista em
Nelsen| (2006) p. 175.

Teorema 1.8. Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas. Entdo

Para dados bivariados relativos a eventos extremos, (X,Y) ~ He (F(X),G(Y)) ~
C copula extremal, por exemplo a copula de Gumbel, o conhecimento do comportamento caudal
dos dados € de grande importancia. A funcao a seguir permite investigar a dependéncia caudal
de dados bivariados.
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Definicao 1.9. (Dependéncia caudal) Sejam X e Y varidveis aleatorias continuas com fun¢do
de distribuicdo F' e G, respectivamente. O pardametro de dependéncia de cauda superior \y é
o limite (se existir) da probabilidade condicional de Y ser maior que o 100t-ésimo percentil de
G(y) dado que X é maior ou igual ao 100t-ésimo percentil de F(x) quando t se aproxima de
1,

Ay = lim P[Y > GV X > FEV(1)]. (1.10)
t—1—

De forma similar, o parametro de dependéncia de cauda inferior \j, é o limite (se existir) da
probabilidade condicional de Y ser menor ou igual que o 100t-ésimo percentil de G(y) dado
que X é menor ou igual ao 100t-ésimo percentil de F(x) quando t se aproxima de 0,

Ay = lim P[Y < GEV@)X < FEY(@1)). (1.11)
t—

Estes pardmetros dependem apenas da copulade X e Y, e podem ser escritos como nas férmulas
a seguir, [Nelsen/ (2006).

1-2t+C(t,t
Ay = lim + <7 ) (1.12)
t—1— 1—t
© Ot t
Ar, = lim ( ’ ) (1.13)
t—0+ t

A Tabela 1.2 mostra a relagdo entre o parametro da cépula e o coeficiente 7 de Kendall e

coeficientes caudais, para as cOpulas arquimedianas apresentadas na Tabela 1.1.

Tabela 1.2: Principais Cépulas arquimedianas e medidas de dependéncia

Cépula Co(u,v) T AL
Clayton [max(u=? + v — 1, 0)]_é % 27
0—1
Gumbel exp(—[(— Inw)? + (— Inv)?)7) — 0 |2—27
1 (e —1)(e7? —1) 1 —4(1 — Dy(0))x*
Frank ~3 In (1 + e 7 0
Joe 1—[(1—w)’+(1—0v)"—(1—u)1—-0v)7 | Nao tem forma fechada | 0 |2 — 27
*Di(z) = ﬁ/gC t dt é a fungdo de Debeye
O ¢ ve

1.4 Mistura de Distribuicoes

Uma fun¢do de densidade de probabilidade h de uma varidvel aleatéria X € um

modelo de mistura finita de k£ densidades (componentes) de uma familia F, se para fi, ..., fi €
F,
k
h(z;0) = Zﬂzfz‘@,@i)a (1.14)
i=1
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k

em que os 7;’s sd0 os pesos da mistura tal que Z m; = 1. O modelo de mistura densidades é
i=1

bastante utilizado para modelar dados de uma populacio que apresenta assimetria ou heteroge-

neidade de subpopulacdes.
Exemplos de mistura de densidades:

a) mistura de Normais

h(z;0) = 7 f1(x, g1, 01) + ma fa(, pra, 02),

sendo 0 = (71, Ty, 11, 2, 01, 02), f1 € fo densidades de uma distribuicdo Normal(y,0?).
b) mistura de distribui¢cdes de valor extremo generalizadas (GEV), definidas na equagdo (5.1).

h(SI?;@) = 7T1LC]1(JC>,Ul,01,041) + 7T292(x>ﬂz,02,042)7

sendo 0 = (my, T, fi1, pi2, 01, 02, a1, (v2), g1 € go densidades de uma distribuicdo GEV(u,0, o).
As figuras abaixo mostram alguns exemplos de mistura de distribuicoes.

005 010 045 020 025

(a) b)

(©

Figura 1.5: Grificos de diferentes misturas de distribuicdes Normais: a)d = (m; = 0.5, m =
0.5,ILL1 = 2,,&2 = 8,01 = 2,02) = 3; b)9 = (71'1 = 0.5,71'2 = O.5,u1 = 0,,&2 = 8,01 =
1,0'2) = 26C)9 = (7T1 = 0.5,71'2 = 0.5,,ul = —4,/L2 = 2,0’1 = 3,0’2) =1.
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(a) b)

©

Figura 1.6: Griéficos de diferentes misturas de distribuicdes GEV: a)d = (m; = 0.5,m =
0.5,M1 = 6,,&2 = 15,0’1 = 3,0'2 = 10,0&1 = 0.5,0./2 = 08), b)g = (7T1 = 0.5,7’(’2 = 0.5,,&1 =
4,,U2 = 8,0’1 = 3,0’2 = 3,@1 = —0.87062 = 06) CC) 0= (’/Tl = 0.5,7T2 = 0.5,#1 = 10,”2 =

25,0’1 = 2,0’2 = 10,0[1 = 0.0,0CQ = 08)
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Capitulo 2
Mistura de Copulas

Modelos de mistura de distribuicdes sdo muito vantajosos por sua extrema flexibi-
lidade para modelar diversos fendmenos aleatérios nas mais diversas dreas, como por exemplo,
em financas, astronomia, biologia, genética, engenharia e medicina, ver McLachlan e Peel,
2000. Neste trabalho € estudado o modelo de mistura de cOpulas no caso bivariado. A mistura
de copulas permite a obtencdo de estruturas de dependéncia mais flexiveis do que uma udnica
copula, possibilitando a juncdo de caracteristicas distintas de cépulas numa mesma copula, |Ara-
kelian e Karlis| (2014).

2.1 Modelo

Dadas C e C duas cdpulas e os nimeros p;, po € [0, 1] tais que p; + ps = 1, como
definido em |Arakelian e Karlis (2014), o modelo de mistura de cépulas com componentes C e

Cs, é dado por

C(u,v) = pCi(u,v: 1) + (1 — p)Ca(u, v; b2), (2.1)
€ de fato uma copula, pois

1. Paratodo u, v em [0, 1],

pCh(u, 0;61)+(1—p)Ca(u, 0;02) = px0+(1—p)*x0 = 0 = pC4 (0, v; 61)+(1—p)Co(0, v; b5)

pCh(u, 1;601) + (1 — p)Ca(u, 1;602) = pu+ (1 —plu =u

pCi(L,v:61) + (1 = p)Ca(1,v;62) = pv + (1 — p)v = v;
2. Para todo uq,us, v1, v em [0, 1] tal que u; < ug e vy < vg,

pCh(uz, va;601) + (1 — p)Co(ua, va; 09) — [pCh(uz, v1;61) + (1 — p)Co(ua, v1; 6s)]



= p[C1(uz, ve; 01) — Ci(ug, v1;01)] + (1 — p)[Caluz, vo; 02) — Couz, vy;02)l;

—[pC1(u1,vo;01) + (1 — p)Co(us, va; 02)] + pCi(ur,v;01) + (1 — p)Colu, vy; 02)

= p[—C1(u1,v9;01) + Ci(ur,v1;01)] + (1 — p)[—Ca(ur, v2; 02) + Co(uy, v1;62)].

Juntando os termos que multiplicam p temos
p[C1(ug, va; 01) — Cr(ug,v1;01) — Cr(ug, va;01) + Cruy,v1;61)] > 0;
E fazendo o mesmo para os termos que contém (1 — p) temos

(1 — p)[Ci(ug,ve;01) — Cy(ug,v1;601) — Cr(ug, va;61) + Cr(ug, v1;61)] > 0.

O que demonstra que a mistura de cépulas € também uma cépula.

2.2 Estrutura de Dependéncia de Mistura de Copulas

Na mistura de cépulas o parametro do modelo, #, nem sempre € de ficil interpre-
tacdo. Para contornar isto, supondo que as marginais sdo continuas, pode se interpretar 6 com
relagdo ao coeficiente 7 de Kendall, que é limitado no intervalo [—1, 1], tendo-se assim uma me-
dida de dependéncia comparével. O coeficiente 7 de Kendall da mistura de cOpulas é expresso
por

TC = 4//12(p01(u,v;61) + (1 = p)Cs(u, v; 02)) (pdCy (u, v; 61) + (1 — p)dCh(u, v; 63)) —
— 4//}2 p>C1(u, v;0,)dCy (u, v; 0;) + 4//}2(1 — P)2C(u, v; 0)dCs (u, v; 0) +
+ 4//}219(1 — p)Ci(u,v;01)dCs(u, v; 02) + 4//]2]9(1 — ) Oy, v; 05)dCh (u, v; 0;) — 1
= 4//12 2Oy (u, v; 01)dC (u, vy 61) — p* + p*+
+ 4//12(1 — p)2Cy(u, v; 05)dCs(u, v;05) — (1 — p)® + (1 — p)+

// (1 —p)Ci(u,v;01)dCso(u,v;02) —p(1 —p)+p(l —p)] —1

= p*1ey + (1= p)*1e, +2p(1 = p)Q + [p* + (1 = p)* + 2p(1 — p) — 1]
= p*70, + (1 = p)*7e, +2p(1 - p)Q, (2.2)
em que Q = Q(C1,Cy) = 4/ Cs(u, v;09)dCy (u, v; 01) — 1 é a fungdo de concordancia de-
12
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finida para as cépulas C (u, v; 0) e Ca(u, v; 02) € 7¢,, T, S30 0s coeficientes T correspondentes
a cada uma das copulas, nao tendo forma fechada para as copulas consideradas neste trabalho
e sendo, entdo, estimadas numericamente. Nelsen(2006), mostra que Q(C4, Cs) = Q(Cs, Cy).
Ou seja, podemos ver que, mesmo que cada uma das cOpulas componentes sejam da indepen-

déncia, a mistura pode sugerir dependéncia. O valor do p de Spearman é dado por

pc = 12// (pCi(u,v;61) + (1 — p)Cs(u, v; 0))dudv — 3
12
= 12// pCi(u, v; 0;)dudv + 12// (1 —p)Ca(u,v; 0y)dudv — 3
e g

= p[l?// C1(u,v;01)dudv — 3] 4+ 3p + (1 — p)[lQ// Cs(u, v; 02)dudv — 3]+
2 2
3(1=p) =3=ppc, + (1 =p)pcs. (2.3)
De (2.3), pode-se observar que o p da combinagdo convexa das cOpulas € uma combinagdo

convexa dos p de cada uma das cépulas. Por outro lado, a dependéncia caudal da mistura de

copulas é dada pelas expressodes a seguir, dependéncia de cauda inferior

)\L = lim C(U, U)
u—0t u
_ pCi(u, v;61) + (1 — p)Ca(u, v; 6)
= lim
u—0t U
. 1 — .
— lim pcl(u7/0791) + lim ( p)CZ(u7Ua92)
u—0t u u—0t u
=pA\P + (1 - p)AZ, (2.4)
e dependéncia de cauda superior
Ao = lim 1 —2u+C(u,u)
u—1- 1—u
— lim 1 —2u +p01(U,’U; 01) + (]' _p)CQ(ua v; 92)
N u—1- 1—u
_ lim 1 —2u + Cy(u, v;603) + p[C1(u,v;01) — Ca(u, v;05)]
Cusl- 1—u
_ lim 1 —2u+ Co(u,v;6s) + fim p[l = 2u+ Ci(u,v;6;) — (1 — 2u + Cy(u, v;6s))]
u—1- 1—u u—1- 1—u
=\ + PAT — PAT = AT+ (1= p)ATE. 2.5)

De (2.4) e (2.5), tem-se que o indice de dependéncia caudal inferior e superior, respectivamente,
da mistura de cépulas € a combinacdo convexa dos indices das componentes da mistura. Isso
permite a formagao de uma nova cépula contendo dependéncia de cauda inferior e superior.

As figuras abaixo mostram contornos de curvas de niveis modelos de mistura de cépulas ilus-

trando os diversos padrdes de dependéncia que se pode obter a partir de estruturas de pendéncias
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distintas.

@) p=0.0 (b) p=0.1 (©)p=0.25

(dp=04 (e)p=0.5 ® p=0.6

(&) p=0.75 (h) p=09 (i) p=1.0

Figura 2.1: Curvas de niveis para mistura de cépula de Frank para §; = —5.0 e cépula de
Clayton para 6, = 1.0,e diferentes valores de p e marginais normais padrdes (C(u,v) = p *
Frank + (1 — p) * Clayton).
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(@ p=0.0 (b) p=0.1 (©) p=0.25

(2) p=0.75 (h) p=0.9 () p=1.0

Figura 2.2: Curvas de niveis para mistura de cépula de Frank para #; = —5.0 e c6pula de Joe
para 6, = 2.0,e diferentes valores de p e marginais normais padroes (C'(u,v) = p * Frank +

(1 —p)* Joe).
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(@p=0.25 b)p=04 () p=05

(d) p=04 (e)p=0.6 ) p=09

(2)p=025 (h)p=0.4 (i) p=0.5

Figura 2.3: Curvas de niveis para diferentes misturas de c6pulas: a-c) p x Gumbel(6; = 3.0) +
(1 — p) * Frank(0y = —5.0), d-fH)p * Joe(6y = 1.1) + (1 — p) * Gumbel(6; = 3.0), g-
D)p * Gumbel(6, = 3.0) + (1 — p) x Clayton(fy = 1.1), todas com marginais normais padrdes
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E importante ressaltar que além do papel da estrutura de dependéncia, a distribuicio marginal
dos dados influenciam no formato das curvas de niveis. As proximas figuras correspondem
a mistura de copulas, sendo que cada distribuicdo marginal é a mistura de distribuicdes GEV,

conforme definido na secdo 1.4. Note que, a mistura das distribui¢des marginais permite a
separagdo dos clusters.

Figura 2.4: Curvas de niveis para mistura de cépulas Clayton e Gumbel: p * Clayton(f; =

—0.1) + (1 — p) * Gumbel(f; = 3.0), p = 0.6, marginais da Clayton com distribui¢do
Gumbel(x = 0,0 = 1) e marginais da cépula Gumbel com distribuicdo Gumbel(y = 4,0 = 1).
Veja definicao da distribuicdo Gumbel na equagdo (5.1), com o = 0.

Figura 2.5: Curvas de niveis para mistura de cépulas Clayton e Gumbel: p * Clayton(f; =

—0.1) + (1 — p) * Gumbel(f; = 1.1), p = 0.6, marginais da Clayton com distribui¢do
Gumbel(;x = 0,0 = 1) e marginais da copula Gumbel com distribui¢dio Gumbel(yy = 4,0 = 1).
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Figura 2.6: Curvas de niveis para mistura de c6pulas Clayton e Gumbel: p x Clayton(6; =
1.0)+(1—p)*Gumbel(f2 = 3.0), p = 0.6, marginais da Clayton com distribui¢do Gumbel(y =
0,0 = 1) e marginais da cépula Gumbel com distribui¢do Gumbel(u = 4,0 = 1).

Figura 2.7: Curvas de niveis para mistura de cpulas Joe e Frank: p x Joe(¢; = 2.0) + (1 —
p) * Frank(0y = —5.0), p = 0.75, marginais da Joe com distribui¢io Gumbel(u = 3,0 = 2) e
marginais da c6pula Frank com distribui¢io Gumbel( = 3,0 = 1).
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Capitulo 3
Estimacao

Esta secdo trata dos procedimentos de estimagdo dos parametros da mistura de c6-
pulas e da matriz de informacao de Fisher para os mesmos. Para a contextualizacdo do modelo
de mistura, considere um vetor aleatério (X, Y'), em que suas observagdes advém de dois clus-
ters, formando uma mistura com distribui¢éo conjunta dada pela equagdo (2.1), com u = Fx(x)

e v = Gy(y), sendo F e G as fungdes de distribui¢do de X e Y, respectivamente.

Para fazer a estimacdo dos parametros do modelo, devemos considerar a densidade
da mistura de cépulas. Denotando ¢(u, v) como a densidade da mistura, que é obtida ao calcular
a derivada de (2.1) e é dada por:

c(u,v) = per(u, v;61) + (1 — p)ea(u, v; 6s). (3.1)

3.1 Estimacao Por Maxima Verossimilhanca

Sejam X e Y varidveis aleatérias com fungdes de densidade marginai f(z;¢;) e
g(y; ¢2), respectivamente, e fungdes de distribui¢do acumulada F'(x; ¢1) e G(y; ¢2), respectiva-

mente. Seja H a distribui¢do conjunta de (X, Y), em que

H(z,y) = pCi((F(x; 1), G(y; 2)) + (1 — p)Ca((F (3 ¢1), G(y; d2))- (3.2)

Entdo a densidade dessa mistura € dada por:

h(x,y; g1, b2, p,01,02) = f(x;01)9(y; P2) [per (F (w5 ¢1), G(y; ¢2); 01) +
+(1 = p)ea(F (x5 01), G(y; ¢2); 02)]. (3.3)

A inferéncia para os parAmetros (o1, o, p, 61,02) pode ser feita baseada na func¢do de log-



verossimilhanca

L(¢17 ¢27p7 917 62) = Z lOg h(LU,“ Yi; (bl? ¢27p7 917 02)7 (34)

i=1

definida para os valores de uma amostra aleatéria (X1, Y7), ..., (X,,Y,) de (X,Y). Como a
maximizacdo de (3.3) pode ter um custo computacional alto, um método alternativo consiste
em estimar separadamente os parAmetros das distribui¢des marginais, ¢, € ¢o. Maximiza-se os
®;’s via verossimilhanga univariada substituindo as estimativas na equagao (3.3), entdo a funcéo
¢ maximizada para § = (61, 65). Esse método é conhecido como Inferéncia por Marginais (IFM)
criado por Joe (2005).

3.2 Estimac¢ao usando Algoritmo EM

Estimar os parametros da mistura de copulas pode nao ser simples, uma vez que,
ao haver vdrios maximos locais, o algoritmo utilizado para obter as estimativas de médxima
verossimilhanga (EMV) podera ndo estimar corretamente os parametros do modelo da mistura.
Neste caso, calcular as EMV dos parametros da mistura via algoritmo EM substitui a dificil
maximizagdo da verossimilhanga, por uma sequéncia de maximizag¢des mais faceis, em que o
limite € o 6timo da fun¢cdo de maxima verossimilhanca, Casella e Berger| (2002).

Considere uma amostra observada de um vetor aleatério (X, Y) e, associado a este
vetor, varidveis Z;;’s, ¢ = 1,...,n, assumindo o valor 1, se a i-ésima observagdo pertence j-
ésima componente da mistura, € 0 caso contrdrio. Contudo, ndo se conhece os valores de Z;;.
O algoritmo EM ¢ aplicado a este problema tratando Z;; como dados faltantes. E procede ite-
rativamente em dois passos, E (para expectincia) e M (para maximizac¢ao). Se conhecéssemos
os valores de Z;; a fung¢io de log verossimilhanga para os dados completos seria dada por

n

lOch(‘If) = Z Zijlog(h(xia Yis O1, G2, p, b1, ‘92)),

=1

em que ¥ = (p, 1, ¢, 01, 0o).
Os dados ndo observados sdao lancados no problema usando a esperanga condicio-
nal. Assim, com o intuito de encontrar uma distribui¢do para os dados completos (X,Y, Z),

estimamos a funcao de log verossimilhancga conforme equagao abaixo.
logL(¥) = ijz‘ZOQ(h(xi,yz‘§ ¢1, P2, p, 01, 62)),
i=1

tal que wj; = E(Z;|(z,y)) = P(Zij = 1{(x,y)).
Considerando que os parametros das marginais ja foram estimados num primeiro momento,
usando o método IFM, o algoritmo EM consiste em iterar os dois seguintes passos até atingir um

critério de convergéncia especificado, partindo de chutes iniciais para cada um dos parametros.
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1. Expectancia:

pf (i3 01)9(i; da)er (F (i d1), G (yis d2); 61)

Wiy =

€ Wy; = 1 — W14

2. Maximizagao: Atualizacdo dos parametros usando

n
. Wy
p - I
- n
=1

e os outros parametros podem ser atualizados via maximizacdo da log-verossimilhanga

da forma
L; = szj [log f(w; él)g(yi; &2)Cj(F($z’§ le), G(yi; 652)3 0,)],0=1,2. (3.4)
i=1

3.3 Matriz de Informacao

(@ 00) 9y G2)er (F (255 01y Glyss d2): 01) + (1 — ) f(wi; 61)g(yis $)ea(F (55 61 ), Gyis d2); 62)

A matriz de informac@o de Fisher esperada do vetor de pardmetros W = (py, pa, 1, ¢2, 01, 02)

¢ definida por (McLachlan e Peel (2000))

(V) = Eo[U(T)UT ()], (3.5)
em que al LT
U(W) = Og—qj(). (3.6)

Na prética € comum usarmos a matriz de informacdo observada ao invés da espe-

rada, definida por I (W), ou seja, sem tomar a esperanga. A matriz de covariincia assintética do

estimador de mixima verossimilhanca W € aproximada pela inversa da matriz de informacgao

A

observada I (V).

Uma forma alternativa para aproximar o erro padrdo de U € através da técnica Bo-
otstrap que foi introduzida por [Efron| (1979). Para mais conhecimento da técnica veja Efron
(1982) e [Efron e Tibshirani| (1994)). O procedimento a seguir descrito em McLachlan e Peel

(2000) pode ser usado para aproximar o erro padrdo de 0.

e Passo 1. Gera-se B subamostras da amostra obtida.

e Passo 2. O algoritmo é EM € aplicado a cada amostra bootstrap para calcular o estimador
de méxima verossimilhanca para os dados da amostra bootstrap, a8

e Passo 3. A matriz de covariancia bootstrap de U* ¢ dava por

B A* :* A* 7>i<
R (- ()T
B-1 ’

cov* (T)

24



com B 4
\i* _ Zb:l \PZ
B

O erro padrao do i-ésimo elemento de W é estimado pela raiz quadrada do i-ésimo elemento da

A

diagonal de cov™(W™).
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Capitulo 4

Analise Discriminante

A nog¢do de andlise de discriminante foi introduzida em 1920 por Karl Pearson,
chamado de coeficiente de semelhanca racial. O conceito de distincia entre grupos de varidveis
foi ampliado por Fisher na década de 1930. A andlise de discriminante é uma técnica que trata
da classificacdo de um elemento amostral a um grupo ou populagdo conhecidos de acordo com
algum conceito de distancia. Neste trabalho, a classificacdo € baseada no principio de médxima
verossimilhanga: atribui-se o elemento amostral ao grupo ou populagdo IT;, j = 1,2 em que o
vetor observado tenha maxima probabilidade de ocorréncia, Huberty| (1994).

4.1 Funcao discriminante para misturas de copulas

Considere uma amostra de um vetor aleatério (X, Y’) de uma mistura de duas po-
pulagdes II; e II, com fungdes de distribuicdo marginais F'(x;¢1) e G(y; ¢2) e fungdes de
densidades marginais f(z; ¢;1) e g(y; ¢2) e densidades conjuntas

J(@;01)9(y; d2)c;i (F (x5 ¢1), Gy; d2); 0;),

02Cy(u, )

dudv
origem populacional desconhecida pertencer a populagdo II; € expressa por

comj = 1,2 e ¢;(u,v) = . Entdo a probabilidade de uma observagdo (x,y) de

~

W = _ pf(xi; 01)9(Ys; 9232)01 (u, UA) ’ 4.1)

pf(xi; 01)9(ys; 952)61(% v) + (1= p)f(ws; 1) 9(ys; <ZA52)C2(U77))

~

em que u = F(z;;¢1) e v = G(y;; ¢2). Podemos simplificar a expressdo acima de tal forma

que
1

— co(F(x; G (y; ;6
1+ exp(log[172] + log[ 2 FERS ZHEERY))

P((z,y) e m) =

. 4.2)

A probabilidade de uma observagdo do vetor aleatdrio pertencer a populacao I, é o comple-

mentar da probabilidade de pertencer a 115, ou seja,



1
co(F(x;01),G(y;02);0
1+ exp(log[ 5] + log[ s Gies)
T G ;0
eXp(lOg[Tp] + log[ 01((F((:t:¢;511)) ((2(222));921)]>

= - ;9 .
1+ exp(log[ 2] + log gy G )

P((z,y) €1l) =1—

Assim, a classificacdo € feita atribuindo a observacdo a populagdo II; se
P((z,y) € Il) > P((z,y) € Ily),

isto é, se

i ;0
1 exp(log[Tp] + log[?l((F((iq;)) (54(222) 921)])

>
co(F(x;01),G(y;02);0 — c T; G 02)
1 exp(log[ Pp] log| 021((F(($ff>11)),G((z/zz;));;l)]) 1+ eXp(lOg[%] + log| 2((F((CL‘Q;11)) ((z/iz)) 921 )

(4.3)

que corresponde a

L—p ca(F (75 01),G(y; ¢2); 02)
exp(log| ]+log[61(F( ;1) G(y; ¢2)’91)]) =t
o I-p ca(F (75 ¢1), G(y; ¢2); 02)
log] I+ log[C1(F( ;1) G(y; ¢2) 91)] =0

Caso contrario o vetor observado € classificado a populacdo II,. Logo, a funcdo discriminante

para mistura de cépulas (2.1) € definida por

ca(F (75 91), G(y; ¢2); 02)
(F( ¢1) (§¢2)§91)

Portanto, uma dada observag@o (z, y) do vetor (X, Y') com densidade (3.3) ser4 classificada em
IT; se NL(x,y) < 0 e serd classificada em I, se N L(z,y) > 0.

1 _
NL(z,y) = log] ; P14 1og[2 ! (4.4)

Dependendo das familias de copulas C' (F'(x; ¢1), G(y; ¢2); 01) € Co(F (x5 ¢1), G(y; ¢2); 02)
a fungdo NL(z,y) terd diferentes formas. Na Tabela 4.1. apresentamos as expressdes de
N L(z,y) para diferentes misturas de cépulas C (F(z; ¢1), G(y; ¢2); 61) e Co( F(x; ¢1), G(y; d2); 0a).
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Tabela 4.1: Mistura de cépulas e suas fungdes discriminantes

Mistura | Cy(F'(z;¢1), G(y; ¢2);01) | Co( F(x; 1), G(y; ¢a); 62) NL(z,y)

1 Clayton Clayton a+ Bz + 23

il Gumbel Gumbel a+ Pz + 23

iii Frank Frank a+ Pz + 23

iv Joe Joe a+ Pz + 23

v Gumbel Clayton o+ B1z1 + Paze + 23
vi Gumbel Frank o+ [1z1 + Paze + 23
vii Joe Gumbel a+ Prz + PBazo + 23
viii Clayton Frank a+ iz + PBazo + 23
ix Clayton Joe o+ [1z1 + Paze + 23
X Frank Joe o+ [1z1 + Paze + 23

Com a = Oé(p, 61,92), ﬁ = 5(91,02), z = h(a:,y,@l,ﬁg), 61 = ﬁ1<91), 52 = 62(02), 21 =
hi(z,y,01), 220 = ho(x,y,02) € 23 = hs(z,y,01,0s).
Caso (i). Suponha que as cépulas C (-, -;61) e Cy(+, -; 02) sejam ambas Clayton, entdo temos

P2 0y +1
=log(—) +1
@ = Tog(22) + log (74

B =0 — 0,
z = log(F(z; $1)G(y; ¢2))

),

1+ 20,
0,

1426,
02

log(F(x;61)™" +G(y; ¢2)™" 1) log(F(z;¢1) " +G(y; ¢2) " —1).

Z3 =

Caso (v). Considerando (-, -; 01) cépula de Gumbel e Cy(-, -; f2) cépula de Clayton, segue

que
a= log(@) +log(f + 1),
b
pr=1-0,
21 = log[log(F'(z; ¢1)) log(G (y; ¢2)),
62 = _027
Z9 = log[F(x; ¢1)G (y; ¢2)]
e
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25 = [(—log(F (w3 61)))" + (— log(G(y; $2)))"]% —

—log{ (61 — 1)[(~ log(F(x:¢1))" + (~log(G(y: ¢2)))"]" "+

+ [(=log(F (x5 $1))™ + (= log(Gly; 6)))" ] 2} —
B : —;2262 log(F(x; ¢1)792 + G(y; ¢2)792 —1).

As funcdes discriminantes sdo encontradas a partir da densidade das copulas e das

respectivas marginais F e G. A seguir sao listadas a densidade de cada uma das cOpulas tratadas
neste trabalho. Fazendo v = F'(z) e v = G(y):

Clayton, considere a distribui¢do de cépula

ESM

Clu,v;0) = (u?+0v%—1)"
e entao,

820(% v; 0) —(0+1),,—(6+1) -6 -0 -

Gumbel, considere a distribui¢do de copula

=

C(u, v 0) = ¢ (108 +(~log()]8

)

logo,

2 . 1
T _ L1 1og ) 0g(0) O el nt st
uav uv

(6 = D(~log(u))’ + (~log(v))’] % + [(~ log(w))” + (~log(1))’]7%)

(4.6)
Frank, considere a distribui¢cao de cépula
1 (e7% —1)(e7? —1)
1) =—-1 1
assim,
2 -0 1—¢e?
W vib) _ oo ‘ . (4.7)
dudv e —14 (e —1)(e % —1)]2

Joe, considere a distribuicdo de copula

1
0

Clu,v;0) =1—-[1 —u)! + (1 —v)? — (1 —u)?(1 —v)’]
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portanto,

9*C(u,v;0) , 1
L) _ (1 (1 = o) {1 = )](1 )+

1—v) = (1—w’ (-0 21— (1 -u)’ -1 -0 +(1-u)'l—0v)+
(1—w) +(1—0)°— (1 —uwl1-v)]it 48

Pela equacio (4.4), temos que a fun¢do discriminante é dada por

1—p co(F (x5 ¢1), G(y; ¢2); 02)
F g e an), Gy 60); 1)

entdo, basta substituir a densidade das copulas em cada um dos casos que obtemos o formato

NL(z,y) = log]

]

de N L(x,y) na Tabela 4.1. Vejamos o caso (iv):

Pela propriedade do logaritmo, tem-se que a segunda parte do lado direito da equacdo (4.4) é
igual a

log f(z)g(y)ca(F (x5 01), G(y; ¢2); 02) — log f(x)g(y)er (F (x5 ¢1), G(y; ¢2); 61),

substituindo a densidade da cépula de Joe, resulta

NL(a,) = 1og(—L) + (8 = 0) # og((1 = w)(1 = ) + 10 (T (z.5: 1, . 01,6))
4.9)
em que
. o, y; d1, 02,01, 02)
(@461, 92,01, 62) = Ji(z,y; ¢1, 2, 01, 02) (4.10)
Jo (2,3 61, 62,01, 02) = f(2)g(y)[(1 = 02)[(1 — u)”+
(1 =) — (1= )1 — )]~
1= (1= = (1= )" + (1w (1 - v)"]+
(1= w)® 4+ (1—0)" — (1 — w)f(1 —v)]5 ",
€
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(0,561, 62,00,02) = F(@)g(w)[(1 = 01)[(1 —w)" +
(1—0)" — (1 — ) (1 - 0)]75

1= (=) = (1= 0)" + (1= )" (1 —0)" ]+
(=) + (1= 0)" = (1 —w)” (1 —v)"]75

Ou seja, tem-se

lL—p
a = log(——),
( P )

B =0y — 0,
z=log((1 — F(x;¢1))(1 — G(y; ¢2)))

Z3 = log(J(a:, Y; 91, P2, 92>>‘

No caso de as marginais das duas componentes serem diferentes, entdo a parte [z

se modificara para
Bz = Prz1 + Paze, (4.11)

tal que

Brz1+Paze = (O2—1) log((1—Fa(x; ¢1))(1—Ga(y; ¢2)))—(01—1) log((1—Fi(z; ¢1)) (1-G1(y; 62))).

4.2 Erros de classificacao

Ao usarmos o procedimento de classificacio, estamos sujeitos a incorrer em dois
tipos de erros. Um erro ocorrerd quando ndo classificarmos uma observag@o (z, y) a populagdo
I1;, se a fungdo discriminante NL(z,y) > 0, sendo que (x,y) pertence a II;. Ou seja, a
probabilidade de atribuirmos de forma errada uma observagio (z,y) a populagdo I, usando
NL(x,y)é

ey = PINL(z,y) > 0N (z,y) € m, (4.12)

e1 = P((z,y) € m)P[NL(z,y) > 0|(z,y) € m] = ptP[NL(z,y) > O|(z,y) € m]
De forma andloga, a probabilidade de atribuirmos erroneamente uma observagio (x, y) & popu-
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lagdo 7y usando N L(z,y) é dada por
62:p2P[NL($7y) §0|(flf,y) Eﬂ_?]' (413)

Assim a probabilidade total de erro de classificacdo é

€ = e1 + es. (414)
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Capitulo 5
Resultados

Este capitulo traz os resultados de simulacdes de diversas misturas de cépulas ar-
quimedianas e uma aplicacdo em dados reais referente a erup¢des do Geyser Old Faithful em
Yellowstone National Park, Wyoming, EUA. A base de dados possui informacdes do tempo de
duracdo de erupg¢ao do geyser e o tempo até a proxima erupcao do geyser. As simulagdes foram

feitas usando-se o software R Core [Team| (2018)).

5.1 Simulacao

Foram realizadas simulacdes de misturas das copulas arquimedianas listadas na Ta-
bela 1.1, com o intuito de analisar a capacidade das misturas de captarem os diversos formatos
de dependéncia nos dados e o desempenho de funcdo discriminante baseada na mistura de c6-
pulas em classificar corretamente as observacdes. A simulacao foi realizada para 24 misturas,
por meio da combinacdo do valor de p e dos parametros das cOpulas, conforme Tabela 5.1,
com amostras de tamanho n = 1000. Para cada simulacdo foi realizada a estimacdo dos erros-
padrdes dos estimadores via procedimento Bootstrap de tamanho igual a 100, de acordo com a
secdo 3.3. Os resultados das simulacdes sao apresentados nas Tabelas 5.2 e 5.3.

Para gerar amostras de tamanho N de mistura de copulas, cuja distribui¢do € dada

em (2.1), utiliza-se o seguinte algoritmo:
Algoritmo 5.1.
e [. Gera-se uma amostra v de uma distribui¢cdo uniforme no intervalo [0, 1];

o 2. Seuy < p, entdo gera-se uma observacdo da primeira copula, ou seja, de Cy usando
o algoritmo 1.2, por ser mais fdcil de usar e mais rdpido para simular. Se ug > p, entdo

gera-se uma observacdo da segunda copula, ou seja, de Cy usando o algoritmo 1.2;
e 3. Gera-se as observagoes v = F~'(u) ey = G (v), tal que X ~ FeY ~ G;

e 4. Repete-se os passos 1, 2 e 3, N vezes.



Tabela 5.1: Parametros usados nas simulagdes.

Mistura | p Cépula C | 64 Copula Cs | 0,

my 0.3 | Frank -5.0 | Gumbel 1.0
ma 0.5 | Frank -5.0 | Gumbel 1.0
ms 0.7 | Frank -5.0 | Gumbel 1.0
My 0.3 | Frank -5.0 | Gumbel 10
ms 0.5 | Frank -5.0 | Gumbel 10
Mg 0.7 | Frank -5.0 | Gumbel 10
my 0.1 | Clayton -0.8 | Joe 4.0
mg 0.6 | Clayton -0.8 | Joe 4.0
my 0.9 | Clayton -0.8 | Joe 4.0
mio 0.1 | Clayton 3.0 Joe 2.0
mig 0.6 | Clayton 3.0 Joe 2.0
My 0.9 | Clayton 3.0 Joe 2.0
mi3 0.25 | Frank -20.0 | Joe 15.0
Mia 0.5 | Frank -20.0 | Joe 15.0
mis 0.75 | Frank -20.0 | Joe 15.0

mMie 0.25 | Gumbel 3 Clayton 15.0
myy 0.5 | Gumbel 3 Clayton 15.0
mis 0.75 | Gumbel 3 Clayton 15.0

Mg 0.25 | Frank -5 Frank 5.0
Mag 0.4 | Frank -5 Frank 5.0
Mo 0.8 | Frank -5 Frank 5.0
oy 0.25 | Frank -15 Frank -5.0
Ma3 0.5 | Frank -15 Frank -5.0
Moy 0.75 | Frank -15 Frank -5.0
As distribuicoes marginais simuladas foram X ~ Gumbel(p; = 4,00 = 1) e

Y ~ Gumbel(pus = 0,09 = 1), sendo p; e po pardmetros de locagdo e oy e o9 parimetros
de escala. Os parametros das distribui¢cdes marginais foram estimados usando-se o método de
maxima verossimilhanga. A estimacdo dos parametros das misturas foi feita por meio do algo-
ritmo EM, sendo que o algoritmo usado para maximizagao da log-verossimilhanca foi o PSO
(Particle Swarm Optimization), mais conhecido como "Exame de Particulas"ou "Algoritmo dos
Péssaros". O critério de convergéncia utilizado foi |L[k] — L[k — 1]| < 0.0001, em que L[k] é

o valor da fun¢do de verossimilhancga na iteragdo k.

As Tabelas 5.2 e 5.3 apresentam os valores das estimativas dos pardmetros simula-
dos, sendo /i1, 01, Liz € 02 as estimativas para os parametros das marginais, considerando como
fungdes de distribui¢des marginais a distribuicdo Gumbel, em que i, e o parametros de loca-
cdo e 0, e 09 parametros de escala, apresentada nas equacgdes 5.1 e 5.2. Na Tabela 5.3, p € a
estimativa para o percentual da mistura, 0, e 0, as estimativas para os parametros das cOpulas
C, e (Y, respectivamente. J4 7 € o coeficiente tau de Kendall estimado pelos parimetros da
mistura, calculado tomando-se como base a equagdo (2.2), 7,,, € o valor amostral do fau de

Kendall, p € a estimativa do coeficiente de correlagdo de Spearman dada pelos parametros da
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mistura estimada, utilizando-se da equacao (2.3), pum € 0 seu correspondente amostral, AL ey
sdo as estimativas dos coeficientes de dependéncia caudal inferior e superior, encontrados de
acordo com as equacoes (2.4) e (2.5), respectivamente.

Observou-se que, em geral, as estimativas encontradas estdo proximas dos parame-
tros simulados e dos correspondentes amostrais, o que indica que os valores foram estimados
adequadamente. Foi verificada também a qualidade dos estimadores de maxima verossimi-
lhanga graficamente, fez se a plotagem das curvas de niveis das misturas nos parametros simu-
lados e nos estimados. As Figuras 5.1 a 5.5 mostram os graficos das curvas de niveis tedrica e
estimada, plotadas contra os dados, constatando-se que os ajustes dos parametros estdo adequa-

dos, visto que as curvas sao muito semelhantes.

Tabela 5.2: Estimadores dos parametros das marginas das misturas simuladas mostradas na
Tabela 5.1, com os parametros originais py = 4, us = 0, 0y = 1 e 0o = 1, considerando
distribuicao Gumbel.

Mistura | iy o1 o 09

m1l 3.9971 | 0.9709 | 0.0630 | 1.0009
m2 3.9947 | 1.0069 | 0.0133 | 0.9690
m3 3.9733 | 0.9717 | 0.0578 | 1.0216
m4 3.9983 | 0.9762 | -0.0447 | 0.9817
m5 3.9800 | 0.9900 | 0.0100 | 1.0100
m6 4.0400 | 1.0000 | 0.0000 | 0.9800
m7 3.9300 | 0.9500 | -0.0700 | 0.9600
m8 9845 | 0.9769 | 0.0177 | 0.9802
m9 4.0112 | 0.9654 | 0.0164 | 0.9897

ml0 3.9963 | 1.0021 | 0.0012 | 1.0093
mll 4.0758 | 1.0401 | 0.0725 | 1.0615
ml2 3.9635 | 0.9694 | -0.0535 | 0.9809
ml3 3.9544 | 0.9993 | -0.0388 | 1.0065
ml4 4.0326 | 1.0167 | -0.0333 | 1.0006
ml5 3.9599 | 0.9860 | 0.0117 | 1.0401
ml6 3.9609 | 1.0215 | -0.0505 | 1.0162
ml7 3.9623 | 0.9889 | -0.0165 | 0.9916
ml8 3.9914 | 1.0044 | 0.0046 | 0.9947
ml9 4.0765 | 0.9744 | 0.0589 | 1.0060
m20 4.0311 | 0.9275 | 0.0000 | 0.9917
m21 3.9952 | 1.0159 | -0.0129 | 0.9957
m22 3.9145 | 0.9770 | 0.0412 | 1.0390
m?23 3.9844 | 1.0181 | 0.0402 | 0.9912
m24 3.9536 | 0.9741 | 0.0484 | 1.0085

A Tabela 5.4 contém os erros-padrdes dos estimadores dos parametros calculados
através do método Bootstrap, descrito na secdo 3.3, com B = 100 amostras de tamanho 1000.
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Tabela 5.3: Estimadores dos parametros das misturas, coeficientes de correlagao de Kendal es-
timado usando-se a equagdo (2.2) e amostral, coeficientes de correlagdo de Spearman estimado
conforme equagdo (2.3) e amostral, e coeficientes de dependéncia caudal inferior e superior.

Mistura p 61 62 T Tam p Pam AL AU
mi 0.2970 | -5.238 1.0000 -0.1245 | -0.1324 | -0.1963 | -0.1953 | 0.0000 | 0.0000
mo 0.4961 -5.7921 1.0141 -0.2332 | -0.2269 | -0.3359 | -0.3257 | 0.0000 | 0.0097
ms 0.6875 | -4.4211 1.0000 -0.2832 | -0.2881 -0.4098 | -0.4172 | 0.0000 | 0.0000
my 0.3091 -4.7983 10.0558 | 0.4298 0.4381 0.4869 0.4993 0.0000 | 0.6416
ms 0.5093 | 5.4416 9.4046 0.1313 0.1452 0.1387 0.1572 0.0000 | 0.4531
me 0.7275 | -4.9840 9.0973 -0.1379 | -0.1438 | -0.1994 | -0.2096 | 0.0000 | 0.251
mry 0.0919 | -0.7039 3.6249 0.4807 0.456 0.6342 0.5954 0.246 0.7167
mg 0.5872 | -0.6013 3.9074 -0.0111 -0.134 -0.0119 | -0.1488 1.8594 | 0.3327
mo 0.8764 | -0.7618 2.9806 -0.4678 | -0.5172 | -0.5723 | -0.6113 | 2.1768 | 0.0913
mio 0.2181 2.3622 2.0986 0.4093 0.4102 0.574 0.5784 0.1626 | 0.4759
mi1 0.6094 | 3.1458 2.0097 0.5045 0.5109 0.6839 0.6894 0.4889 | 0.2297
mia 0.9066 | 3.3849 1.4819 0.5853 0.5832 0.7664 0.7633 0.7388 | 0.0377
mis 0.2443 | -21.2923 13.6860 | 0.4462 0.4509 0.4998 0.5095 0.0000 | 0.7164
mia 0.4986 | -19.1737 13.9451 | 0.0194 0.0217 0.0122 0.0119 0.0000 | 0.4759
mis 0.7524 | -20.8170 10.2393 | -0.4156 | -0.4073 | -0.4866 | -0.4694 | 0.0000 | 0.2303
mie 0.2350 | 3.3625 149914 | 0.8318 0.8303 0.955 0.9536 0.1912 | 0.7288
miz 0.4984 | 3.1296 152339 | 0.7694 0.7663 0.9200 0.9123 0.479 0.3749
mis 0.7350 | 2.9018 13.5129 | 0.702 0.6964 0.875 0.8657 0.2518 | 0.5367
mig 0.2885 | -3.7956 5.3787 0.2291 0.2352 0.3225 0.3325 0.0000 | 0.0000
mao 0.4461 -4.4667 6.3832 0.0999 0.0899 0.138 0.1215 0.0000 | 0.0000
mai 0.7092 | -5.8660 2.9918 -0.2624 | -0.2647 | -0.3682 | -0.3716 | 0.0000 | 0.0000
mag 0.2936 | -15.7680 | -5.1883 -0.5478 | -0.5525 | -0.7391 -0.7447 | 0.0000 | 0.0000
mas3 0.5514 | -15.9834 | -4.2467 -0.5941 -0.5967 | -0.777 -0.778 0.0000 | 0.0000
mag 0.6970 | -15.5595 | -6.2271 -0.689 -0.6904 | -0.8702 | -0.8712 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 5.4: Erros-padrdes dos estimadores dos parametros das misturas via Bootstrap.

Mistura | EP(1) | EP(i2) | EP(61) | EP(62) | EP(®) | EP(#1) | EP(62)
ml 0.0273 | 0.0210 | 0.0307 | 0.0274 | 0.0198 | 0.6737 | 0.0040
m2 0.0370 | 0.0187 | 0.0352 | 0.0261 | 0.0175 | 0.5358 | 0.0359
m3 0.0351 | 0.0225 | 0.0351 | 0.0231 | 0.0137 | 03516 | 0.0082
m4 0.0324 | 0.0244 | 00234 | 00325 | 0.0227 | 0.0213 | 0.0171
m5 0.0394 | 0.0172 | 0.0381 | 0.0243 | 0.0189 | 03739 | 1.1361
mé 0.0313 | 0.0245 | 0.0306 | 0.0238 | 0.0160 | 02871 | 13738
m7 0.0286 | 0.0203 | 0.0321 | 0.0229 | 0.0193 | 0.0646 | 0.2162
m8 0.0313 | 0.0267 | 00317 | 0.0233 | 0.0235 | 0.0039 | 03038
m9 0.0353 | 0.0233 | 0.0376 | 0.0216 | 0.0304 | 0.0099 | 0.8191
ml0 0.0349 | 0.0253 | 0.0338 | 0.0248 | 0.0315 | 0.5639 | 0.1087
mll 0.0348 | 0.0247 | 0.0371 | 0.0245 | 0.0420 | 02815 | 0.1295
ml2 0.0321 | 0.0208 | 0.0334 | 0.0235 | 0.0224 | 02158 | 0.3392
ml3 0.0357 | 0.0265 | 0.0345 | 0.0285 | 0.0158 | 1.8370 | 1.0025
ml4 0.0297 | 0.0248 | 0.0317 | 00242 | 0.0163 | 08619 | 2.1752
ml5 0.0303 | 0.0214 | 0.0366 | 0.0228 | 0.0154 | 0.7308 | 2.1020
ml6 0.0332 | 0.0240 | 00331 | 0.0231 | 0.0293 | 02914 | 0.8389
ml7 0.0338 | 0.0271 | 0.0357 | 0.0237 | 0.0262 | 0.1679 | 13145
ml8 0.0385 | 0.0233 | 0.0370 | 0.0217 | 0.0325 | 0.1095 | 3.1701
ml9 0.0325 | 0.0252 | 0.0280 | 0.0250 | 0.0227 | 0.8470 | 0.3792
m20 0.0318 | 0.0231 | 0.0318 | 0.0254 | 0.0583 | 1.0670 | 1.0913
m21 0.0330 | 0.0232 | 00326 | 0.0241 | 0.0231 | 04658 | 0.6291
m22 0.0294 | 0.0245 | 00314 | 0.0225 | 0.0518 | 24622 | 0.4430
m23 0.0325 | 0.0302 | 00322 | 00227 | 0.0422 | 1.1307 | 0.5720
m24 0.0316 | 0.0239 | 00322 | 0.0251 | 0.0131 | 08161 | 0.5705
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(g) Curvas de niveis de m4 tedrica (h) Curvas de niveis de m4 estimada

Figura 5.1: Curvas de niveis para mistura de Cépulas, tedrica e estimada, misturas m1 a m4 da
Tabela 5.1.
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(a) Curvas de niveis de m5 tedrica (b) Curvas de niveis de m5 estimada

(g) Curvas de niveis de m8 tedrica (h) Curvas de niveis de m8 estimada

Figura 5.2: Curvas de niveis para mistura de Cépulas, tedrica e estimada, misturas mS a m8 da
Tabela 5.1.
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(g) Curvas de niveis de m12 tedrica (h) Curvas de niveis de m12 estimada

Figura 5.3: Curvas de niveis para mistura de Copulas, tedrica e estimada, misturas m9 a m12
da Tabela 5.1.
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(c) Curvas de niveis de m14 tedrica (d) Curvas de niveis de m14 estimada

(e) Curvas de niveis de m15 tedrica (f) Curvas de niveis de m15 estimada

(g) Curvas de niveis de m16 tedrica (h) Curvas de niveis de m16 estimada

Figura 5.4: Curvas de niveis para mistura de Cépulas, tedrica e estimada, misturas m13 a m16
da Tabela 5.1.
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(g) Curvas de niveis de m20 tedrica (h) Curvas de niveis de m20 estimada

Figura 5.5: Curvas de niveis para mistura de Cépulas, tedrica e estimada, misturas m17 a m20
da Tabela 5.1.
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(g) Curvas de niveis de m24 tedrica (h) Curvas de niveis de m24 estimada

Figura 5.6: Curvas de niveis para mistura de Cépulas, tedrica e estimada, misturas m21 a m24
da Tabela 5.1.

Para verificar a qualidade da fun¢do discriminante, foram calculados os erros de
classificacdo para cada mistura da Tabela 5.1. Os resultados sdo mostrados na Tabela 5.5, junta-
mente com o viés para o erro teérico (6timo) da funcdo discriminante. O viés foi calculado via

Bootstrap com B=100 amostras. Em geral, as func¢des discriminantes para as misturas tiveram
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desempenho adequado, apresentando baixos erros de classificacao.

Tabela 5.5: Erros do discriminante e viés em relagdo ao discrimante 6timo

Mistura | e; €9 e Viés

my 0.2705 | 0.0437 | 0.3142 | 0.0130
Mo 0.1351 | 0.2361 | 0.3712 | 0.0060
ms 0.0369 | 0.2233 | 0.2602 | 0.0080
my 0.1404 | 0.0002 | 0.1406 | 0.0884
ms 0.0636 | 0.0200 | 0.0836 | 0.0015
mg 0.0612 | 0.0350 | 0.0962 | 0.0006
my 0.0480 | 0.0105 | 0.0585 | 0.0097
mg 0.0554 | 0.0951 | 0.1505 | 0.0024
Mg 0.0160 | 0.0538 | 0.0698 | 0.0096

mip 0.1939 | 0.0211 | 0.2150 | 0.0993
miq 0.0579 | 0.2401 | 0.2980 | 0.0173
M2 0.0093 | 0.0770 | 0.0863 | 0.0143
ms 0.0293 | 0.0046 | 0.0339 | 0.0015
miy 0.0312 | 0.0265 | 0.0577 | 0.0002
mis 0.0102 | 0.0407 | 0.0509 | 0.0020
Mg 0.1730 | 0.0128 | 0.1858 | 0.0078
miy 0.1653 | 0.0999 | 0.2652 | 0.0024
mig 0.0744 | 0.1518 | 0.2262 | 0.0194
Mg 0.1344 | 0.0513 | 0.1857 | 0.0181
Moo 0.1410 | 0.0914 | 0.2324 | 0.0078
Moy 0.0573 | 0.1408 | 0.1981 | 0.0207
Mo 0.1871 | 0.0090 | 0.1961 | 0.0790
Ma3 0.0811 | 0.2251 | 0.3062 | 0.0124
Moy 0.0389 | 0.1978 | 0.2367 | 0.0251

Para ilustrar melhor o uso do discriminante baseado na mistura de cépulas, foi re-
alizada a simulacdo de uma mistura com separacdo quase total entre os clusters formados. A

simulacao correspondeu a mistura
C(u,v) = pCi(u,v;01) + (1 — p)Cs(u, v; 0s),

tal que C'; é uma cépula de Frank com parametro de dependéncia 6; = —4 e C5 uma cépula
de Joe de parametro 6, = 4. As distribuicdes marginais simuladas foram misturas de duas
distribuicdes Gumbel, como definido na equacdo (5.3), de parametros de locagdo p; = 100
eie = 180, parametros de escala iguais a o1 = 10 e 05 = 10, e parametros de forma a; = 0

e g = 0. Os percentuais das misturas das marginais e das copulas foram ambos iguais a
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m = m = 0.5. No caso de as distribui¢des marginais serem compostas por misturas, ha a
extensao das equagdes (3.2) e (3.3), impactando na forma das fun¢des discriminantes mostradas
na Tabela 4.1, como descrito na equagdo (4.11) e ilustrado na se¢do 5.2 deste capitulo. A
Distribuicdo das marginais e o grafico de dispersdao dos dados simulados sio mostrados nas
Figuras 5.7 e 5.8.
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Figura 5.7: Histograma das varidveis X e Y simuladas, as densidades estimadas e suas respec-
tivas densidades empiricas.
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Figura 5.8: Grafico de dispersdo de X e Y.

Os parametros das distribui¢des marginais estimados estdo dispostos na Tabela 5.6,

sendo os valores estimados para a mistura p = 0.5030, ¢; = —1.4833 e 6, = 2.8625 .

Tabela 5.6: Parametros estimados das distribuicdes marginais de X e Y, considerando distribui-
¢ao GEV com p; parametro de locacdo, o; parametro de escala e «; parametro de forma, com
1=1,2.

Variavel H1 01 aq ™1 H2 09 (6)
X 100.498 | 10.1889 | -0.0293 | 0.5014 | 180.0859 | 10.0200 | -0.0488
Y 100.2182 | 9.5323 | -0.0800 | 0.5032 | 180.7178 | 9.9804 | -0.0427

44



As curvas de niveis da densidade conjunta estimada do vetor (X,Y’) simulado é

apresentada na Figura 5.9.
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Figura 5.9: Curvas de niveis da densidade de X e Y, com separacio de clusters pela fungao

discriminante da mistura.

A fungdo classificou corretamente todas as observacoes, 503 da componente 1 e 497 da compo-

nente 2.

Foi realizada tentativa de estimar os dados simulados via outras misturas de cépulas,

porém o algoritmo convergiu somente para a verdadeira mistura simulada e para mistura de duas

cOpulas de Frank, como mostra a tabela abaixo.

Tabela 5.7: Tabela comparativa de valores da func¢io de log verossimilhanga, AIC e BIC para

algumas misturas de cOpulas estimadas.

Mistura D 01 0 Log Verossimilhanga
Frank - Joe 0.5030 | -1.4832 | 2.8625 | -0.8259
Frank - Frank | 0.5030 | -6.1211 | -4.3252 | -1.0085

Mostrando que as verdadeiras componentes tiveram um resultado de estimagao mais

adequado.
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5.2 Aplicacao

5.2.1 Dados de erupcoes de Geyser Old Faithful em Yellowstone National
Park, Wyoming, EUA.

Com o objetivo de analisar a adequacdo do modelo de mistura de cépulas, foi feita
aplicacdo em dados de erupcdes do Geyser Old Faithful em Yellowstone National Park, Wyo-
ming, EUA. a base de dados possui informagdes do tempo de duragdo de erupcao de Geyser e
o tempo até a proxima erup¢do do geyser. Essa base de dados pode ser encontrada no software
R. As Figuras 5.10 e 5.11 mostram os histogramas com a distribuicdo dessas duas varidveis e
o grafico de dispersao mostrando a relagdo de dependéncia entre as duas. Observa-se que as
marginais sao compostas de misturas, pois sdo bimodais. Além disso, percebe-se na Figura

5.11 a formagdo de dois clusters.

(a) b)

Figura 5.10: Histograma das varidveis, (a):"tempo até préxima erupcao'e (b):"tempo de duragcao
da erupc¢do'e suas respectivas densidades empiricas.
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Figura 5.11: Gréfico de dispersdo do "tempo até proxima erupgao'e "tempo de duracdo da
erupgao”.

O objetivo € modelar a distribui¢do conjunta das duas varidveis além de classificar
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os pares de observagdes aos clusters observados.

Como explicado no capitulo 3, primeiramente foram estimadas as distribuicdes mar-

ginais dos dados. Estimou-se a mistura de duas distribui¢des de valor extremo generalizadas

(GEV), obtendo os parametros mostrados na Tabela 5.8 e cuja funcido de densidade estd dada

na equacao (5.2).

e
F(z;p,0,a) =
e
T
“(1+
fpoa) =37
—e o e

—

)—é—l —(14aZ=t)

(&

se a#0

se a=10
v se a#0
se a=0

g = T f(x; py, 01, ) + T f (23 pia, 02, €2),

S.D

(5.2)

(5.3)

em que my = 1 — ;. Quando v = 0, a distribui¢do GEV torna-se uma distribuicdo Gumbel.

Tabela 5.8: Parametros das distribui¢cdes do "tempo até préxima erupcdo”, g;, € "tempo de
duracdo da erupcdo", go; em que g; € g seguem a forma da equacao (5.3).

Marginal T ! 2 o1 o9 o7 Qi
g1 0.3997 | 52.7098 | 78.5251 | 6.1483 | 5.2074 | 0.0068 | -0.2140
Jo 0.3796 | 1.9168 | 4.2217 | 0.2437 | 0.4502 | 0.5249 | -0.4985

A Figura 5.12 apresenta o ajuste das duas misturas de densidades ajustadas aos

dados.

€04 0.L5

0.03

€0z

030 00"

(a)

(b)

Figura 5.12: Densidade das varidveis, (a):"tempo até préxima erup¢ao”e (b):"tempo de duragcao

da erupc¢ao"ajustadas aos dados.

Como foi observado graficamente que as distribuigdes marginais GEV se ajustavam

bem aos dados, entdo foi testado uma mistura de duas cépulas Gumbel para modelar a distribui-

¢do conjunta do tempo até uma préxima erupgao e o tempo de duracdo da erupcio do geyser.

Entdo foi ajustada a seguinte mistura de copulas
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C(U,U) = pCl(F1($;Ml,01,061)>G1(y§/i27027&2);91) +
(1 — p)Co(Fy(x; 11, 01, 1), Ga(y; p2, 02, 2); 02), (5.4)

sendo C e Cy ambas cépulas de Gumbel com densidades marginais dadas por
Fi(z,52.7098,6.1483,0.0068), F5(x, 78.5251,5.2074, —0.2140), G (y, 1.9168, 0.2437, 0.5249)
e G(y,4.2217,4.0.4502, —0.4985), tais que cada uma das distribui¢des sdo iguais a fungdo
(5.1). De forma que,

g1 = m F!(x,52.7098, 6.1483,0.0068) + o Fi(x, 78.5251, 5.2074, —0.2140)

g2 = MG, (y,1.9168,0.2437,0.5249) + moGy(y, 4.2217, 4.0.4502, —0.4985),

sendo FY, Fy, G| e GY, as respectivas derivadas de F, Fy, G1 € Go. Observe que a expressio
(5.4) € uma extensdo da equacao (3.2), esta foi construida sob o pressuposto de que F} = F,
e G5 = (5. As alteracdes na funcdo discriminante sdo mostradas na equacdo (4.11). As
estimativas de maxima verossimilhanga para os parametros foram p = 0.3824, 6, = 1.5215 ¢
65 = 1.1901. Com base na Figura 5.13, que mostra as curvas de niveis da funcdo densidade
da mistura da equacgdo (5.4) e a plotagem dos dados sobre as curvas de niveis, que o ajuste foi

adequado. Também observa-se de forma mais clara a formacao de dois clusters.
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Figura 5.13: Curvas de niveis da densidade conjunta dos dados considerando mistura de duas
copulas Gumbel.

Foram testadas outras misturas, com marginais iguais as listadas na equacgao (5.4),
e também a estimac¢do considerando apenas uma cOpula de Gumbel, isto é, sem mistura, e as
marginais tais como na equacao (5.3). Os resultados dessa comparagdo se encontram na Tabela
5.9 e na Figura 5.14. Constata-se que a mistura de duas cOpulas de Joe obteve melhor ajuste,
por possuir log verossimilhanga maior e menores valores de AIC e BIC, além de melhor ajuste
graficamente.

Tabela 5.9: Tabela comparativa de valores da fun¢do de log verossimilhanca, AIC e BIC para
algumas misturas de cOpulas estimadas.

Mistura p 01 0, Log Verossimilhanga
Gumbel - Gumbel 0.3824 | 1.5215 | 1.1901 1.8164

Frank - Frank 0.3801 | 2.9351 | 1.4931 1.7933

Joe - Joe 0.3883 | 2.0355 | 1.2280 1.8175

Gumbel (sem mistura) | 1.0000 | 1.9177 | Nao se aplica | -1215.6170
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Figura 5.14: Curvas de niveis da densidade conjunta dos dados considerando misturas de cépu-
las: a) Gumbel-Gumbel; b) Frank-Frank; c) Joe-Joe; e d) Gumbel, sem mistura. Os pardmetros
das misturas estdo na Tabela 5.9.

Como a mistura de cépulas Joe teve um ajuste melhor nos dados, foi aplicado funcdo dis-
criminante construida com base nesta mistura para separar as observacdes nos dois clusters
observados.

Assim, a funcdo discriminante estimada para a mistura de cépulas Joe para os dados
em questdo € dada abaixo.

1—p 06117
5 0.3883

a = log = 1.5753284;

By =0, —1=1.2280— 1 = 0.2280;

By=1—0; =1—2.0355 = —1.0355;

23 = log(J(x,y; lea §52>é17é2))7

50



emque J(z,y; qgl, ggg, 91, 9}) tal como na equacdo (4.10). A fun¢do discriminante para os dados
¢ dada por
NL(.I, y) =a+ 61Z1 + BQZQ + Zg.

Os parametros das funcdes de distribui¢des marginais F, F», G1, G5 sdo 0s mes-
mos dados na Tabela 5.8, sendo que suas férmulas se encontram na equacdo 5.1. Assim como
as densidades marginais, os pardmetros sdo os mesmos da Tabela 5.8 e féormulas sdo das na
equacdo 5.2. A Figura 5.15 mostra o resultado da classificagdo nos dois clusters pelo discrimi-
nante calculado. Foram classificadas 103 observacdes no cluster 1 (preto) e 169 observacodes

no cluster 2 (azul).
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Figura 5.15: Curvas de niveis da densidade conjunta plotada contra os dados, com separagdo de
cluster pela fungdo discriminante da mistura
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho foram apresentados métodos para modelagem de dados bivariados
com formacgdo de dois clusters, através da mistura de cpulas. Além disso, foram propostos
discriminantes ndo-lineares de Bayes para mistura de cépulas bivariadas arquimedianas especi-
ficas, com uma variedade de simulag¢des para analisar o desempenho das fun¢des discriminantes
estimando os erros de classificacdo por meio da técnica Bootstrap. Os resultados foram satis-
fatorios, visto que os erros de classificacdo apresentados pelos estimadores foram pequenos.
Ficou demonstrado no trabalho as diversas possibilidades de configuracdes da estrutura da re-
lac@o de dependéncia dos dados que podem ser modeladas por mistura de cépulas.

Com relagdo a aplicacao da metodologia em dados reais, observou-se a boa adequa-
¢do0 do uso da modelagem por mistura de copulas. Sendo demostrado graficamente, a eficicia
da funcdo discriminante em classificar corretamente as observacdes em cada um dos clusters.

Com relagdo ao processo de estimacdo, devido a quantidade de pardmetros e a com-
plexidade das fun¢des de log verossimilhanga estimadas, constatou-se que a abordagem via
algoritmo EM € mais vantajosa, do que a estimac¢do direta por mdxima verossimilhanca. Além
disso, foi observado que algoritmos com base no método de Newton-Raphson tém pouca efica-
cia na estimacao da mistura de cépulas, tendo sido adotados algoritmos mais sofisticados como
€ o caso do algoritmo PSO.

Por fim, para trabalhos futuros seria interessante estudar formas de se estimar o erro
da funcdes discriminantes propostas quando nio se tem conhecimento sobre a qual populagdo
os dados pertencem.
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Apéndice A

Cédigos R

Neste apéndice apresenta-se os codigos implementados em linguagem R de com-

putacdo estatistica (R Core Team, 2018) de Simulacao e Estimacdo de Misturas de Copulas.

## Agoritmo PSO para minimizar funcgdes
pso_O=function (AX1, fun, ITER, erro, NPART) {
options(digits = 22)

f=fun

X=AX1

Z=1list (rep (0, NPART))

Y=rep (Z,10000)

j=1

W=c ()

#g=X[which.max (X[[J]1]1),]

criterio.Parada=ifelse (pi<0,T,F)

while (sum(criterio.Parada) !=1 ) {

ftratar restrigdoo de espago paramétrico especifico
for(i in 1:NPART) {

Y[[Jj]l][il=ifelse ((X[1,1:1]1<=0.0 | X[i,1:1]1>=1.0)>0.0
, Inf, f(as.vector (X[i,1:11)))

1f(3==1){
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p=X
g=X[which.min(abs (Y[ [3]1)),]
V=matrix (0, NPART, 1)

Vi=Vv

gb=matrix (g, NPART, 1)

for(k in 1:NPART) {
gblk,1:1]=g

}

V=0.73% (0.3*xVi+runif (1) *2.05% (p—X)+runif (1) «2.05* (gb—X))
Xi=X

X=Xi+V

# W[Jl=£f(9)

}else(

px=matrix (0, NPART, 1)

ftratar restri??o de espa?o param?trico espec?fico

AA=((p<=0.0)+(X<=0.0))+((p>=1.0)+(X>=1.0))

for(i in 1:NPART) {

if(ifelse(AA[1]<1l,abs(f(pl[i,]))-abs(£(X[i,]1)),0)<0){
px[i,]=pl[i,]

telse{

px[i,]=X[1,]

}

}

p=px

gk=g

gx=X[which.min (abs(Y[[3]11)),]
if(ifelse(is.nan(abs(f(gx))-abs(f(g))),1,

abs (f (gx))—-abs (£(g)))<0) {g=gxlelse{g=g}
indicador=ifelse(is.nan (abs (f(gx))-abs(f(g))),1,0)
if (indicador==1) {g=glelse{

gb=matrix (g, NPART, 1)

for(k in 1:NPART) {

gblk,1:1]1=g

}

Vi=Vv
V=0.73%(0.3xVi+trunif (1) *2.05% (p—X)+runif (1) *2.05% (gb—-X))
Xi=X
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X=Xi+V

W[jl=ifelse(is.nan(abs(f(g))),f(gk),f(g))

maxj=max (W)

minj=min (W)

var.global=ifelse ((maxj-minj)==0,1,maxj-minj)
if (J>ITER) {

maxjS=max (W[ (J-5):3])

minj5=min (W[ (j-5):3])

varjb=maxjb-minijb
lelsef
varjb=var.global

}

vard=varj5/var.global

#print (1list (X_Otimo=g,F_otimo=W[j], Iteracoes=7))
criterio.Parada=ifelse(is.nan(abs(f(qg))),T,

ifelse (j>ITER,ifelse((1l/erro) *vard<l,T,F),F))
j=3+1

}

g=ifelse(is.nan(abs(f(qg))),gk,qg)

saida=list (X_Otimo=g,F_otimo=W[]j-1],Iteracoes=j-1)

return (saida)

}

### Procedimentos intermedidrios a serem usados
### na funcdo que gera Misturas
gera_vet_aleatorio=function(a,b,n) {

x1l=(b—-a) *runif (n) +a

#x2=(b—a)+runif (n)+a
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matrix(c(x1l),n,1)

}

gera_vet_aleatoriol=function (a,b,n) {

x1l=(b—-a)+runif (n)+a

#x2=(b—a)+runif (n) +a

matrix(c(x1l),n,1)

}

gera_vet_aleatorio2=function(a,b,n) {

x1l=(b—-a)+runif (n)+a

matrix(c(x1l),n,1)

}

c_1l_u = function(u,v,q,theta) {

fv = exp(-((-log(u))“theta+(-log(v))“theta)” (1/theta)
)* (((-log(u))“theta+ (-log(v))"theta)” (1/theta-1)

) * ((-log(u))~ (theta-1))*(1/u)-g

fv

}

c_2_u = function(u, g, theta) {

fv = (1-u” (-theta)+ (g+u” (theta+l)) " (-theta/ (theta
+1))) "~ (-1/theta)

fv

}

c_3_u = function (u,q,theta) {

fv = —(1/theta)+log((exp(-thetax*u)+g* (exp (—theta)-exp (—thetax*u))

)/ (exp (-thetaxu) —g* (exp (-thetaxu)-1)))
fv
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c_4_u = function(u,v,q,theta) {

fv = (((1l-u)~theta + (1-v)"“theta - ((1-u)"“theta)*((1l-v)~theta))”(1l/thet
)*x (1-(1-v) *theta)-g
fv

}

## Funcdo gerado das misturas para as cédpulas Clayton, Gumbel,
##Joe e Frank.

Gera_Mistura = function(n,copulal, copulaz,p,thetal, theta2) {
if ((copulal=="Clayton" | copulal=="Gumbel"
| copulal=="Frank" | copulal=="Joe" ) &
(copula2=="Clayton" | copulaZ2=="Gumbel" |
copula2=="Frank" | copula2=="Joe" )) {
copulal = copulal

copula2 = copulaZ?

p =P

thetal = thetal

theta2 = theta?2

n=n

Ul=c ()

Vl=c ()

U2=c ()

V2=c ()

for( i in 1:n){

pO=runif (1)

if (p0 <= p){

u=runif (1)

59



g=runif (1)
theta=thetal

Ul[i]=u
if (copulal == "Gumbel") {

V1[i]=pso_0 (gera_vet_aleatorio(0,1,40), function(v)c_1_u(u,v,q,
theta), 19,107 (-6),40) $SX_0Otimo

}else{

if (copulal == "Joe") {
V1[i]=pso_0 (gera_vet_aleatorio(0,1,40), function(v)c_4_u(u,
v,q,theta), 19,107 (-6),40) $X_0Otimo

}else{

if (copulal == "Clayton") {
V1[i]=c_2_u(u,qg,theta)
}else{
V1[i]=c_3_u(u,q,theta)

}

}

}

}else{

u=runif (1)
g=runif (1)
theta=theta?2

U2[il=u

if (copulaz == "Gumbel") {

V2 [i]=pso_0 (gera_vet_aleatorio(0,1,40), function(v)c_1_u(u,v,q,
theta), 19,107 (-6),40) $X_0Otimo

}else(

if (copula2 == "Joe") {

V2 [i]=pso_0 (gera_vet_aleatorio(0,1,40), function(v)c_4_u(u,v,q,

theta), 19,107 (-6),40)$X_0Otimo

}else{
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if (copula2 == "Clayton") {
V2[i]=c_2_u(u, g, theta)
telse{
V2[i]l=c_3_u(u, g, theta)

}

}
( saida=list (ml=cbind(Ul,V1l),m2=cbind(U2,V2)))
}else(
"Erro, nome da cdépula estd errado. Tente nomes
nesta lista : c("Clayton", "Gumbel", "Frank", "Joe")."
}
}

mist = Gera_Mistura (1000, "Frank","Clayton",0.6,-5,5)

ml=mist$ml[-which(is.na(mist$Sml[,1])), ]
m2=mist$m2 [-which(is.na (mistSm2[,1])), ]

m=rbind (ml,m2)

length(ml[,1])
length (m2[,2])

library (extRemes)
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x1l=gevd(ml[,1],1l0oc=336.53,scale=67.81, shape=0.0,
type = "Gumbel")

yl=gevd(ml[,2],10c=89.78,scale=43.21,shape=0.00,
type = "Gumbel")

x2=gevd (m2[,1],10oc=336.53,scale=67.81, shape=0.0,
type = "Gumbel")

y2=gevd (m2[,2],10c=89.78,scale=43.21,shape=0.00,
type = "Gumbel")
x=gevd(m[,1],loc=1.5,scale=2, shape=0.0,

type = "Gumbel")

y=gevd(m[, 2], loc=-1,scale=1, shape=0.00,
type = "Gumbel")

plot (x,vy)

G o
### Estima mistura de cépulas

FHH A A A A R A
## Supondo marginais GEV

modx = fevd(x,type = "GEV",method = "MLE",period.basis = "year")

round (modx$resultsSpar, 2)

plot (modx, "gg", main="")

#Acumudala
FModEstx=function (t) {
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a=as.numeric (modxSresultsSpar[3])
s=as.numeric (modxSresults$par(2])

u=as.numeric (modxSresultsSpar[l])

exp (- (1+(a/s)* (t-u)) " (-1/a))

densfx=function (t) {
a=as.numeric (modx$resultsSpar[3])
s=as.numeric (modxSresults$par([2])

u=as.numeric (modxSresultsSpar[l])

devd(t, loc = u, scale = s, shape = a,

type = "GEV")

}

mody = fevd(y,type = "GEV",method = "MLE",period.basis = "year")

round (modyS$resultsSpar, 2)
plOt (mody, "qq",main:" ")

#Acumudala

FModEsty=function (t) {
a=as.numeric (modySresultsSpar[3])
s=as.numeric (modySresults$Spar[2])

u=as.numeric (modySresults$par[l])

exp (- (1+(a/s)x(t-u)) "~ (-1/a))

densfy=function (t) {

a=as.numeric (modySresultsSpar[3])
s=as.numeric (modySresults$par[2])
u=as.numeric (modySresultsSpar([1l])
devd(t, loc = u, scale = s, shape = a,
type = "GEV")
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dgumbel=function (x,y,theta, Fx, Gy, £x,gy) {

u=Fx(x)

v=Gy (y)

fx(x)*gy (y) * (1/ (uxv) )+ (log(u) *1log(v)) " (theta-1) xexp (- (
(-log(u)) “theta+(-log(v))“theta)”~(1/theta)) * ((theta-
1)*((-log(u)) “theta+(-log(v))“theta) " (1/theta-2) +(
(-log(u)) “theta+(-log(v))~theta) " (2/theta-2))

}

dclayton=function(x,y,theta, Fx, Gy, £x,9y) {

U=Fx (x)

v=Gy (y)

fx(x)*gy (y)*u” (- (theta+tl))»v”" (- (theta+l)) * (theta+1

) *ifelse ((u” (-theta)+v” (-theta)-1)<=0.0,0.00, (u” (-theta)
+v” (-theta)-1)" (- (1/theta+2)))

}

dFrank=function (x,vy,theta, Fx, Gy, £x,gy) {

uU=Fx (x)

v=Gy (y)

fx(x)*gy (y) » (—theta) rexp (—thetaxu) xexp (-thetaxv) * (
(exp (-theta)-1)/ (exp (-theta) -1+

(exp (—thetaxu)-1) x (exp (-thetaxv)-1))"2)

}

dJoe=function (x,y,theta, Fx, Gy, £fx,gy) {
uU=Fx (x)

v=Gy (y)

H=((1l-u)“theta + (1-v)“theta - ((1l-u)"~theta) *(
(1-v) “theta) )~ (1/theta-1)
Hl=(theta-1)*((l-u)“theta + (1-v

) “theta - ((l-u)“theta)*((1l-v)"theta)

)~ (1l/theta-2)*((1-u)~(theta-1)-(1-u

) N (theta—-1) * (1-v) “theta)

G=(1-v) " (theta-1)-(1-v) " (theta-1)*(1-u)"theta
Gl=thetax (1-v) " (theta-1) * (1l-u) "~ (theta-1)
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fx(x)*gy (y)* (H1+xG+H*xG1)
}

dJoe (x[911],vy[911]1, 3,Fx,Gy, £fx,qy)
X=X

Y=Y

fx=densfx

gy=densfy

Fx=FModEstx

Gy=FModEsty

Ddclayton=function (theta) {

u=Fx (x)

v=Gy (y)

hl=(uxv)” (- (theta+l)) * (theta+1)

hll=(uxv) " (- (theta+l))* (1-(theta+l)*log(uxv))
h2=ifelse((u” (-theta)+v”* (-theta)-1)<=0.0,0.00,
(u” (~theta) +v” (-theta)-1) " (- (1/theta+2)))
h2l=ifelse((u” (-theta)+v” (-theta)-1)<0.0,0.00,
h2x ((1/theta”2) «log(u” (-theta) +v” (-theta)-1)+
(1/theta+2) *x(1/ (u” (-theta)+v” (-theta)-1)) * (u” (-theta
) *x1log (u)+v” (—theta) xlog(v))))

fx(x)*gy(y)*(hllxh2+hlxh21)
}

Ddgumbel=function (theta) {
u=Fx(x)

v=Gy (y)

B_0=(-log(u))“theta+(-log(v))"theta
B_0L=log((-log(u)))=*(-log(u)) *thetat+log((—-log(v))

) x (~log(v)) “theta

J_0=B_0"(1/theta)
J_0L=-(1/theta)*J_0x((1/theta)+log(B_0)-(B_0L/B_0))
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H1_0=B_0"(2/theta-2)

H1_OL=H1_0x (-2 (1/theta”2)*log(B_0)+(2/theta-2)* (B_0L/B_0))
H2 0= (theta-1)x*B_0"(l/theta-2)

H2_0L=B_0" (1/theta-2)+(theta-1)*B_0"(1/theta-2

)* (= (1/theta”2)*log(B_0)+(1/theta-2)* (B_0L/B_0))

F_0O=(log(u)*log(v)) " (theta-1)
F_O0L=F_0Oxlog(log(u)*xlog(v))
G_0O=exp (-J_0)

G_0L=G_0= (-J_0L)
H_0=H1_0+H2_O0
H_OL=H1_OL+H2_O0OL

fx(x)*xgy (y) = (1/ (uxv) )+ ((F_OL*G_O0+F_0*G_O0OL) *H_O0+ (F_0xG_0) «H_O0L)
}

DdFrank=function (theta) {
uU=Fx (x)

v=Gy (y)

f=-thetaxexp (-thetaxu)
f2=exp (-thetaxv)

fl=exp (—-thetax*u) » (thetaxu-1)
f21=-vxexp (-thetaxv)
gl=£fx£f2

gll=flxf2+f*x£f21

g2=exp (—-theta) -1

g2l=-exp (-theta)

hl=glxg2

hll=gll*g2+gl*g21l

gxl=exp (-theta) -1
gxll=—exp (—-theta)

gx2=exp (~thetaxu) -1
gx2l=—uxexp (-thetaxu)
gx3=exp (-thetaxv) -1
gx31l=—vx*xexp (-thetax*v)
gx=gx1+gx2+gx3
gxl=gx1ll+gx21+gx3+gx2+gx31
h2=gx"2

h21=2xgx*gxl

fx(x)*xgy (y) » (hll+h2-hl1+h21) /h2"2
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DdJoe=function (theta) {
u=Fx (x)

v=Gy (y)

Jjx=1-u

Jy=1-v

jl=9x"theta
Jjll1=31xlog(Jx)

Jj2=jy”~theta
j21=32*x1og (Jy)

Jlx=Jx" (theta-1)
Jlx1l=jlx*x1log (jx)

J2y=Jy” (theta-1)

Jj2yl=j2yxlog (Jy)

g=J1+j2-3J1%3j2

gl=J11+321-(J11*xjJ2+31%j21)

hl=(theta-1)+g” (1/theta-2)

hll=g” (1/theta-2)+ (theta-1)* (g”(1/theta-2)

) * (- (1/theta”2) xlog (g) + (1/theta-2) * (g1/g))

h2=92y-j2y*3jl
h21=32y1-(j2yl+«jl+j2y*j1l)

Hl=hlxh2
H1L=hll*h2+hlxh21

H2=91x-jlx*xj2
H2L=731x1- (Jlx1%xj2+jlx*j21)

H3=g” (1/theta-1)
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H3L=(g” (1/theta-1))* (- (1/theta”2)*log(g)+(1l/theta-1)*(gl/qg))

H4=thetax*Jjlx*xj2y
H4l=jlxxj2y+thetaxjlxlxj2y+tthetaxjlx*j2yl

fx(x)*gy (y)* (HIL*H2+H1+H2L+H3L+H4+H3+H4L)
}

pso_min=function (AX, funt, ITER, erro, NPART, copulal, copulaZ?) {
options(digits = 22)

f=funt

X=AX

Z=1list (rep (0, NPART))

Y=rep (Z,10000)

j=1

W=c ()

#g=X[which.min(Y[[J]]),]

criterio.Parada=ifelse (pi<0,T,F)

while (sum(criterio.Parada) !=1 ) {

for (i in 1:NPART) {

if (copulal=="Frank") {
Par_Rest_1=X[1,1]==0.0
Jelse(

if (copulal=="Clayton") {
Par Rest_1=X[1i,1]1<=0.0
lelse{
Par_Rest_1=X[i,11<1.0

}

}

igddssadsas st saaaadtadidc

if (copulaz2=="Frank") {
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Par Rest_2=X[1,1]1==0.0
lelsef

if (copula2=="Clayton") {
Par Rest_2=X[1,1]1<=0.0
}else(

Par Rest_2=X[1,11<1.0

}

}

Y[[Jjl][i]=ifelse((Par_Rest_1l+Par_Rest_2)>0, Inf
,f(as.vector (X[i,1:21)))

if(3==1) {

p=X

g=X[which.min (abs(Y[[J]11)),]
V=matrix (0, NPART, 2)

Vi=V

gb=matrix (g, NPART, 2)

for(k in 1:NPART) {
gblk,1:2]1=g

}
V=0.73%(0.3xVi+trunif (1) *2.05% (p—X)+runif (1) *2.05% (gb—-X))
Xi=X

X=Xi+V

# WlJl=£ (9)

telse(

px=matrix (0, NPART, 2)

FHEHHHHEHH

if (copulal=="Frank") {
Par Rest_1=X[,1]1==0.0
}else(

if (copulal=="Clayton") {
Par_Rest_1=X[,1]1<0.0
telse(

Par Rest_1=X[,1]1<1.0

69



FHHEFHHHHHAHA

if (copulaz2=="Frank") {
Par Rest_ 2=X[,1]1==0.0
lelse{

if (copulaz=="Clayton") {
Par_Rest_2=X[,1]1<0.0
}else(
Par_Rest_2=X[,1]1<1.0

}

}

HHHH S A AR EHASAH
FHEFHFSH SRR H

if (copulal=="Frank") {
Par_Rest_1lx=p[,1]==0.0
telse(

if (copulal=="Clayton") {
Par_Rest_1x=p[,1]<0.0
}else(
Par_Rest_1x=p[,1]<1.0
}

}

FHEHH AR AR AR AR AAAAS

if (copula2=="Frank") {
Par_Rest_2x=p[,1]1==0.0
}else(

if (copula2=="Clayton") {
Par_Rest_2x=p[,1]<0.0
Jelse{
Par_Rest_2x=p[,1]<1.0

}

}

FHAEFHFEH A SRS

AAl=Par Rest_ 1+Par Rest_ 2
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AA2=Par_ Rest_ 1x+Par_ Rest_ 2x
AA=AAT1+AA2

for(i in 1:NPART) {
if(ifelse(AA[1]<1,abs(f(pl[i,]))—abs(f(X[i,]1)),1)<0){
px[i,]=pl[i,]

lelse(

px[1,]=X[1,]

}

}

p=px

gk=g

gx=X[which.min(abs(Y[[J1]1)),]

if (abs (£ (gx))-abs (£ (g))<0) {g=gx}telse{g=g}

gb=matrix (g, NPART, 2)

for(k in 1:NPART) {

gblk,1:2]=g

}

Vi=v
V=0.73%(0.3xVit+trunif (1) x2.05% (p—X)+runif (1) *2.05x (gb-X))
Xi=X

X=Xi+V

maxj=max (W)

minj=min (W)
var.global=ifelse((maxj-minj)==0,1,maxj-minj)
if (J>ITER) {

maxjS5=max (W[ (7-5) :j])

minj5=min (W[ (J-5):3])

varjb=maxjb-minjb5
lelse(
varj5=var.global

}
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vard=varj5/var.global

#print (1list (X_Otimo=g,F_otimo=W[]j], Iteracoes=7j))
criterio.Parada=ifelse (j>ITER,ifelse((1/erro)*xvard<l,T,F),F)
j=3+1

}

saida=list (X_Otimo=g,F_otimo=W[j-1], Iteracoes=7j-1)
return (saida)

}
psol_min=function (AX1, fun, ITER,erro, NPART, copula) {
options (digits = 22)

f=fun

X=AX1

Z=1list (rep (0, NPART))

Y=rep (Z,10000)

j=1

W=c ()

#g=X[which.max (X[[J]]),]

criterio.Parada=ifelse (pi<0,T,F)

while (sum(criterio.Parada) !=1 ) {

ftratar restrigdoo de espagoo paramétrico especifico

for(i in 1:NPART) {

if (copula=="Frank") {
Par_ Rest=X[i,1]==0.0
lelse(

if (copula=="Clayton") {
Par_Rest=X[i,1]<=0.0
}else(
Par_Rest=X[i,1]<1.0

}

}

Y[[Jj]l]l[i]=ifelse (Par_Rest,-Inf,f(as.vector(X[i,1:1])))
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if(3==1) {

p=X

g=X[which.min (abs(Y[[J]11)),]
V=matrix (0, NPART, 1)

Vi=V

gb=matrix (g, NPART, 1)

for(k in 1:NPART) {
gblk,1:1]=g

}
V=0.73%(0.3xVi+trunif (1) *2.05% (p—X)+runif (1) *2.05% (gb—-X))
Xi=X

X=Xi+V

# WlJl=£ (9)

telse(

px=matrix (0, NPART, 1)

FHEHH AR AR

if (copula=="Frank") {
Par Rest=X[,1]==0.0
}elsef

if (copula=="Clayton") {
Par_Rest=X[,1]1<0.0
}else(
Par_Rest=X[,1]<1.0

}

}

HHeHHHHH RS
FHAFHFH A EHHH

if (copula=="Frank") {
Par_Restx=p[,1]==0.0
telse(

if (copula=="Clayton") {
Par_Restx=p[,1]1<0.0
telse(
Par_Restx=p[,1]<1.0
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AA=Par_Rest+Par_Restx

for(i in 1:NPART) {

if(ifelse(AA[i]<l,abs(f(p[1,]))-abs(£(X[1i,]1)),0)<0){
px[i,]=p[1,]

lelse{

px[i,]=X[1i,]

}

}

p=px

gk=g

gx=X[which.min (abs(Y[[3]11)),]

if (abs (f (gx)) -abs (£ (g)) <0) {g=gx}else{g=g}

gb=matrix (g, NPART, 1)

for(k in 1:NPART) {

gblk,1:1]=g

}

Vi=Vv
V=0.73%(0.3xVit+trunif (1) x2.05% (p—X)+runif (1) *2.05*x (gb—-X))
Xi=X

X=Xi+V

maxj=max (W)

minj=min (W)
var.global=ifelse((maxj-minj)==0,1,maxj-minj)
if (J>ITER) {

maxjS=max (W[ (7-5) :3])

minj5=min (W[ (3-5) :3])

varjb=maxjb5-minjb5

}else{
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varjb=var.global

}

vard=varj5/var.global

print (list (X_Otimo=g,F_otimo=W[]j], Iteracoes=7))
criterio.Parada=ifelse (j>ITER,ifelse((1/erro) *xvard<l,T,F),F)
J=J+1

}
saida=list (X_Otimo=g,F_otimo=W[j-1], Iteracoes=7j-1)
return (saida)

}

pso_max=function (AX, funt, ITER, erro, NPART, copulal, copula?) {
options (digits = 22)

f=funt

X=AX

Z=1ist (rep (0, NPART))

Y=rep (Z,10000)

=1

W=c ()

#g=X[which.min(Y[[J]]),]

criterio.Parada=ifelse (pi<0,T,F)

while (sum(criterio.Parada) !=1 ) {

for(i in 1:NPART) {

if (copulal=="Frank") {
Par Rest_1=X[i,1]==0.0
telse(

if (copulal=="Clayton") {
Par _Rest_1=X[1,1]1<=0.0
telse(

Par Rest_1=X[1,11<1.0
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if (copulaz2=="Frank") {
Par_ Rest_2=X[1i,1]1==0.0
lelse{

if (copulaz=="Clayton") {
Par_Rest_2=X[1,1]1<=0.0
}else(
Par_Rest_2=X[1,1]1<1.0

}

}

Y[[Jl]l[i]l=ifelse((Par_Rest_l+Par_Rest_2)>0,-Inf,
f(as.vector (X[i,1:21)))

1f(J==1){

p=X

g=X[which.max (Y[[J]]),]
V=matrix (0, NPART, 2)
Vi=Vv
gb=matrix (g, NPART, 2)
for(k in 1:NPART) {
gblk,1:2]1=g

}
V=0.73%(0.3*Vi+trunif (1) *2.05% (p—X)+runif (1) *2.05% (gb—-X))
Xi=X

X=Xi+V

# W[Jl=£(9)

}else(
px=matrix (0, NPART, 2)

FHAFH AR AS AR ARAAASA

if (copulal=="Frank") {
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Par Rest_1=X[,1]1==0.0
lelsef

if (copulal=="Clayton") {
Par Rest_1=X[,1]1< -1.0
}else(

Par Rest_ 1=X[,1]1<1.0

}

}

FHEH AR A A A A SIS

if (copulaz2=="Frank") {
Par Rest_2=X[,1]1==0.0
telse(

if (copula2=="Clayton") {
Par_Rest_2=X[,1]< -1.0
telse(

Par Rest_2=X[,11<1.0

}

}

FHEFHHHHFE AR A
FHEFAR AR A SRS ARAS

if (copulal=="Frank") {
Par_Rest_1lx=p[,1]==0.0
}else{

if (copulal=="Clayton") {
Par_Rest_1x=pl[,1]< -1.0
}else(
Par_Rest_1x=p[,1]<1.0

}

}

FHEHHAHH A A AR RS

if (copulaz2=="Frank") {
Par_Rest_2x=p[,1]==0.0
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}else(

if (copula2=="Clayton") {
Par_Rest_2x=p[,1]1<=0.0
Jelse(
Par_Rest_2x=p[,1]<1.0

}

}

AAl=Par_Rest_1+Par_Rest_2
AA2=Par_Rest_ 1x+Par_ Rest_2x
AA=AA1+AA2

for(i in 1:NPART) {
if(ifelse(AA[1]1<1,f(p[i,])-£(X[1,1),1)>0){
px[i,]=p[1,]

lelse(

px[i, ]=X[1,]

}

}

p=px

gk=g

gx=X[which.max (Y[[J11),]

if (£ (gx)—-£(g)>0) {g=gx}else{g=g}

gb=matrix (g, NPART, 2)

for(k in 1:NPART) {

gblk,1:2]1=g

}

Vi=Vv
V=0.73%(0.3*Vi+runif (1) *2.05% (p—X)+runif (1) *2.05% (gb-X))
Xi=X

X=Xi+V
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maxj=max (W)

minj=min (W)
var.global=ifelse((maxj-minj)==0,1,maxj-min7j)
if (J>ITER) {

maxjS=max (W[ (7-5) :3])

minjS5=min (W[ (3-5) :3])

varjb=maxjb5-minjb5
telse(
varjb=var.global

}

vard=varj5/var.global

#print (list (X_Otimo=g,F_otimo=W[j], Iteracoes=7))
criterio.Parada=ifelse (j>ITER,ifelse((1/erro)*xvard<l,T,F),F)
j=3+1

}

saida=list (X_Otimo=g,F_otimo=W[j-1], Iteracoes=7j-1)
return (saida)

}
psol_max=function (AX, fun, ITER, erro, NPART, copula) {
options (digits = 22)

f=fun

X=AX

Z=1list (rep (0, NPART))

Y=rep (Z,10000)

j=1

W=c ()

#g=X[which.max (X[ []j]1]),]

criterio.Parada=ifelse (pi<0,T,F)

while (sum(criterio.Parada) !=1 ) {

for(i in 1:NPART) {
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if (copula=="Frank") {
Par_Rest=X[1i,1]1==0.0
Jelse(

if (copula=="Clayton") {
Par Rest=X[i,1]< -1.0
lelse{
Par_Rest=X[i,1]<1.0

}

}

Y[[Jj]l]l[i]l=ifelse(Par_Rest,-Inf,f (as.vector(X[i,1:1])))

1f(J==1){

p=X

g=X[which.max (Y[[]j]]1),]
V=matrix (0, NPART, 1)
Vi=Vv
gb=matrix (g, NPART, 1)
for(k in 1:NPART) {
gblk,1:1]=g

}
V=0.73%(0.3xVitrunif (1) x2.05% (p—X)+runif (1) *2.05* (gb—-X))
Xi=X

X=Xi+V

# W[Jl=£(9)

Jelse(
px=matrix (0, NPART, 1)

FHAEFH S ESS

if (copula=="Frank") {
Par_Rest=X[,1]==0.0
telse{

if (copula=="Clayton") {
Par_Rest=X[,1]< -1.0
telse(
Par_Rest=X[,1]<1.0
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FHEFHARASFAAAASS

HHHHHHHH RS HHHH

if (copula=="Frank") {
Par_Restx=p[,1]==0.0
telse(

if (copula=="Clayton") {
Par Restx=p[,1]< -1.0
lelsef
Par_Restx=p[,1]1<1.0

}

}

AA=Par_ Rest+Par_ Restx

for(i in 1:NPART) {

if (ifelse (AA[11<1,f(p[i,]1)-f(X[i,]),0)>0){
px[i,]=pl[i,]

}elsef

px[i,]=X[1,]

}

}

pP=px

gk=g

gx=X[which.max(Y[[J]1),]

1f(f(gx)-£f(g9)>0) {g=gx}else{g=g}

gb=matrix (g, NPART, 1)

for(k in 1:NPART) {

gblk,1:1]1=g

}

Vi=Vv
V=0.73%(0.3*Vi+runif (1) *2.05% (p—X)+runif (1) *2.05% (gb-X))
Xi=X

X=Xi+V
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maxj=max (W)

minj=min (W)
var.global=ifelse((maxj-minj)==0,1,maxj-minj)
if (J>ITER) {

maxjb5=max (W[ (3-5) :j])

minj5=min (W[ (3-5) :3])

varjb=maxjb5-minjb5
telse{

varjb5=var.global

}

vard=varj5/var.global

#print (1list (X_Otimo=g,F_otimo=W[]j], Iteracoes=7j))
criterio.Parada=ifelse (j>ITER,ifelse((l/erro) *vard<l,T,F),F)
J=J+1

}

saida=list (X_Otimo=g,F_otimo=W[j-1], Iteracoes=7j-1)

return (saida)

}

gera_vet_aleatoriol=function (a,b,n) {

x1l=(b—-a) *runif (n) +a

#x2=(b—a)+runif (n)+a

matrix(c(x1l),n,1)

}

82



EM=function (Erro,Npart, p0, thetal, theta2, copulal, copula?2) {

copulal=copulal
copula2=copulaZz
r0=p0
thetal_0O=thetal
theta2_0=theta?
tol = Erro
NPART = Npart
cond=0

j=1

L=c ()

L[0]=0

pk=c ()
pJ=c()
pj[0]=0

if (1==1){

if (copulal=="Gumbel") {
copl=dgumbel
Dcopl=Ddgumbel

A=1

A2=10

}else{

if (copulal=="Clayton") {
copl=dclayton
Dcopl=Ddclayton

A=0

A2=10

Jelse{

if (copulal=="Frank") {
copl=dFrank
Dcopl=DdFrank

A=-10

A2=10

}else{
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if (copulal=="Joe") {

copl=dJoe

Dcopl=DdJoe

A=1

A2=10

}else{

"Erro, nome da cépula estd errado. Tente nomes

nesta lista : c("Clayton", "Gumbel", "Frank", "Joe")."

}

}
}
}

if (copula2=="Gumbel") {
copZ2=dgumbel
Dcop2=Ddgumbel

B=1

B2=10

Jelse{

if (copulaz=="Clayton") {
cop2=dclayton
Dcop2=Ddclayton

B=0

B2=10

telse{

if (copula2=="Frank") {
copZ2=dFrank
Dcop2=DdFrank

B=-10

B2=10

lelse{

if (copulaz=="Joe") {
cop2=dJoe
Dcop2=DdJoe

B=1

B2=10

Jelse(

"Erro, nome da cépula estd errado. Tente nomes
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nesta lista : c("Clayton", "Gumbel", "Frank", "Joe")."

while (cond < 1) {

# E-STEP

(wl=pOxcopl (x,y,thetal_0,Fx,Gy, fx,qgy)/ (pO*xcopl (x,Vy
,thetal_0,Fx,Gy, fx,9y)+ (1-p0) xcop2 (%X, Vv,
theta2_0,Fx,Gy, fx,9y)))

# M-Estp

fl=function (a) {

fxl=log(copl(x,y,a,Fx,Gy, fx,gy))
Dl=sum(wlxfx1)
D1

}
f2=function (b) {

fx2=log(cop2 (x,v,b,Fx,Gy, £x,9y))
D2=sum( (1-wl) x£fx2)

D2

}

#f=function (vet) {

fa=vet [1]

#tb=vet [2]

# fxl1l=Dcopl (a)/ (pO*copl(x,v,a,Fx,Gy, £fx,gy)

85



+(1-p0) *cop2 (x,vy,b,Fx,Gy, £x,9y))
#fx2=Dcop2 (b) / (pOxcopl (x,vy,a, Fx, Gy, fx,gy)
+(1-p0) xcop2 (x,vy,b,Fx,Gy, £x,9y))
#Dl=sum(wlxfx1)

#D2=sum( (1-wl) xfx2)

#D1+D2

#}

AX1

gera_vet_aleatoriol (A, A2, NPART)

AX2 = gera_vet_aleatoriol (B,B2,NPART)
# (AX = rbind(AX,c(thetal_0,theta2_0)))
(AX1 = rbind(AX1l,thetal_0))
(AX2 = rbind(AX2,thetaz2_0))

NPART=NPART+1

# (psx=pso_min (AX,f,5,10" (-4),NPART, copulal, copula?))

(psxl=psol_max (AX1,f1,9,10"(-4),NPART, copulal))
(psx2=psol_max (AX2,f2,9,10" (-4),NPART, copulaZz))

pk[jl=mean (wl)

p=mean (wl)

thetal = thetal_ 0
theta2 = theta2_0
thetal 0 = psx1$X_Otimo
theta2_0 = psx2$X_0Otimo

Lx=function (vet, px) {

a=vet[1]

b=vet [2]

p=px

sum (pxcopl (x,v,a,Fx,Gy, £fx,gy)+ (1-p) xcop2 (x,vy,b,Fx, Gy, £x,9y))
}
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L[Jjl=Lx(c(thetal_0,theta2_0),p)

cond = ifelse(j>5,ifelse(abs(L[Jj]-L[Jj-1]1) < tol,1,0),0)
pJjljl=mean (pk)

cond2=ifelse((j>10),ifelse(abs(pjl[jl-pJj[j-5]1)<0.0001,1,0),0)
1f (sum(cond2) >0) {
cond=1

}

print (list (theta=c(thetal_ 0,theta2_0),
L_otimo=L[]],p=p, Iteracoes=7j))

J=J+1

pO0=p

}

SAIDA=1list (phi_Otimo=c (p=p, thetal=thetal_Q0,
theta2=theta2_0),L_otimo=L[]j-1],Iteracoes=]j-1,
pk=pk,mediap=mean (pk) , varp=var (pk))

SAIDA

}

cor (x,y, method = "kendall")

hist (x,col=2)

hist (y,col=4)

(xamostra=EM (10" (-4),40,0.6,-4,1.5,"Frank", "Gumbel"))

phi=c (phil=round (modx), phi2=round (mody) )

parametros_amostra=

mx=data.frame (x,Vy)

row.names (mx) =NULL
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FINAL=1ist ()

## Bootstrap

for (k in 1:100) {

mb=mnx [sample (1:1000,1000, replace = T), ]
x=mb $x

y=mbSy

modx = fevd(x,type = "GEV",method = "MLE",period.basis = "year")

round (modxSresultsS$par, 2)

plot (modx, "qq",main:n u)

#Acumudala

FModEstx=function (t) {
a=as.numeric (modxSresultsSpar[3])
s=as.numeric (modxSresults$par[2])

u=as.numeric (modxSresultsSpar([1l])

exp (- (1+(a/s)*x(t-u)) "~ (-1/a))

densfx=function (t) {
a=as.numeric (modxSresultsSpar[3])
s=as.numeric (modxSresults$par[2])

u=as.numeric (modxSresultsSpar([1l])

devd(t, loc = u, scale = s, shape = a,

type = "GEV")

}

mody = fevd(y,type = "GEV",method = "MLE",period.basis = "year")

round (modyS$resultsS$Spar, 2)
plot (mody, "qgg", main="")

#Acumudala
FModEsty=function (t) {
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a=as.numeric (modySresultsSpar[3])
s=as.numeric (modySresults$par([2])

u=as.numeric (modySresultsSpar[1l])

exp (- (1+(a/s)* (t-u)) " (-1/a))

densfy=function (t) {

a=as.numeric (modySresultsSpar[3])
s=as.numeric (modySresults$Spar[2])
u=as.numeric (modySresultsSpar[1l])
devd(t, loc = u, scale = s, shape = a,
type = "GEV")

dgumbel=function (x,y,theta, Fx, Gy, £x,gy) {

u=Fx (x)

v=Gy (y)

fx(x)*xgy (y)*(1/ (uxv))* (log(u)*log(v)) " (theta-1

) xexp (- ((-log(u)) “theta+(-log(v))“theta)”(1/theta)

) * ((theta-1)*((-log(u))“"theta+(—-log(v)) “theta
)" (1/theta-2)+ ((-log(u)) “theta+ (-log(v))“theta) " (2/theta-2))
}

dclayton=function (x,y, theta, Fx, Gy, £x,gy) {

u=Fx (xX)

v=Gy (y)

fx(x)*gy(y)*u” (- (thetat+tl))v”" (—(theta+l)) = (theta+
1)xifelse((u” (-theta)+v” (-theta)-1)<=0.0,0.00, (u” (-theta)
+v” (-theta)-1)"(-(1/theta+2)))

}

dFrank=function (x,vy,theta,Fx, Gy, £x,9y) {

u=Fx (x)

v=Gy (y)

fx(x)*gy(y) * (—theta) rexp (-thetaxu) rexp (-thetaxv
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) ( (exp (—theta)-1)/ (exp (-theta) -1+
(exp (—thetaxu)-1) x (exp (-thetaxv)-1))"2)
}

dJoe=function (x,vy, theta, Fx, Gy, fx,gy) {
u=Fx (x)

v=Gy (y)

H=((1l-u) “"theta + (1-v)“theta - ((l1-u)“theta

) * ((1-v)~theta))”(1/theta-1)
Hl=(theta-1)*((l-u)“theta + (1-v

) “theta — ((l1-u)“theta)* ((1-v

) “theta) )~ (1/theta-2)« ((1-u) " (theta-

1)-(1-u) * (theta-1)* (1-v) "theta)

G=(1-v)”" (theta-1)-(1-v) " (theta-1)* (1-u) “theta
Gl=thetax (1-v) * (theta-1) * (1-u) "~ (theta-1)
fx(x)*gy (y) * (HLxG+H*G1)

}

X=X
Y=Y
fx=densfx
gy=densfy
Fx=FModEstx
Gy=FModEsty

Ddclayton=function (theta) {

u=Fx (x)

v=Gy (y)

hl=(uxv)” (- (theta+l)) *x (theta+l)

hll=(uxv)”* (- (theta+l))*(1-(theta+l)=*log(uxv))
h2=ifelse((u” (-theta)+v”* (-theta)-1)<=0.0,0.00,
(u” (~theta) +v” (-theta)-1) " (- (1/theta+2)))
h2l=ifelse((u” (-theta)+v” (-theta)-1)<0.0,0.00,
h2* ((1/theta”2)+log(u” (-theta)+v” (-theta)-1)
+(1/theta+2) + (1/ (u” (-theta)+v” (-theta) -1) ) * (
u” (—theta)xlog(u)+v” (-theta) xlog(v))))

fx(x)*gy(y)*(hllxh2+hlxh21)
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Ddgumbel=function (theta) {
u=Fx(x)

v=Gy (y)

B_0=(-log(u))“theta+ (-log(v))“theta
B_0L=log((-log(u)))*(-log(u))“thetat+tlog(
(=log(v)))x(=log(v)) "theta

J_0=B_0"(1/theta)
J_0L=-(1/theta)*J_0x((1/theta)*log(B_0)—-(B_0L/B_0))
H1_0=B_0"(2/theta-2)

H1_OL=H1_0x (-2 (1/theta”2)*log(B_0)+(2/theta-2)* (B_0L/B_0))
H2 0= (theta-1)*B_0"(l/theta-2)
H2_0L=B_0"(1/theta-2)+(theta-1)*B_0"(1/theta-2) * (
-(1/theta”2)*log(B_0)+ (1/theta-2)* (B_0L/B_0))

F_0O=(log(u)*log(v)) " (theta-1)
F_OL=F_0Oxlog(log(u)*xlog(v))
G_0O=exp (-J_0)

G_0L=G_0« (-J_0L)
H_O0=H1_0+H2_0
H_OL=H1_OL+H2_O0OL

fx(x)*xgy (y)* (1/ (uxv) ) ((F_OL*G_O0+F_0*G_O0OL) *H_O0+ (F_0xG_0) xH_OL)
}

DdFrank=function (theta) {
u=Fx (x)

v=Gy (y)

f=-thetaxexp (—-thetaxu)
f2=exp (-thetax*v)

fl=exp (-thetax*u) » (thetaxu—-1)
f2l=-vxexp (—-thetax*v)
gl=fxf2

gll=flxf2+f*x£f21

g2=exp (—-theta) -1
g2l=-exp (-theta)
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hl=gl*g?2

hll=gllxg2+gl*g2l

gxl=exp (-theta)-1
gxll=-exp (-theta)

gx2=exp (-thetaxu) -1
gx2l=-uxexp (-thetaxu)
gx3=exp (-thetaxv) -1
gx31l=—vxexp (-thetax*v)
gx=gx1+gx2+gx3
gxl=gx1l+gx21*xgx3+gx2+xgx31
h2=gx"2

h21=2xgx*gxl

fx(x)*xgy (y) » (hll+h2-hl1+h21) /h2"2
}

DdJoe=function (theta) {
u=Fx (x)

v=Gy (y)

Jjx=1-u

Jy=1-v

jl=Jx"theta
jll=31+log (Jx)

Jj2=jy”~theta
j21=32*1log (Jy)

Jlx=Jx" (theta-1)
Jlx1l=jlx*xlog (jx)

J2y=Jy” (theta-1)

j2yl=j2y*log(jy)

g=jl+3j2-31%x3j2

gl=7311+321-(jll%xj2+j1l%j21)

hl=(theta-1)+g” (1/theta-2)
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hll=g” (1/theta-2)+ (theta-1)* (g” (1/theta-2)) *(
-(1/theta”2)*log(g)+(1/theta-2)*(gl/qg))

h2=72y-j2y*jl
h21=32y1-(3j2y1l*«jl+j2y*3j1l)

Hl=hlxh2
H1L=hll*h2+hlxh21

H2=91x-jlx*xj2
H2L=91x1-(j1lx1%xj2+jlx*j21)

H3=g” (1/theta-1)
H3L=(g” (1/theta-1))* (- (1/theta”2)*log(g)+(1l/theta-1)*(gl/qg))

H4=thetax*jlx*xj2y
H4lL=jlxxj2y+thetaxjlxlxj2y+thetaxjlx*j2yl

fx(x)*gy(y) » (HILxH2+H1«H2L+H3L+H4+H3+«H4L)
}

EM=function (Erro,Npart,p0,thetal,theta2, copulal, copula?2) {

copulal=copulal
copula2=copulaZz
p0=p0

thetal O=thetal
theta2_0=theta?2
tol = Erro
NPART = Npart
cond=0

j=1

L=c()

L[0]=0

pk=c ()

pJi=c()
pj[0]1=0
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if(1==1){

if (copulal=="Gumbel") {
copl=dgumbel
Dcopl=Ddgumbel

A=1

A2=10

Jelse(

if (copulal=="Clayton") {
copl=dclayton
Dcopl=Ddclayton

A=0

A2=10

telse(

if (copulal=="Frank") {
copl=dFrank
Dcopl=DdFrank

A=-10

A2=10

lelse{

if (copulal=="Joe") {
copl=ddJoe

Dcopl=DdJoe

A=1

A2=10

Jelse(

"Erro, nome da cdépula estd errado. Tente nomes

nesta lista : c("Clayton", "Gumbel", "Frank", "Joe")."

if (copulaz=="Gumbel") {
copZ2=dgumbel
DcopZ2=Ddgumbel

B=1

B2=10
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telse(

if (copula2=="Clayton") {
copZ2=dclayton
DcopZ2=Ddclayton

B=0

B2=10

lelsef

if (copulaz=="Frank") {
cop2=dFrank
Dcop2=DdFrank

B=-10

B2=10

}else(

if (copulaz=="Joe") {
copZ2=dJoe

DcopZ2=DdJoe

B=1

B2=10

telse{

"Erro, nome da cdédpula estd errado.

Tente nomes nesta lista : c("Clayton"

}

}
}
}

while (cond < 1) {

# E-STEP

14

"Gumbel™",

"Frank",

(wl=pOxcopl (x,y,thetal_0,Fx,Gy, £fx,g9y)/ (pOxcopl (X, vy,
thetal 0,Fx,Gy, fx,gy) + (1-p0) *cop2 (x,y,theta2_0,Fx,Gy, fx,gy)))
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# M-Estp

fl=function (a) {

fxl=log(copl(x,v,a,Fx,Gy, £x,qgy))
Dl=sum(wl*xfx1)
D1

}
f2=function (b) {

fx2=log(cop2(x,vy,b,Fx,Gy, fx,9y))
D2=sum( (1-wl)*x£fx2)

D2

}

AX1 = gera_vet_aleatoriol (A,A2,NPART)

AX2 = gera_vet_aleatoriol (B,B2,NPART)
#(AX = rbind(AX,c(thetal_0,theta2_0)))
(AX1 = rbind(AX1l,thetal_0))
(AX2 = rbind (AX2,theta2_0))

NPART=NPART+1

# (psx=pso_min (AX, f,5,10" (-4),NPART, copulal, copula2))

(psxl=psol_max (AX1,f1,9,10"(-4),NPART, copulal))
(psx2=psol_max (AX2,£2,9,10" (-4),NPART, copulaZ2))

pk[j]l=mean (wl)

p=mean (wl)

thetal = thetal_O0
theta2 theta2_0
thetal 0 = psx1$X_Otimo
theta2_0 = psx2$X_0Otimo

Lx=function (vet, px) {
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a=vet[1]

b=vet [2]

P=px

sum (p*copl (x,v,a,Fx,Gy, fx,gy) + (1-p) xcop2 (x,vy, b, Fx, Gy, £x,9y))
}

L[jl=Lx(c(thetal_0,theta2_0),p)

cond = ifelse(j>5,ifelse(abs(L[j]-L[j-1]) < tol,1,0),0)
piljl=mean (pk)

cond2=ifelse((j>10),ifelse(abs(pj[Jjl-pJ[3-51)<0.0001,1,0),0)
if (sum(cond2)>0) {
cond=1

}

# print (list (theta=c(thetal_0,theta2_0),L_otimo=L[]],p=p, Iteracoes=7))
J=J+1

pO0=p

}

SAIDA=1list (phi_Otimo=c (p=p, thetal=thetal_Q0,
theta2=theta2_0),L_otimo=L[]j-1],Iteracoes=j-1,
pk=pk,mediap=mean (pk) , varp=var (pk))

SAIDA

}

emap=EM (10" (-4),40,0.5,-4.0,0.5, "Frank", "Gumbel")
(phil=as.numeric (round (modx$SresultsSpar,2)))
(phi2=as.numeric (round (modySresultsSpar,2)))

(thetacop_p=as.numeric (round (emap$phi_Otimo, 2)))

vet_fim=c(phil,phi2, thetacop_p)
FINAL[ [k]]=vet_fim

print (k)

print (FINAL[k])

}

#save.image (file = "mistura.RData")
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FINAL[1]

PHI=matrix (FINAL[[1]],1,9)
for( 3 in 2:100) {
PHI=rbind(PHI,FINAL[[j]])
}

colMeans (PHI)

varPHI=c ()

for( i in 1:9){
varPHI[i]=var (PHI[,1])
}

sqgrt (varPHI)
save.image (file = "Simulacaoclayton.RData")

FH At
##### Plota curva de nivel

G R R

library (lattice)

dgumbel=function(x,y,theta,Fx, Gy, £x,gy) {

u=Fx (x)

v=Gy (y)

fx(x)*xgy (y) = (1/ (uxv))* (log(u)*log(v)) " (theta-1

) xexp (= ((-log(u)) “theta+ (-log(v))“theta)”(1/theta)

) * ((theta-1)*((-log(u))"theta+(-log(v)) “theta

)~ (1l/theta-2)+((-log(u))“theta+(-log(v))“theta)” (2/theta-2))
}

dclayton=function (x, vy, theta, Fx, Gy, £x,gy) {

u=Fx (x)

v=Gy (y)
fx(x)*gy(y)*u” (- (thetatl))v”* (- (theta+l)) x (theta+l
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) xifelse ((u” (-theta)+v” (-theta)-1)<=0.0,0.00, (
u” (-theta)+v” (-theta)-1)* (- (1/theta+2)))
}

dFrank=function(x,y,theta, Fx, Gy, £x,gy) {

u=Fx (x)

v=Gy (v)

fx(x)*gy (y) * (—theta) rexp (-thetaxu) rexp (-thetaxv
) * ((exp (-theta)-1)/ (exp (-theta) -1+

(exp (—thetaxu)-1) x (exp (-thetaxv)-1))"2)

}

dJoe=function (x,vy, theta, Fx, Gy, fx,gy) {
u=Fx (x)

v=Gy (y)

H=((1l-u) "theta + (l1-v)“theta - ((l-u)"theta

) * ((1-v)~theta)) " (1/theta-1)
Hl=(theta-1)*((l-u)“theta + (1-v

) “theta - ((1-u)"“theta)*((1-v)“theta)

) " (1/theta-2) % ((1-u) " (theta
-1)—-(1l-u) * (theta-1)* (1-v) "theta)

G=(1-v)”* (theta-1)-(1-v) " (theta-1)* (1-u) “theta
Gl=thetax (1-v) * (theta-1) *(1-u) "~ (theta-1)
fx(x)*xgy (y) » (H1+*G+H*G1)

}

parametros_amostra

vet=as.numeric (parametros_amostra)

p=vet [5]
thetal=vet [6]
thetal=vet [7]
ul=vet[1]
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u2=vet [ 3]

sl=vet [2]
s2=vet [4]

flx
gly

function (x) (1/sl) xexp (- (x-ul) /sl) xexp (—exp (- (x-ul) /sl))
function(y) (1/s2) xexp (- (y—u2) /s2) rexp (—exp (- (y—u2) /s2))

f2x function (x) (1/sl) xexp (- (x-ul)/sl) xexp (—exp (- (x-ul) /sl))
g2y function(y) (1/s2) xexp (- (y—u2) /s2) xexp (—exp (- (y-u2) /s2))
Flx function (x)exp (—exp (- (x-ul) /sl))
Gly function (y)exp (—exp (- (y-u2) /s2))
F2x function (x)exp (—exp (- (x-ul) /sl))
G2y function (y)exp (—exp (- (y—-u2) /s2))

misturax=function (p,gl, g2, copulal,copula2, thetal,theta?)

{

if (copulal=="Gumbel") {
copl=dgumbel

lelse{
if (copulal=="Clayton") {
copl=dclayton

lelsef
if (copulal=="Frank") {
copl=dFrank

lelse{
if (copulal=="Joe") {

copl=dJoe

lelse{

"Erro, nome da cdédpula estd errado.

nesta lista : c("Clayton",

}

"Gumbel",

100
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if (copula2=="Gumbel") {
copZ2=dgumbel

}else(
if (copula2=="Clayton") {
cop2=dclayton

}else(
if (copula2=="Frank") {
copZ2=dFrank

telse(
if (copula2=="Joe") {
copZ2=dJoe

}else(
"Erro, nome da cdépula estd errado. Tente nomes

nesta lista : c("Clayton", "Gumbel", "Frank", "Joe")."

Copulal copl (gl,g2,thetal,Flx,Gly, flx,gly)
Copulaz = cop2(gl,g2,theta2,F2x,G2y, £2x,92y)

Mix=pxCopulal+ (1l-p)*CopulaZ2
return (Mix)

}

x=mxS$x
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y=mxSy

n=100

xMin=min (x) -1
xMax=max (x) +4
yMin=min (y) -1
yMax=max (y) +4
x1=seq(xMin, xMax, length=n)
yl=seq(yMin, yMax, length=n)

z=matrix (nrow=n,ncol=n)

#Numero d fotos

zpx=list ()
for(k in 1: (length(p))) {

for(i in 1:n)

{

for(j in 1l:n)

{
z[i,j]l=misturax(p,x1[i],y1[]],"Frank", "Gumbel",thetal ,theta2)
}

}

#Gerar grafico de contornos
zpx[[k]]=z

# contour (x=x1,y=yl,z,nlevels=10)
# print (k)

}

zpxl=list ()
for(k in 1:(length(p))){

for(i in 1l:n)

{

for(j in 1:n)

{

z[i,j]l=misturax(p,x1[i],y1[]J],"Frank","Gumbel"”,thetal ,theta2)
}

}
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#Gerar grafico de contornos
zpx1[[k]]=2

# contour (x=x1,y=yl, z,nlevels=10)
# print (k)

}

ind=rep(c(1,2),c(301,699))

M=matrix (c(ind, x,y),nrow = 1000, ncol = 3)

contour (x=x1,y=yl,zpx[[1l]],nlevels=272,col=2, lwd=1, axes = TRUE,
xlim = range(x1l, finite = F)

14
ylim = range(yl, finite = F))

par (new=T)

plot (M[ind==1,2],M[ind==1,3], col=1,

xlim = range(xl),ylim = range(yl), pch=1l6,
xlab = "Tempo até prdéxima erupcdo (minutos)",

ylab="Durag¢do da erupc¢do (minutos)")

par (new=T)
plot (M[ind==2,2],M[ind==2,3], col=4,
xlim = range(xl),ylim = range(yl), pch=16,
xlab = "Tempo até prdxima erupgdo (minutos)",
ylab="Duracdao da erupcdo (minutos)")
par (new=T)
plot (x,y, pch=16, col="green", xlim = range(xl),ylim = range(yl))

legend (40,6.0,legend = c("Cluster 1", "Cluster 2"),
col = c(1,4),cex = 0.8,pch = c(16,16))
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