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Resumo

Esta dissertac@o faz uma revisao de modelos de Forca e Tensao baseados em cépulas ao passo
que expdoe uma metodologia para estimacdo intervalar da confiabilidade associada. A literatura
atual concentra-se na estimativa pontual sem referéncia ao erro de amostragem. Com base na
teoria apresentada por Joe (2005), desenvolvemos uma estrutura para estimagao intervalar com
base em uma aproximac¢do normal para a confiabilidade, diretamente e apds a transformacgao
logit, e, também, usando uma ad hoc distribui¢do beta. Uma aplicacdo com dados da Pesquisa
de Orcamentos Familiares (POF / IBGE) € usado para ilustrar a metodologia e se baseia em
um modelo com marginais Dagum com quatro diferentes copulas (Gaussian, Frank, Clayton e
Gumbel). A confiabilidade estimada foi proposta na literatura aplicada como medida de fragi-

lidade financeira.

Palavras chaves: Modelos de Forca e Tensdo, Confiabilidade, Cépulas, Maxima Verossi-

milhanca, Inferéncia para Marginais, Dependéncia, Intervalo de Confianca.
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Abstract

This dissertation reviews copula-based Stress-Strength models while developing a framework
for interval estimation of the associated reliability. Current literature focuses on point estima-
tion without reference to sampling error. Based on the theory developed by Joe (2005), we
developed a framework for interval estimation based on a normal approximation for the relia-
bility, directly and after logit transformation, and also using an ad hoc Beta distribution. An
application with data from the Household Budget Survey (POF/IBGE) is used to illustrate the
methodology based on a model with Dagum margins under four different copulas (Gaussian,
Frank, Clayton and Gumbel). The estimated reliability has been proposed in the applied litera-

ture as a measure of financial fragility.

Keywords: Stress-Strength models, Reliability, Copula, Maximum Likelihood, Inference

Functions for Margins, Dependence, Interval Estimation.
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Introducao

Tradicionalmente em estatistica ao se comparar dois grupos, com mensura¢do continua e apro-
ximadamente normais, utiliza-se a média. Quando a suposi¢ao de normalidade ndo € adequada,
uma alternativa € recorrer a métodos nao paramétricos os quais também fazem uso de medidas
de localizacdo. Apds trabalhos de Wolfe e Hogg (1971), muito se produziu no contexto de
modelos probabilisticos que comparem duas varidveis aleatérias ndo apenas localmente e sem
suposi¢dao de normalidade, com a utilizacdo de modelos de Forca e Tensdo. Os modelos de
Forga e Tensdo sdo baseados no cdlculo da quantidade R = P(X < Y) no qual X e Y sdo
varidveis aleatdrias e R é denominado confiabilidade.

A utilizagdo de modelos de Forca e Tensao flexibiliza problemas que se tem interesse na
comparacao de duas varidveis aleatdrias, pois pode-se utilizar diversas distribuicdes conhecidas
e ndo apenas supor normalidade, além de permitir que se incorpore uma estrutura de dependén-
cia entre as varidveis, seja por distribuicdes bivariadas ou com a utilizagao de copulas.

Este trabalho faz uma revisdao de modelos de Forc¢a e Tensdo e copulas visando aplicacao
que se tem objetivo comparar duas varidveis aleatorias.

Intervalos de confianga para a confiabilidade levando em consideragao um grau de depen-
déncia entre as varidveis € pouco encontrado na literatura, sendo mais visto para modelos nor-
mais. Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é explorar métodos de estimagdo que incorpo-
rem teoria de copulas para R, de tal forma, propor intervalos assintéticos utilizando proprieda-
des do estimadores de maxima verossimilhanca.

O capitulo 1 descreve os principios basicos dos modelos de For¢a e Tensdo, com exemplos



cap. 0. Introducdo §0.0.

e conceitos. O capitulo 2 aborda de maneira mais detalhada a utilizacdo de cépulas em modelos
de Forca e Tensdo. Traz uma breve revisao da teoria de cpulas, aborda alguns modelos de Forca
e Tensdo com diferentes marginais e copulas e apresenta estimadores intervalares assintdticos
para confiabilidade.

O capitulo 3 apresenta resultados de exercicios de simulacdo realizados com base na teoria
apresentada nos capitulos anteriores. O capitulo 4 apresenta um modelo de Forca e Tensdao com
varidveis dependentes como medida de fragilidade financeira, utilizando dados de despesa e

renda de familia residentes nos estados do Sudeste do Brasil.




Capitulo 1

Modelos de Forca e Tensao P(X < Y)

Este capitulo descreve os principios basicos dos modelos de Forca e Tensao, com exemplos e

conceitos.

1.1 Introducao

Os modelos de Forga e Tensdo sdo baseados no cdlculo da quantidade R = P(X < Y') no
qual X e Y sdo varidveis aleatdrias e I? € denominado confiabilidade. Esse tipo de abordagem
flexibiliza o problema de comparar duas varidveis aleatérias. Este trabalho traz alguns tépicos

que expdem os conceitos da medida P(X < Y).

Por defini¢do, o célculo de R, para varidveis absolutamente continuas, é dado por

R©O) = [ [ hol)1te < y)dady, (L.1)

no qual hg(x,y) é a fungio de densidade conjunta de X e Y. Com a hipétese de independéncia

entre as varidveis, a densidade conjunta pode ser fatorada

R(6) = / N / " o (@0 )z < y)drdy, (1.2)
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no qual fy, (z) e g, (y) sdo as fungdes de densidade de X e Y, respectivamente. Como a
expressao possui uma fungdo indicadora dentro da integral, a equagdo (1.2) é simplificada em

termos da func¢do de distribui¢cdo acumulada de X:

ro) - [ " Faon (9)gns )y, (1.3)

R é fun¢do do pardmetro @ = (61, 03), o qual é usualmente estimado por Médxima Verosi-
milhanca (MV).

A propriedade de invariancia' (veja Casella e Berger (2002)) nos permite obter o Estimador
de Maxima Verossimilhanca (EMV) de R a partir de estimativas de 6, R= f (0:, QAQ)

Como exemplo, ao supor que X e Y seguem distribui¢des independentes Exp(6; ) e Exp(62),

respectivamente, a expressao para calculo de R € dada por

91y fHdey

_ / —92ydy /Oo 026—(91+92)ydy

0

91—1—92

Dado X, X5, X3,... uma amostra aleatéria simples (AAS) de tamanho n; de Exp(6;) e

Y1,Ys, Ys, ... uma AAS de tamanho n, de Exp(6) entdo o EMV para R é dado por

) )

+ i
<=

I/iEMV = (

<=

nos quais X e Y sdo as médias amostrais. Ao analisar as expressdes acima verifica-se que,
para este exemplo, o cdlculo de R nao foi complexo e, como resultado, ndo se tem uma esta-

tistica que compare apenas as variaveis localmente. Uma ampla discussido sobre modelos de

ISe 6 ¢ estimador de mdximo verossimilhanca (EMV) de 6, entdo, para qualquer funcéo ¢(6), (;5(5) ¢ EMV de
o(0).

4 4 4



§1.2. Modelos de Forga e Tensdo

Forca e Tensao € encontrada em Kotz e Pensky (2003), a principal referéncia para modelos com
varidveis independentes.
Um resultado conhecido reduz o problema do célculo de confiabilidade para duas varidveis

aleatdrias normais.

Teorema 1.1.1. Seja Z = (Zy, Zs,...Z,) um vetor aleatério multivariado que possui distri-
bui¢do normal p-variada N,(u, ), entdo a combinacdo linear dos elementos

a'Z =aZy+ asZs + ... + a,Z, tem distribui¢do N,(a'p, a'3a).

Para mais detalhes veja Johnson e Wichern (2004). Reduzindo Z a um vetor aleatdrio
bivariado Z = (X,Y) e a ao vetor (—1,1), tem-se o EMV de R para X e Y normais. Se X e

Y sdo independentes temos

P(X<Y):P(Y—X>0):@(M),

Voi+ o3

nos quais 4 , (s € 02 , 02 sdo as médias e varidncias de X e Y, repectivamente, e ® a funcio
1503

de distribui¢do acumulada de uma normal padrao. Pelo principio de invaridanciao FMV de R é

PN Y -X
Ryv = CID( ( ) ), (1.4)

dado por

nos quais X e Y, S?X e s% sdo as médias e varidncias amostrais, respectivamente. Neste
exemplo fica claro que uma possivel relacao de dependéncia entre as varidveis pode ser natural-

mente incorporada no método. Aqui pela matriz de covaridncia ..

1.2 Modelos de Forca e Tensao

Os modelos de For¢a e Tensao recebem essa denominagdo devido as suas aplicacdes de origem
terem sido na engenharia, no qual X representava a tensdo que o componente, material ou

equipamento ird ser submetido e Y a for¢a ou resisténcia do mesmo. Dessa forma, se X > Y

5 5
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o componente ird falhar ou o material ird se quebrar. Ao assumir que X e Y sdo varidveis
aleatodrias, tem-se o emprego de modelos de Forca e Tensao.

Com esse tipo de abordagem € possivel construir modelos nos quais X e Y seguem dis-
tribuicdo normal (Weerahandi e Johnson, 1992), distribuicio Gamma (Krishnamoorthy et al.,
2008), distribuicdo Weibull (Krishnamoorthy e Lin, 2010), distribui¢do de Lévi (Masoom Ali
e Woo, 2005), exponencial com dois parametros (Sengupta, 2011), distribuicao Dagum (AH-
MED, 2015). Otiniano et al. (2013) apresenta a confiabilidade quando X e Y s@o distribui-
¢coes Estdveis Simétricas com diferentes indices de estabilidade, diferentes parametros de es-
cala e parametros de deslocamento nao nulos. Uma recente contribui¢do foi dada por Rathie e
de SM Ozelim (2017) ao obter a expressao exata de R para distribuicao de Lévi.

Nesta secdo serdo apresentados alguns resultados conhecidos na literatura em relacao a con-
ceitos inferenciais para se estimar /2 com algumas distribuicdes conhecidas, além de relatar

alguns tépicos especiais na drea.

1.2.1 Confiabilidade de Exponenciais Independentes

Como j4 apresentado na primeira se¢do, a estimativa de maxima verossimilhanca de R supondo

duas distribui¢cdes exponenciais € dada por

(1.5)

Rpmv = X+v

Em muitas aplicagdes apenas a estimativa pontual ndo € suficiente para fundamentar alguma
tomada de decisdo ou mesmo comprovar a eficicia de um novo tratamento para aplicacdes na
saude, por exemplo. Nesse contexto, estimadores intervalares se fazem altamente apropriados.
Ao supor duas distribui¢des exponenciais independentes para um modelo de Forca e Tensdo,
um intervalo de confianga (IC) exato pode ser construido.

Dados ny e ny os tamanhos amostrais de X e Y, respectivamente, tanto n;.X quanto noY

possui distribui¢do gamma, com pardmetros (ny, 6;) e (ng, 02) , respectivamente. Ao definir a

6 6 6
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varidvel T tal que

o n191X
B nlely + 77,292?7

reparametrizando o problema, temos € = n161 X, 7 = ny6Y com € e 7 seguindo distribui¢ao
gamma com parametros (1,n;) e (1, ny) respectivamente. Ao expressar T em termos das novas

variaveis, temos
€

T = .
€E+n

Pelo Jacobiano da transformagdo J = (1 — )25, pode-se encontrar a seguinte distribui¢do

conjuntade T e n
nn1+n2—1Tn1—1

f(T777) - eﬁr(nl)r<n2>(1 _ T)n1+1 ’

Integrando-se em relagdo a n tem-se a distribui¢do marginal de T
f(0) = [B(ny,n)] '™ M1 =1)=" 0< T < 1,

i.e. Y possui distribuicdo Beta com os parametros conhecidos n; e no. Para qualquer
0<a<b,

P(a <T< b) = Iy(ny, 1) — Lo(n1, n2),

no qual,
I, (ny,mg) = [B(nl,ng)]_l/ 21— 2)"™ e,
0
(funcdo beta incompleta). Para associar T a R temos

~

TZ[H%F.

O lado direito da igualdade é denominada quantidade pivotal. Assim, por

[b<n17n2) - [a(n1;n2) =1-7, (1.6)

7 7
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temos,

=~ Sy -1
Pla< 1+M <b).

Resolvendo a desigualdade, obtemos

P AnQRa R« AngRb )
ni(1 — R)(1 —a) + nyRa ni(1 — R)(1 —b) + nyRb

Uma dificuldade da aplicacdo deste intervalo de confianca exato € a solucdo da equacao
dada em (1.6) para a e b, tal expressdo possui infinitas solugdes e se deve preferir uma tal que
a — b seja minimo ou simétrico (a = qz,a = q1—3)- A vantagem da utilizagéo deste resultado
¢ a possibilidade de aplica-lo para qualquer tamanho de amostras e foi apresentado por Kotz e

Pensky (2003).

Uma outra abordagem mais simples € a utilizacdo de propriedades assintéticas do EMV’s.
Conforme equagio (1.5), temos que R (EMV de R) é fungdo de f; = 1/X e de 6, = 1/Y,
R = f(X,Y). Sob condicdes de regularidade (serdo apresentadas no capitulo seguinte), sabe-

se que R possui distribui¢do assintotica dada por

~

ViR —R) 2 N(0,v),

Tal que v = j'Z'j, T representa a matriz de informagdo de Fisher e j' = ( ;’Tg (;979 >, 0
1 2

gradiente. Para o modelo em questdo v € dada por

2 02
V= 92 _ 91 01 O (92"1'91)2
(02+61)2 (01+62)2 0 62 6
2 (61402)?

Dessa forma, os limites de um intervalo de confianga (1 — ) assintético de R sdo dados por

(R—Z’Y\/i,R—FZ’Y\/j),
2V n 2V n

8 8 8
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no qual 7 é dado pela matriz de informacéo observada de Fisher (Z = var((Y, X))) e o gradiente
com os parametros estimados por MV, zy representa o quantil 3 de uma distribui¢do normal

padrdo.

1.2.2 Confiabilidade de Normais Independentes

Na literatura, existem alguns resultados conhecidos para o intervalo de confianca da confia-
bilidade (R). Owen et al. (1964) apresenta um método geral ndo paramétrico para o limite
superior do intervalo de confianga para P(X > Y'). Church e Harris (1970) apresentam um in-
tervalo de confianga aproximado para P(X > Y') quando X e Y possuem distribui¢do normal
independentes com a distribui¢do de Y conhecida, Enis e Geisser (1971) apresentam uma abor-
dagem Bayesiana para o problema e Reiser e Guttman (1986) generalizam esses dois trabalhos.
Weerahandi e Johnson (1992) derivam um intervalo de confianga baseado em duas normais
independentes com todos os parametros desconhecidos utilizando uma abordagem de p-valor
generalizada. Guo e Krishnamoorthy (2004) constroem um limite inferior para R baseado na
diferenca de duas varidveis aleatrias normais.

Em trabalhos mais recentes, Barbiero (2011), considerando normais independentes, propde
um bootstrap paramétrico para construir um intervalo de confianca para R e relata variacdes
assintoticas para 0 mesmo problema. Nguimkeu et al. (2015) apresentam um intervalo de con-
fianca baseado na teoria de razdo de médxima verossimilhang¢a do sinal modificada.

O método de bootstrap proposto por Barbiero (2011) possui o seguinte procedimento:

1. estimar os parametros i, /iy, 0, 0y POr maximo verossimilhanga

2. calcular R com a expressdao dada em (1.4) utilizando os parametros estimados em 1.

(b, iy, O, Ty).

3. gerar amostras aleatérias bootstrap de xrp e yg. Dado que xp ~ N(fiz,0,) € yp ~

N1y, ).
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4. estimar R, da mesma forma dada em 2.
5. repetir os passos 3 e 4 B vezes para obter a distribui¢do bootstrap de Rp

6. estimar intervalo de confianca (1 — =) bootstrap de R baseado nos percentis da amostra

Rp.

Barbiero investiga a eficiéncia dos métodos propostos utilizando simulacdes, os compara
com resultados assintéticos conhecidos na literatura e, para amostras relativamente grandes
(n > 50), os métodos apresentaram desempenho semelhantes, em termos de cobertura.

Ao considerar X e Y independentes com variincias conhecidas e amostras de tamanho 74

e N9, Nd0 necessariamente iguais. Temos

(7=~ (o = ) ) ot/ + o fna ~ N10.1).

Ao denotar
0% + 0%

- o2/ny + o3 /ny’

(1.7)

um intervalo de confianca (1 — +y) é dado por

Y=-%,_ . T=-X%,. . _1
P0Gl — =V < R< a2 2y VD ) =11

Para variancias desconhecidas, Reiser e Guttman (1986) construiram um intervalo baseado

em uma distribui¢do T ndo central. Dado que o7 e 03 podem ser estimados por s7 e s, entdo:
Y — X ~ N(pg — pu, 07 /1 + 03 /na),

(n1 —1)s2 /0% ~ Xn,—1 € (n2 — 1)s5 /05 ~ Xny1-

10 10 10
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Com as trés varidveis aleatdrias independentes, considerando W:
\I/ — ((/’1’2 - /’Ll)>’
g
com M dadoem (1.7) e 0 = \/0? + 02, entdo VMo 'Y — X ~ N(VMU,1) e
s° = 53: + 5;2/ ~ ‘7%/(”1 - 1)X2171 + Ug/(nQ - 1)X721271-

Ao manipular a equagdo acima, temos

vs® 2 (01 +03)°
5 5~ Xy, COMV = ——F—————.
o]+ o3 ( %4 % )
ni—1 no—1

Dessa forma,

VMU ~t,(VMO),

no qual ¢,(v/MW) representa uma distribuicdo T ndo central com v graus de liberdade e o
parametro de nao centralidade v M W. Ao supor n; = ne = n € 0; = 0y, a equagao acima €
simplificada com M = n e v = 2(n — 1). Sem tal suposi¢do, M e v podem ser estimados:

P 82—|—S2

2 2\2
VL y,V:M

2 2 4 4
Sz Sy Sz + Sy
ny ng ni—1 no—1

Com isso se tem a seguinte aproximagao:
VMU ~ t5(V M), (1.8)

Para se obter um intervalo de confian¢a com a expressao dada acima € necessario resol-
ver uma equacao numericamente. Entretanto, a expressao pode ser simplificada utilizando a
aproximacgao

(to () — 2) /[1 + (t(@))?/ (20%)]2 ~ N(0,1). (1.9)

11 11
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Aplicando (1.8) em (1.9):

VLG = w)/y/1+ M2/(29) ~ N(0,1).

O resultado apresentado € assintdtico. Os limites do intervalo (1 — +y) sdo dados por

~ I
Mo (20))

Uma outra abordagem pode ser construida utilizando o passo a passo apresentado em Mukher-

jee e Sharan (1985) para estimar a variancia assintdtica de ﬁ, dada por:

I R X - Y)?
U(R) — ﬁe_(X—Y)Q/sz [Si/n ‘I‘ S;/m + 1/2%(5i _I_ S;/m)] .

Uma forma de simplificar o problema utilizando a variancia assintética do estimador é con-

siderar a variancia da variavel h:

h:%;%= (1.11)
dada por: -
v(h) = é(si/n—l— s2/m + %()(;—4)2(3326/71 +5,/m)),
e IC (1 —~):
P(h — zar/Jv(h) <h<ﬁ+z%\/fﬁ)):1_%

Um intervalo de confianga aproximado para R é derivado da expressao acima:
P(®(h— zz\[v(h)) < R < ®(h+ zs\/v(h))) =1 — 1.

Esses métodos dependem do tamanho da amostra e podem apresentar inconsisténcias em

12

12 12
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casos em que R estd perto de 1. Na literatura existem alguns trabalhos que aplicam uma trans-
formacdo de normalizacdo em R visando uma estabilizacao da varidncia do estimador, gerando
IC mais confidveis. Krishnamoorthy e Lin (2010), por exemplo, sugerem uma transformacao
logit em R, g(R) = log(;%5). Levando em consideragio o método delta, se tém uma outra

1-R
aproximagao para IC (1 — ~):
(e"(1+eM) e (14 )7,
no qual L e U s@o os limites inferior e superior do IC para o logito:

(1 (75) iﬁ(l—\/?ﬁz))

Barbiero (2011) realiza um estudo de simulag@o para verificar as propriedades estatisticas

dos intervalos de confianga apresentados nesta sessdo. O IC dado em (1.10) apresentou bons
resultados em termos de cobertura e comprimento do intervalo e, ainda, se mostrou resiliente

em relacdo ao tamanho da amostra.

1.2.3 Expressoes Fechadas para R

A estimagdo de R envolve o cédlculo de uma integral que em muitos casos ndo possui solu¢io
analitica e faz com que métodos numéricos sejam utilizados para calcular P(X < Y'). As esti-
mativas de R apresentadas até aqui possuem formas fechadas para célculo, ou seja, as funcdes
das estimativas de maximo verossimilhanga sdo expressdes exatas. Rathie e de SM Ozelim
(2017) obtém a expressdo de I? para distribui¢do de Lévy independentes em termos de funcdes
especiais.

Kotz e Pensky (2003) explicitam a confiabilidade considerando varias distribui¢des conheci-
das (dois resultados estdo informadas na tabela 1.1). Como exemplo, um resultado apresentado

por Kotz é a confiabilidade para Gamas independentes o qual apresentaremos aqui. A fungao

13 13
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de densidade da Gama com y > 0 é dada por:

a—1

fas¥) = Traygee

ke

, o, 8> 0.

Para Y; e Y, varidveis aleatérias independentes as quais seguem distribuicdo gama, Y; ~

Gama(ay, f1) e Yo ~ Gama(as, 52) observa-se

(Y (YalB @)
R_P(m>1>_P(m/@1>52

B Yi/B B2 )
B P(}/Q/52+3/1/51<51+52 .

Y1/b1

Dado que a varidvel aleatéria Z = Voot Y15

possui distribuicdo beta (Johnson et al.,
1995), entdo

R = ] Ba (lel,OéQ).

B1+B82
No qual I, (a,b) é a fun¢do beta incompleta. O suporte gama (R") faz com que essa distribui-
¢do seja uma opg¢do natural utilizada em modelos de For¢a e Tensdo na engenharia, dado que

considerar a for¢ca de um material ou a tensio negativas ndo tem sentido fisico.

Muitas dessas expressdes ndo sio ditas triviais, mas possuem formas fechadas que dis-
pensam a necessidade de utilizacdo de métodos numéricos, a menos de fungdes especiais que
possuem implementacdes conhecidas como a beta e gamma. Entretanto, muitos dos resultados

supdem distribuicdo comum e independéncia para X e Y.

Em casos que existe dependéncia entre as varidveis, ou estas ndo possuem distribui¢do co-
mum, a obten¢do de R em uma forma exata tende a ser complicada. Domma e Giordano (2012),
por exemplo, calculam R em um caso aplicado utilizando métodos numéricos, levando em con-
sideracdo uma estrutura de dependéncia entre as varidveis incorporada pela cépula Frank, e,
em contrapartida, os mesmos autores, Domma e Giordano (2013), demonstram uma expressao

fechada para R inserindo, também, cépulas no problema (cépula fgm nesse caso).
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Tabela 1.1: P(X < Y') para distribui¢cdes conhecidas.

X Y P(X<Y)
Le—ﬂz(m—m), se [i1 > Jio
Exp(p1,01) Exp(p2, 02) { 1_ Ulo—;a2€*0‘1(ﬂ2*#1) se 1 < fis
o1+02 ’ -

) jo
1y, B (z) T(2 4 1), se an < ag

o1

Weibull(all, 0'1) Weiblﬂl(OéQl, 0'2) 1y jas
Z;‘;O (’j!) (g—;) F(g—fj +1),se g > an

Loy e ay conhecidos.

1.2.4 Dependéncia em Modelos de Forca e Tensao

A suposicao de independéncia entre as varidveis X e Y ndo sdo adequadas em muitos casos.
Um tratamento usual é considerar distribui¢des bivariadas conhecidas e obter expressdes para
o célculo de R que incorpore uma estrutura de dependéncia entre as varidveis do problema.
Owen et al. (1964) apresenta, ainda, um intervalo aproximado para quando X e Y possuem dis-
tribuicdo normal bivariada com variancias e covariancias conhecidas com base em uma amostra
observada (21,...,%n, €Y1,...,Yn,) COM Ny = Ny = N.

Dado que ®(.) € monotomicamente crescente, o cilculo de um intervalo de confianca para
um problema abordado por Owen se resume em calcular um intervalo de confianga para a fungao

U

U — M2 — [ '
\/G%+U§_2012

Ao denotar:

~ Y - X
U= ( ) .
Vo2 + 02 — 2019
Temos que \/ﬁ(\f/ — W) segue distribui¢cio normal padrdo. Dessa forma, um intervalo de

confianca (1 — ) para ¥ é dado por:

P(—Zg/\/ﬁ<\if—xp<23/\/ﬁ):1—v,
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e, consequentemente, um intervalo de confianga (1 — ) para R é dado por
P(@(\Tf —za/Vn) <R < (T —i—z;/\/ﬁ)) =1-—17.

Kotz e Pensky (2003) trazem a generealizacao do resultado acima para o caso da matriz de
variancias e covariancias desconhecida. O procedimento adotado aqui € semelhante ao aprese-
tando para o IC da fun¢do h dadaem 1.11.

A dependéncia entre X e Y em modelos de For¢a e Tensdo foi abordada em alguns estudos
utilizando distribui¢des bivariadas: Normal bivariada Gupta e Subramanian (1998), Exponenci-
ais bivariada (Nadarajah e Kotz, 2006) e Log-Normal bivariada (Gupta et al., 2012). Entretanto,
esse tipo de abordagem tem como hipdtese que as varidveis possuem alguma forma especifica
de dependéncia e que as distribui¢des marginais sejam do mesmo tipo. Deste modo, a utilizagdo
da teoria de cépulas permite maior flexibilidade e serd apresentada de maneira mais detalhada

no proximo capitulo.

1.2.5 Procedimentos de Estimacio intervalar

Os intervalos de confianca para a confiabilidade apresentados até aqui sdo para distribui¢des
bem difundidas na estatistica. Kotz apresenta intervalos, exatos ou assintdticos, para outras
diversas distribui¢des como gamma, exponencial com dois parametros, gamma generalizada,
Burr X e exponencial truncada a esquerda. O autor comenta que a literatura da época ndo
apresentava intervalos de confianca exatos além dos que ele mostrou em seu livro e sugere a
utilizacdo de transformagdes monoétonas nas varidveis para tal finalidade.

Em trabalhos mais recentes, Krishnamoorthy e Lin (2010) demonstram um intervalo de
confianca para R com modelos Weibull utilizando quantidade pivotal generalizada. Nguimkeu
et al. (2015) mostram um intervalo de confianca mais preciso para R com X e Y normais
independentes baseado na teoria de razdo de méxima verossimilhanca do sinal modificada.

Intervalos de confianga para a confiabilidade levando em considera¢do um grau de depen-
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déncia entre as varidveis € pouco encontrado na literatura, sendo mais visto para modelos nor-
mais. Nesse contexto, este trabalho explora métodos de estimagdo que incorporem teoria de
copulas para R, de tal forma, propdem intervalos assintéticos utilizando propriedades do esti-

madores de méxima verossimilhanca.
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Capitulo 2

Modelos de Forca e Tensao Baseados em

Copulas

Este capitulo aborda de maneira mais detalhada a utilizacdo de cépulas em modelos de Forca
e Tensdo. Traz uma breve revisdo da teoria de cOpulas, aborda alguns modelos de Forga e
Tensdao com diferentes marginais e cOpulas e apresenta estimadores intervalares assint6ticos
para confiabilidade.

A partir deste capitulo, algumas notagdes basicas, que foram utilizadas nos itens anteriores
com o propdsito de preservar a intui¢@o e histdria por trds da medida P(X < Y'), mudam com
o objetivo de trazer mais dinamismo ao texto e auxiliar na exposicao das equacdes de estimacdo

presentes na teoria de méxima verossimilhanca.

2.1 Conceitos Basicos em Cépulas

A teoria de copulas possui solida literatura , com artigos, monografias e livros bem estruturados
que abordam o tema em diversos aspectos, com diferentes niveis de detalhes e aplicacdes. O
teorema base do assunto € apresentado por Sklar (1959), uma ampla discuss@o sobre o tema

¢ encontrado no livro de Nelsen (2007) e na monografia apresentada por Joe (1997), duas das
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principais referéncias da drea. Schweizer et al. (1981) explicitam a relacdo entre cépulas e a
dependéncia de variaveis aleatdrias, Nelsen (1991) mostra que conceitos de dependéncia podem
ser interpretados como propriedades de copulas. Cherubini et al. (2004) aborda a teoria com
foco em financas e McNeil et al. (2005) com foco em gestdo de risco. Em um trabalho mais
recente, Joe (2014) aborda de forma completa toda a teoria da area.

Tendo em vista toda a literatura ja existente, esta se¢ao serd delimitada em uma breve revisao
de conceitos bésicos de copulas, sem aprofundamento sobre a constru¢iao, implementacdo e
propriedades, com foco na aplicac@o da teoria em modelos de Forca e Tensdo. Tal aplicagdo é,
basicamente, ajustar uma distribuic@o bivariada para as varidveis de For¢a e Tensao.

Até os anos 80, a maioria das publicagdes relacionados a estimacdo da medida P(Y; < Y7)
tinham como hipétese a independéncia de (Y7,Y3) a qual ndo € vélida para muitos casos re-
ais. Os primeiros estudos que incorporam dependéncia entre as varidveis foram conduzidos por
Awad et al. (1981) e Abu-Salih e Shamseldin (1988) com a utilizagcao de distribui¢do exponen-
cial bivariada. Depois, Hanagal (1997) trabalhou com a pareto bivariada e Nadarajah (2005a)
apresenta expressoes explicita para R considerando a beta bivariada como distribui¢do conjunta.

As distribui¢des bivariadas/multivariadas estdo em um contexto que se tem interesse pela
andlise simultanea de varidveis aleatérias. Considerando y = (Y7, Y2) um vetor aleatdrio biva-

riado, a funcdo de distribui¢do (FD) conjunta das varidveis aleatérias Y7 e Y5 € definida como

F(y> - F(yhyQ) - P(Yl < yla}/Z <7?Jz)-

As condigdes necessdrias e suficientes para uma funcdo continua a direita F' em R? ser

funcgdo de distribui¢do sao

1. hmy]._)OO F(ylij) = O,j — 1’2

(¢

hmyj%oij F(yh 3/2) =1
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2. F(y1,y2) é ndo decrescente em cada uma das varidveis y; e yo.

3. Para todos (a1, az) e (by,by) com a; < by, as < ba,

F(bl,bg) — F(&l,bg) — F(bl, a2> + F(al,&g) 2 0.

Existem diversos trabalhos que abordam tépicos sobre distribui¢cdes bivariadas e multiva-
riadas, Mardia (1970) Families of Bivariate Distributions, por exemplo, apresenta a binomial
bivariada, hipergeométrica, Poisson, Gaussiana, Cauchy, gamma, entre outras.

Dado y = (Y1,Y2) € ), em modelos de Forga e Tensdo a confiabilidade associada com a

Tensado Y; e Forca Y; é

R(8) = / /y Folw) (1 < y)dy. @.1)

no qual fe(y) é exatamente a distribuicdo do vetor aleatério y. Se as marginais (distribui¢do
de Y; e Y5) possuem a mesma distribui¢do e existe uma bivariada resultante conhecida para v,
a confiabiliade serd dada pela solucdo da integral em (2.1) (com os parametros conhecidos/esti-
mados), o que pode ser realizado com métodos numéricos de integracao.

A normal multivariada € a distribui¢do mais utilizada em aplicagdes da medida P(Y; < Y3),
assim como em varias areas cientificas. Sua estrutura de dependéncia € resumida na matriz de
correlacdo, a qual, em geral, tende a ndo ser a melhor medida de dependéncia. Por exemplo, a
correlacdo ¢ uma medida de dependéncia linear que pode nao alcancar os limite de +-1 quando
a distribui¢do das varidveis ndo sdo Gaussianas. A utilizacdo de distribuicdes bivariadas conhe-
cidas para o cdlculo de R(0) pressupde que as marginais sdo do mesmo tipo e adotam estruturas
especificas de dependéncia.

Existem diversos conceitos de dependéncia em problemas que envolvem a distribui¢do con-

junta de duas varidveis aleatdrias. Joe (2014) apresenta como conceitos bésicos :

1. Quadrante positivo
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Dado y = (Y7, Ys) vetor aleatdrio bivariado com fungéo de distribui¢do Fy(y). y possui

dependéncia no quadrante positivo se:
P(}/l > al,Y2 > CLQ) > P(}/l > al)P(}/g > CLQ) ‘v’al,ag ceR.

Esta desigualdade pode ser tratada como um conceito de dependéncia positiva porque,
possivelmente, Y; e Y5 s3o maiores juntos ou menores juntos comparados a Y] e Y3, no

qual V12Y{ e Vo 2Y, e Y] 1 Y.

. Dependéncia estocdstica positiva

Dado y = (Y3,Y2) vetor aleatdrio bivariado com fungdo de distribui¢do Fp(y). Y5 é

estocasticamente crescente em Y] se:

P(Ys > yo|Y1 = y1) cresce a medida que y; cresce, Vys.

Esse tipo de dependéncia implica em uma dependéncia no quadrante positivo.

. Cauda a direita crescente

Dado y = (Y}, Y2) vetor aleatério bivariado com fungéo de distribuicdo Fp(y). Ys possui

cauda a direita crescente em Y; se

P(Y; > y2|Y1 > y1) cresce a medida que y; cresce, Vys.

Se trata de um conceito de dependéncia positiva pois é mais provdvel que Y, assuma

valores maiores quando Y; cresce.

. Associacdo de Varidveis aleatdrias

Dado y = (Y1, Y2) vetor aleatdrio bivariado. y é positivamente associado se :

E[91(y)g2(y)] > Elg1(y)] E[g2(y)] , (2.2)

22
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valer para quaisquer funcdes g; € g reais e se as esperangas existirem. Esta desigualdade
estd ligada a uma dependéncia positiva devido a definicdo de covariancia, a qual € positiva

quando a (2.2) se configura.

. Concordancia
Um par de varidveis aleatdrias € concordante se valores grandes de uma varidvel tendem a
estar associados com valores grandes da outra varidvel e valores pequenos de uma varidvel

com valores pequenos da outra (Nelsen, 2007).

Dado (15, y2i) € (y15, Y2;) duas observagdes independentes do vetor (Y7, Y3) de varidveis

aleatdrias continuas, entdo (y1;, y2;) € (y14, y2;) sdo concordantes se

(y1i — ylj)(y% - y2j) > 0,

e discordantes se

(Y1i — Y15) (Y2i — y25) < 0.

. Dependéncia de Cauda
O conceito de dependéncia da cauda diz respeito a for¢ca de dependéncia na cauda do

quadrante superior ou na cauda do quadrante inferior de uma distribuicdo bivariada.

Dado Y] e Y; varidveis aleatérias continuas com fungdo de distribuicao F) e F5, respecti-

vamente. Se define como parametro de dependéncia da cauda superior
Ay = lim P[Y, > F5 ' (t)|Y1 > Fy (1)) (2.3)
t—1—
e como parametro de dependéncia da cauda inferior

AL = lim P[Y, < Fy'(0)|Y) < FyH(t)]. (2.4)

t—0t
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Joe (2014) apresenta de maneira mais detalhada estruturas de dependéncia entre varidveis alea-
torias.

Outro importante tema presente na teoria de copulas sd@o os limites Fréchet. Para uma
distribuicdo bivariada F'(Fy, F,) com marginais (Fy, Fb) € (y1,42) € R?, os limites Fréchet
(F~, F) sdo:

F~ =max{0, Fi(y1) + Fa(y2) — 1} < F(yy,90) < min{Fi(y1); Fo(y2)} = FF (2.5)

F~ e F* sdo fungdes de distribui¢do bivariadas e, se continuas, podem representar depen-
déncias perfeitas, negativa e positiva respectivamente. Dado Y; varidvel aleatéria (V.A) com
funcdo de distribuicdo (F.D.) F; e Y5 V.A. com ED. F;, Y] é quase certamente uma fungdo
crescente de Y; se, somente se, F'(F, F») seguir distribuicdo bivariada F't, e Y; é quase cer-
tamente uma fungdo decrescente de Y5 se, somente se, F'(F}, I,) seguir distribui¢ao bivariada
F~ (Nelsen, 2007, pag 32).

Os conceitos citados sdo importantes para constru¢do e aplicacao de distribui¢des bivaria-
das. A concordancia, por exemplo, ¢ uma forma de comparar distribui¢des com d-dimensdes e
mesmas marginais, ao verificar se uma distribuicdo multivariada especifica apresenta um grau
de dependéncia maior que outra (Joe, 2014). Outro exemplo € a dependéncia na cauda, a qual
influencia de maneira relevante a probabilidade conjunta nos primeiros ou ultimos percentis.
Cépula € um maneira natural de se estudar dependéncia entre varidveis aleatérias (Embrechts
et al., 2001)

De forma literal, uma cépula € uma fun¢do que faz a juncdo de duas ou mais distribui-
¢Oes univariadas para construir um fun¢do multivariada que leve em consideracdo uma dada
estrutura de dependéncia. Cépula € uma fungdo de distribuicdo multivariada com marginais

uniforme(0, 1) . Nelsen (2007) define a fungdo Cdpula e apresentaremos aqui.

Definicao 2.1.1. Uma sub-copula bidimensional é uma fung¢ao C” com as seguintes proprieda-

des:
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e Seu Dominio (Dom) é C" = S} x S, no qual Sy e Sy sdo um subconjunto de I = [0, 1],

contendoO e 1.

e Seja B = [ay, as] X [by, by] um retdngulo cujos vértices estdo em Dom C’

Cl(ag,bg) — C/<G2,b1) — Cl(bl,ag) + C/<CI,1, bl) Z 0

e Paratodou € S;ev € Sy,

C'(u,1) =ueC'(1,v)¥(u,v) € S12:55.

Definicdo 2.1.2. Uma cépula bidimensional é uma subcopula com dominio I2.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Sklar). (Nelsen, 2007) Dado F'(y;, y») distribui¢do conjunta com

marginais F; e F5. Existe uma cépula C' para todo y; e y» € R tal que:

F(y1,y2) = C(F1(y1), Fa(y2)); (2.6)

Se Fi e F), sdo continuas, entdo C' € tnica. Por outro lado, se C' € uma cépula e Fj e F} sdo
fungdes de distribuicdo, entdo F' dado em (2.6) € funcdo de distribuicdo conjunta

com marginais Fi e F5.

Quando Y; e Y5 sdo V.A.’s absolutamente continuas, a funcdo de densidade conjunta de

(Y1,Y3) é dada por:

(Y1, y2) = c(F1(y1), Fa(y2)) f1(y1) fa(y2), 2.7)

no qual fi(y1) e fa(y2) sdo as func¢des densidade de Y] e Y5, respectivamente, e ¢ € deno-
minada a densidade da cépula. Existem alguns métodos para a construciao de cépulas, muitos

desses sdo baseados na transformacdo de Laplace ou de Williamson, ou em propriedades de
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distribui¢des univariadas, este trabalho ndo foca na construg@o e se restringe na apresentacao
de algumas cépulas que sdo uteis para modelos de dependéncia, para mais detalhes, veja Joe

(1997).

Outro exemplo da importancia dos conceitos de dependéncia citados € a relagdo entre os
parametro de dependéncia da cauda superior (inferior) com a dependéncia da cauda superior
(inferior) de uma cépula. Dado Y; e Y5 varidveis aleatdrias continuas com fungdo de distribuicao
Fy e Fy, respectivamente, C' a copula de Y e Y5 e os parametro de dependéncia \;y € Ay, se os

limites em 2.3 e 2.4 existirem, entao

1= C(t,1)
A
€
t,t
>\L: lim 0(7 )
t—0+ T

O resultado apresentado se trata de um teorema apresentado em (Nelsen, 2007, pag 214). Se
Av € (0,1], entdo a cépula possui dependéncia na cauda superior e se Ay = 0 a copula ndo

possui dependéncia na cauda superior (andlise similar para Ap).

No caso de copulas, os limites de Fréchet () satisfazem:

W(u,v) =max(0,u+v —1) < C(u,v) < min(u,v) = M(u,v).

Em uma concepgao pratica, a utilizacdo de copulas exige a necessidade de se avaliar a
dependéncia entre duas varidveis aleatdrias, as medidas de associagdo mondtonas estdo nesse
contexto e se referem ao conceito de que se uma varidvel crescer a outra tende a crescer. Scarsini
(1984) apresenta axiomas que avaliam medidas de associa¢do. A correlacdo linear (p,) € um
exemplo de medida de associagdo mondtona, mas ndo cumpre os axiomas apresentados por
Scarsini e por isso ndo € considerada a melhor medida de associacdo mondtona, sendo mais

utilizada o Tau de Kendall (1) e a Correlacdo de Spearman (ps).
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Dado (Y71, Ya1) e (Y12, Yao) vetores aleatdrios independentes e identicamente distribuidos,
cada um com funcao de distribuicao conjunta F, a versdo populacional do Tau de Kendall (T) é

dada por
T = P[(Yn — Y12)(Yor — Yao) > 0} - P[(Yn = Yio)(Yor — Yao) < 0],

Tau de Kendall é a probabilidade de concordancia menos o probabilidade de discordancia.

Dado (Y11, Y21), (Y12, Ya2) e (Y13, Ya3) vetores aleatdrios independentes com fungdo de dis-
tribuicdo conjunta F comum, a versdo populacional da Correlagdo de Spearman () é dada
por

Ps = 3(P[(Y11 — Y12)(Ya1 — Ya3) > 0} - P[(Yn — Yi2)(Yar — Ya3) < OD

Joe (2014) apresenta tais medidas e as suas propriedades, além de abordar outras.

Em geral, as familia de cépulas dependem de um ou mais parametros denominado parame-

tros de associagdo (9), os quais se relacionam com o grau de dependéncia entre as marginais.

2.1.1 Cépula Produto

A co6pula mais simples, copula produto, possui a forma
C(u,v) =uv, 0 < u,v < 1.

A cépula produto € importante porque corresponde a independéncia.

2.1.2 Cépula Gaussiana

A copula Gaussiana € derivada da normal multivariada, apds as distribui¢des individuais serem

transformadas em normais univariadas. Para um caso bivariado, a c6pula Gaussiana € parame-
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trizada por p € [—1, 1] e sua fun¢@o de distribuicdo acumulada é dada por
Cy(u,v) = By (@7 (u), 2 (v);p), 0 <u,v <1

Sua densidade é dada por:

B 1 1
cp(u,v) = (1—p*) P exp |—=(yf + 5 — 20p152) (1 — p°) | exp | = (1 +3) |
2 2

no qual y; = ®1(u), yo = @1 (v),0 < u,v < 1 e ! ainversa da fungio de distribuicdo de

uma normal padrao.

A cépula gaussiana tem como propriedades: ser crescente em concordancia em p, ou seja,
se p1 < pp entdo C,, < C,,; p = —1 implica dependéncia negativa perfeita, p = 0 implica
independéncia, p = 1 implica dependéncia positiva perfeita; dependéncia no quadrante positivo
com 0 < p < 1; dependéncia intermedidria nas caudas para p > 0 e simetria de reflexdo';

7(p) = 2% (Tau de Kendall).

As cépulas arquimediana sdo uma classe amplamente utilizada em aplicacdes, pois se tem
uma grande variedade de copulas com diferentes estruturas de dependéncia e propriedades ma-
tematica desejaveis. Como propriedade matematica podemos citar que o Tau de Kendall (T)

pode ser expresso como uma integral unidimensional.

Teorema 2.1.2. (Embrechts et al., 2001) Dado Y; e Y, vetores aleatérios com uma cépula ar-

quimediana gerada por ¢. O Tau de Kendall para Y; e Y é dado por

L o(t)
T = 1+4/0 ¢’(t)dt'

'Dado (U17U2) ~ Cl € (1 - Ul,l - UQ) ~ CQ,Cl = 02)
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2.1.3 Coépula Frank

A cépula Frank pertence a familia de cépulas arquimediana. Dado —oco < § < oo, a cépula

Frank é dada por

0<u,v <1,

_ 0 _ _ pou v
05(u,v>=—5—1log(1 = >)

e a densidade €

5(1 — -4\ ,—6(utv)
cs(u,v) = (1—e7)e 5,0 <wu,v < 1.
[1—ed—(1—e0u)(1—e )]

Pode-se citar como propriedades da Frank: ser crescente em concordancia; 6 — —oo im-
plica dependéncia negativa perfeita, 5 — 0" implica independéncia, 6 — oo implica dependén-
cia positiva perfeita; dependéncia no quadrante positivo com ¢ > 0; simetria de reflexdo (tinica

da classe Arquimediana que possui essa propriedade); assimetria nas caudas; dependéncia fraca

nas caudas; 7(6) = sgn(d) (1 + ﬁ(D(|§|) — 1))

2.1.4 Copula Gumbel

A copula Gumbel também pertence a classe arquimediana. Sua cépula € dada por
Cs(u,v) = exp{—([—log(u)]® + [ log(v)]*)*°},0 < u,v < 1,1 < § < o0,
com densidade:
cs(u,v) = exp{—[2" + "] }[(@® + yo"* + 6 = 1[2" + y] VIV (2y)" (o),

no qual x = —logu, y = —logwv.
Pode-se citar como propriedades da Gumbel: ser crescente em concordancia; 6 = 1 implica

independéncia, 6 — oo implica dependéncia positiva perfeita; ndo apresenta dependéncia nega-

29 29



cap. 2. P(X <Y') Baseados em Cdpulas §2.1. Conceitos Bdsicos em Copulas

tiva; dependéncia no quadrante positivo; assimetria nas caudas; Dependéncia assimétrica, com

forte dependéncia na cauda a direita (\y = 2 — 2'/%) e fraca a esquerda; 7(8) = @.

2.1.5 Coépula Clayton

A copula Clayton também pertence a classe arquimediana. Com o parametro de associa¢ao

0 < 0 < 00, sua cépula é dada por

Cs(u,v) = (W +v° —1)71/°

Pode-se citar como propriedades da Clayton : § — oo implica dependéncia positiva perfeita;

ndo apresenta dependéncia negativa; dependéncia assimétrica, com forte dependéncia na cauda

9

a esquerda e fraca a direita; 7(6) = 735.

Para ajustar um modelo de dependéncia com cépulas, os passos basicos sdo: (i) identificar
candidatos para os modelos univariados, (i) determinar uma estrutura de dependéncia apro-
priada, (i77) avaliar comportamento da cauda conjunta e (iv) identificar modelos de copulas
candidatos que atendam aos requisitos (i7) e (iii) (Joe, 2014).

Com a utilizagdo de teoria de copulas existe a possibilidade de flexibilizar os modelos de
Forca e Tensdo ao utilizar marginais de diferentes tipos e considerar diversos formas de de-
pendéncia, o que ndo é possivel ao usar a abordagem de distribuicdes bivariadas. Domma e
Giordano (2013) apresentam uma expressao fechada para R considerando marginais Dagum e
a copula fgm para estrutura de dependéncia, Gao et al. (2016) utiliza uma mistura de copulas
para incorporar estrutura de dependéncia no problema.

Ao considerar um vetor bivariado y = (Y1, Y5) € )V, com a estrutura de dependéncia mo-
delada por uma cépula C' parametrizada pelo escalar 6 € D com marginais F); parametrizadas

pora; € A; CRP, 5 = 1,2, aexpressdo geral para calcular R utilizando cépulas é dada por:

/ / s(F3 (1), Falue)) fa(5) foyo) dxdly, 2.8)
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no qual 6 = (6, 0).
Avaliando a equacao apresentada aqui e a expressao usual dada em (2.1), depreende-se que
ao invés de se aplicar a densidade conjunta fg(y), utiliza-se a densidade conjunta expressa em

(2.7) composta pelas densidades marginais (f1(y1) e f2(y2)) e a densidade da cépula (c)
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2.2 Modelos de Forca e Tensao Baseados em Copulas

Essa secdo apresenta alguns modelos de Forca e Tensdo com cépulas, considerando diferentes
marginais paramétricas com diferentes estruturas de dependéncia e, com utilizacdo de recursos
gréficos, evidencia a importancia de se considerar uma estrutura de dependéncia quando Y; e
Y5 ndo sdo independentes, com Y; representando a varidvel Tensao e Y5 a varidvel Forga.
Como abordagem inicial, serd apresentado modelos de Forca (Y5) e Tensao (Y;) com mar-

ginais seguindo distribui¢do normal.

2.2.1 Marginais Normais

Nesta etapa iremos considerar que Y3 ~ N(0,1) e Y2 ~ N(1,1). Com a suposi¢io de inde-
pendéncia, a confiabilidade P(Y; < Y3) possui valor de R = 0.76 e, ao considerar que Y7 e Y5

seguem distribui¢cao normal bivariada, a confiabilidade € dada pela expressao:

\/051 + 07y — 2012

no qual piyo = 1, pyo = 0,041 = 1, 02 = 1 € 012 € a covariancia de Y; e Y5. Dado que a fungio
de distribui¢do conjunta € nao decrescente em cada uma das varidveis y; € vy, verifica-se que
se fty2 — [y1 > 0 a confiabilidade € crescente em 13 € fi,2 — (1,1 < 0, decrescente em o2, ou
seja, se a média da varidvel que representa a Forca do material for maior que média da varidvel
que representa a Tensdo, quanto mais correlacionada elas forem maior a probabilidade que o
material ndo ird quebrar, mas se a média da varidvel Forca for menor que a média da varidvel
Tensdo maior a probabilidade que o material ird quebrar quanto mais correlacionada elas forem.
Nesse contexto, tem-se uma aplicacdo em finangas, ao supor que Y; é um indice de referéncia
(Benchmarking) a ser batido, salienta o interesse em escolher ativos que possuam esperanca de
retorno maior e sao correlacionados positivamente com o benchmarking.

Ao avaliar a confiabilidade nos possiveis valores do pardmetro de dependéncia (—1 < p <
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1), identifica-se que R varia de 0.69 a 1.00 o que evidencia o impacto da dependéncia na medida
(P(Y: < Ya2)).

A figura (2.2.1) ilustra a confiabilidade para diferentes valores dos parametros de dependén-
cia da normal multivariada e cépulas Frank, Clayton e Gumbel com os parametros das marginais
fixos (Y; ~ N(0,1) e Yy ~ N(1,1)). Os resultados foram obtidos resolvendo a expressao (2.8)
numericamente, com os paradmetros das marginais fixos e variando-se os parametros de depen-
déncia. Dessa forma, a figura se divide em quatro blocos, em cada bloco se tem dois graficos,
os quais associam a confiabilidade (grafico acima) com o correspondente 7 de Kendall (grafico
abaixo) na regido admissivel do pardmetro de dependéncia (aqui expresso por p e §) para cada
distribui¢do bivariada considerada.

Depreende-se que a interpretacdo feita para a normal bivariada vale para as outras trés copu-
las apresentadas, aqui avaliando os parametros de associacdo, quando o parametro indica uma
dependéncia mais forte (aumento de 7 de Kendall) a confiabialidade aumenta.

O comportamento da medida P(X < Y') para diferente valores dos pardmetros de associ-
acdo evidencia a influéncia da dependéncia. O erro de ndo considerar uma estrutura de depen-

déncia quando a mesma existe, tende a crescer a medida que 7 se aproxima de 1 ou -1.
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2.2.2 Marginais Exponencias

Nesta parte iremos considerar para o modelo de Forca e Tensdo marginais Exponenciais. Na-
darajah e Kotz (2006) derivam uma expressdo para 12 considerando a distribuicdo exponencial
bivariada de Gumbel’s a qual faremos uso e apresentaremos aqui. Kotz e Pensky (2003) tam-
bém apresentam uma expressdao para R considerando a distribuicdo exponencial bivariada de

Gumbel’s, mas com outra parametrizacao.

A funcdo de densidade da exponencial bivariada de Gumbel’s € dada por
fy,y2) = {(1 —w)af + waQByl + waﬁ2y2 + w2a262y1y2}6_(0¢yl+5y2+waﬁyly2)’

paray; > 0,y > 0, > 0,8 > 0e 0 < w < 1. Esta foi uma das primeiras distribui¢des
exponenciais bivariadas descobertas e possui aplicagdes em diversas dreas como tempo de falha,
riscos competitivos, analise de precipitagdo regional (Nadarajah e Kotz, 2006). As distribuigdes
marginais de Y] e Y, sdo Exponenciais com pardmetros « e /3, respectivamente, com E(Y]) = é

e E(Yz) = % O coeficiente de correlagio é dado por

1 2 1
— 11— Zes Ei(—
P s 1(w)’

no qual Ei € a funcio exponencial integral definida como

oo —
Ei(az):—/ ert.

x

A confiabilidade para este caso é expresso por
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R = / {(1 — OJ)CKB + w&2ﬂy1}/ e*(@yl+ﬁy2+waﬁy1y2)dy2dyl
0 T

+ / {wa52y2 +w2a252y1}/ yQG—(ayl+ﬂy2+waﬁy1y2)dy2dyl
0 x

o) 2 0 2.2
_ / (1 _ w)a +watys e—(ay1+ﬂy1+wa5y1y1)dy1 + / wa + w Ty e~ (ey1+Py1+waByiy:
0 1+ way, o (14 wayy)?
= aly +wafls
no qual,

o0
I, = / e*(ay1+5y1+wa5y1y1)dy1
0

oo
I, = / yle—(ay1+ﬁy1+waﬂy1y1)dy1
0

E o Lema A.1 de (Nadarajah e Kotz, 2006) mostra que

_ s (fo)Q B a+
b= o )|

1 V(o +B) @ts? [1_@( a+p )}7

] — — dwaf
2 2waf 2(waﬁ)% c V2wa

2.9

no qual ®(.) denota a fungdo de distribuicdo acumulada de uma normal padrdo. Ao usar as

expressdes acima, temos

1 waa+m<wwb_¢(a+ﬁﬂ_

R [ + e 4dwap 2wa/8 (2.10)

2" 2waB

A figura (2.2) foi construida tendo como base o resultado em (2.10), calculando R com

marginais Exponenciais Y; ~ Exzp(3) e Y2 ~ Exp(8) com diferentes valores para w e, ainda,
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considerando modelos com essas mesmas marginais e diferentes copulas, Frank, Clayton e
Gumbel, com distintos valores para o parametro de dependéncia. Os resultados foram obtidos
de maneira correspondente aos da etapa anterior. Esse exemplo evidencia, mais uma vez, a
influéncia da dependéncia das varidveis na medida P(X < Y).

(Nadarajah, 2005b), o qual apresenta a confiabilidade para algumas distribui¢des Gama bi-
variadas, comete um equivoco ao calcular a confiabilidade para a distribuicdo gama bivariada

McKay’s (McKay, 1934) com fung¢do de densidade dada por:

aﬁ1+62 B 1
_ 1— — )2 Le(ma2)
fy1,y2) F(Bl)l“(ﬂg)yl (Y2 —11) :

noqual yo > y; >0, >0,p > 0,eq > 0. Como y, > y; > 0, o suporte da distribui¢do, a

medida P(Y; < Y3) possui valor 1, a solu¢do apresentada no trabalho possui erros nos cdlculos.
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§2.2.

P(X <Y) Baseados em Cdpulas
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Figura 2.2: (a)R para Exponencial bivariada de Gumbel’s como funcio de w (b) R conside-
rando cépula Frank como fungio de ¢ (¢) R considerando copula Gumbel como fungao de ¢ (d)

R considerando cépula Clayton como funcio de §.
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2.3 Estimacao para Modelos de Forca e Tensao baseados em Copulas

Nesta secdo iremos, considerando modelos de For¢a e Tensdao com cépulas, abordar métodos de
estimacgdo dos pardmetros das distribui¢cdes marginais, do parametro de dependéncia da cépula
e da medida P(X < Y'), bem como apresentar métodos inferenciais.

Para esta secdo vamos considerar um vetor bivariado y = (Y7, Y5) € ), com a estrutura de
dependéncia modelada por uma cépula C' parametrizada pelo escalar 6 € D, com marginais F)
parametrizadas por a; € A; C RPs, j = 1,2. Vamos escrever o = (o, o2) com dimensio
p=p+p2e 6 =(a,d) comdimensido d = p + 1. A distribui¢do conjunta e densidade de y
sdo

Fo(y) = Cs(Fi(y1), Fa(y2))

fo(y) = cs(Fi(yr), Fa(y2)) f1(y1) f2(y2),

no qual dF; = f;dy;. Iremos considerar a confibialidade dada pela expressdo (2.8) para a
confiabilidade associada a Tensao Y7 e Forca Y5.
Uma amostra de n pares de observacdes de Tensao e Forga serd denotada pela matriz Y, .o =

[yij]. A verossimilhanga marginal é dada por
) = Y los fius): = 1.2
i=1
e a verossimilhanga conjunta completa
() = ilog fo(yi),  yi = (Yir, yi2)-
i=1

Iremos considerar dois métodos paramétricos de estimagdo: méxima verossimilhanga (MV)
e um método de dois estdgios de estimacdo conhecido como funcao de inferéncia para marginais

(IFM).
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2.3.1 Maxima Verossimilhanca

Vamos considerar um modelo corretamente especificado com processo de geracdo de dados
dado por fe«(y), ou seja, 8 é o (verdadeiro) valor do parimetro. Para o caso de uma ve-
rossimilhanca regular com espaco paramétrico aberto, MV € equivalente a encontrar a raiz
das equagdes escore o que € a versdo amostral do fato que E[¥(6*,y)] = 0, no qual ¥ é
o (escore) d—dimensional do vetor de derivadas (com respeito a 8) da densidade conjunta,
W (0,y) = Vglog fo(y)*

No caso (correta especificacdo e verossimilhanga bem comportada), nés podemos reduzir o

problema de MV em termos das equagdes de estimacdo as quais sao,

\Y%
D> W(0,y) = Vol(0) = | Vo l(0) | =0. (2.11)
i=1 0)

A solugdo (com respeito a @) para (2.11) é o estimador de mdxima verossimilhan¢a (EMV),
6. Sob condic¢oes de regularidade, possui distribui¢cdo assint6tica dada por
V(0 —6*) = N (0,H 'TH™),

no qual

H(0)axa = —E[V¥(6,y)]

I(O)dxd = Var [\II(H, y)] .

Usualmente, H = [ e, para uma amostra suficientemente grande, a distribui¢do amostral do
EMV ¢ dado por N (8,1 /n). Isso serd assumido a partir de agora. As estimativas 6 e I sdo

quase sempre obtidas utilizando otimiza¢do numérica para maximizar a verossimilhanca por

’Dada uma fungdo real g(¢), t € RP ,V;g denota o vetor p—dimensional de derivadas parciais (aaTgl’ cee 6879).
P
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meio de algoritmos tipo do Newton. Esse tipo de algoritmo gera, se obtiver exito, 0 maximo 0
e uma aproximacao para a Hessiana estimada como a iteragdo final nl = —nVe¥(0,Y) |y_s
conhecida como a informag¢do observada de Fisher. A informagdo esperada de Fisher avaliada
no maximo 6 também pode ser usada para estimar a variancia assintdtica , mas raramente € facil
de calcular. Note que outros tipos de algoritmos como (simples) EM ou procura estocéstica nao

geram diretamente uma aproximacao para a Hessiana, nesses casos, somente 8 € obtido.

2.3.2 Funcoes de Inferéncia para Marginais

O método de Fungdes de Inferéncia para Marginais € um procedimento de dois estdgios (Joe,

2014), no qual os EMV’s,

a; = argmax{;(a;), j=1,2,
OLjEAj

¢ inicialmente obtido, seguido pela maximizagdo da verossimilhanca completa com relagao ao

parametro da cépula, 4, com o vetor de pardmetros marginais fixos &,

6 = argmax £(0) |a—q -
€D

O estimador IFM é simplesmente 6 = (¢, 0). O método de dois estagios é mais facil de lidar
computacionalmente do que estimacao por maxima verossimilhanca em modelos multivariados.
MYV pode se tornar computacionalmente invidvel ou consumir muito tempo devido a um grande
nimero de marginais (aqui temos que lidar apenas com 2), complexidade das marginais ou da
copula ou quando existem covaridveis. IFM € uma alternativa a MV e pode ser utilizado como
boas estimativas iniciais para maximiza¢ao numérica da verossimilhanca completa. Também ¢é
conveniente para a comparagdo de diferentes copulas com o mesmo conjunto de marginais. Sua
eficiéncia, em relacdo a MV, foi examinada por Joe (2005), que adverte para a possibilidade de

perda de eficiéncia com marginais continuas e forte dependéncia.
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IFM também pode ser construido em termos de equagdes de estimacao, de maneira andloga
a (2.11). Essas equacdes sdo baseada no vetor de d derivadas parciais, I' = (g1, g2, g3), cuja a

soma € zero em dois estagios,

n Z?:l g1(a, ya)
D TO.y) = | S0, gs(0yn) | =0, (2.12)
- > i1 93(6, 1)
no qual

gi(aj,yi;) = Va,log fi(yij), =12, (2.13)

0
93(6, ;) = % log fo(y;). (2.14)

Na defini¢do de g3 poderiamos ter explicitado que fg(y) possui um componente o com
0 fixo para o, mas tal fato estd implicito porque a solucdo para (2.12) envolve trés sistemas

separados, entdo quando se soluciona g3 = 0, & j4 serd conhecido.

A distribuigdo assintdtica do estimador IFM foi estudado por Joe (2005) o qual estabeleceu,

com base em em teoria de inferéncia de funcdes, que:

V(0 —6") = N(0,V),

no qual V = B7'A(B~')’ com

A(0)axa = Var [I'(0, y)]

B(H)dxd = — E [VQF(O,y)] .

Joe (2005) mostrou que Cov(g;, g3) =0, j = 1,2, e assim, ao definir .J;;(0) e J22(€) como
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a Informacdo esperada de Fisher das estimativas marginas e J12(8) = Cov(gi, g2), temos

Ju Jiz 0
A= J{Q :]22 0
0 0 Is3

Jpi 0 0
—B=|0 Jyn 0
I3p Iz I3z
O elemento /3, € simplesmente a Ultima linha de I definida na se¢do anterior 2.3.1.

A estimagdo de V' € tipicamente feita utilizando o método de jacknife como proposto por

Joe (Joe, 2005), sem referéncia explicitas a A e B. O estimador jackknife de V//n é dado por

n

Vary (vin) = (8 —6)(6" — 6)

i=1

no qual 8% ¢ o estimador de 6 com i-iésima observagio retirada.

Aqui nés propomos utilizar um método de estimacao para a variancia sem utilizar um mé-
todo computacionalmente intensivo.

As submatrizes J;»j = Jjj(é), J = 1,2, sdo diretamente obtidas no primeiro estigio das
maximizacOes marginais via algoritmo numérico do tipo quase Newton (BFGS em particular).
A covariancia J;2(0) é estimada de forma simples por

j_ln gir — G1)(Giz — Gy’
2= ;(gzl —91)(gi2 — 92),
no qual g;; = g,(o, yij).
A parte mais complexa de calcular A e B é estimar / ( ou, mesmo, apenas a sua dltima linha)

para o estimador IFM. N6s propomos usar o método do produto externo do gradiente outer-
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product of gradients (OPG) relacionado ao algoritmo BHHH Berndt et al. (1974). E obtido

diretamente pelas equagdes de estimagcdao de MV com a estimativa do IFM,

A estimacdo acima requer o calculo de algumas derivadas:

gj = Va,log fj e ¥ =Vylog fo.

Em alguns exemplos (préximo capitulo) nés usamos derivadas analiticas e nimericas € 0s
resultados foram bastante similares. Dessa forma, nossa implementacdo computacional para
aplicagdes em geral foi baseada em derivadas numéricas. O método de Bootstrap é uma forma

alternativa para estimacgao de V.
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2.4 Intervalos de Confianca para Confiabilidade

Estudos relacionados a intervalos de confianca para modelos de For¢a e Tensdo com dependén-
cia ndo sdo tdo numerosos, em muitas publicagdes se tem o objetivo de apresentar a expressao
para o cdlculo da confiabilidade com diversas particularidades, mas com pouca atencado voltada
para questdes inferenciais o que, para aspectos praticos, limita a aplicacao de modelos de Forca
e Tensdo, pois muitas vezes as pessoas estdo mais interessadas em estimagdes intervalares sobre

uma grandeza do que uma simples estimagao pontual.

Muitos dos intervalos de confianca apresentados possuem a hipdtese de independéncia,
como por exemplo, Bai et al. (2018a) que considera que as varidveis de Forca e Tensao se-
guem uma distribui¢do de taxa de risco proporcional truncada independentes e apresenta uma
IC baseado em quantidade pivotal. Nguimkeu et al. (2014) apresenta um intervalo de confianca

considerando dependéncia, utilizando uma normal bivariada.

Os trabalhos Domma e Giordano (2012), Domma e Giordano (2013) e Gao et al. (2016)
utilizam cOpulas para incorporar estrutura de dependéncia em modelos de For¢a e Tensdo, mas
apresentam apenas estimativas pontuais.

Uma recente contribui¢cao dada por Bai et al. (2018b), sem a hipétese de independéncia, foi
apresentar um intervalo de confianga assintdtico para o estimador de maxima verossimilhanca
da confiabilidade considerando que as varidveis do problema sao dependentes, com a estrutura

de dependéncia sendo tratada utilizando a cépula Gumbel.

O IC assintotico apresentado em Bai et al. (2018b) € baseado em propriedades dos estimado-
res de maxima verossimilhanca, mas o autor ndo considera o parametro de associacao da copula
para constru¢do do intervalo. O mesmo estima o parametro de maneira semi-paramétrica e o
considera fixo para elaborar o IC.

Nesse contexto, esta secao apresenta intervalos de confianca para modelos de Forca e Ten-
sdo com cépulas considerando todos os pardmetros do modelo. Utiliza-se tanto o método de

maxima verossimilhanga completo quanto o método IFM, apresentados na sec@o anterior.
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2.4.1 Intervalos de Confianca Assintéticos para Confiabilidade

Ao considerar os resultados apresentados na se¢@o (2.3) e ao definir r(0) = Vg R(0), a varidncia

para o estimador de R € dado de forma imediata pelo método delta,

Var(R) = n"'r(6)'1(8) 'r(6), (2.15)

Var(R) = n"'r(0)'V(0)r(0). (2.16)

No qual ReR representam os estimadores de MV e IFM de R, respectivamente.

Aqui, novamente, a estimacao requer o célculo de derivadas e, para a implementacao com-

putacional, consideramos métodos numéricos.

Considerando as seguintes condi¢des de regularidade para as densidades:

1.

Observamos Y7, ..., Y,, no qual Y; ~ fp(y) sdo iid.
Os pardmetros sdo identificdveis; se 6 # ¢, entdo fo(y) # for(v).
As densidades fy(y) tem suporte comum, e fy(y) é diferencidvel em 6.

o espaco paramétrico €2 contém um conjunto aberto w do qual o valor do pardmetro ver-

dadeiro 6y € um ponto interior.

. Paracaday € Y, a densidade fy(y) é trés vezes diferencidvel com relacéo a 0, a terceira

deriva é continua em 6, e fy(y)dy pode ser diferenciado trés vezes sob sinal integral

Para qualquer 6, € (2, existe um ndmero positivo ¢ e a fungido M (y) (ambos os quais

podem depender de 6) de modo que

3

| ﬁlogfg(y) |< M(y) paratodoy € Y, 0y —c < 0 < 0y + c,

com Eg,[M(y)] < occ.

46
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Sejam Y3, ..., Y, iid fy(y), ao supor um EMV 0e que ¢(f) seja uma fungdo continua de 6,

temos

~

Va[o(0) — ¢(0)] — N(0,v(8))

no qual v(6) é a variancia de ¢(0).
O resultado apresentado acima € uma propriedade assintética dos estimadores de maxima
verossimilhanga e foi retirado de Casella e Berger (2002).

Como R € uma funcdo continua dos pardmetros, temos:

Vvn|R — R] — N(0, Var(R)),

Vvn[R — R] — N(0, Var(R)).

Assim o intervalo de confiaga assintotico para R considerando o método de maxima verossimi-

lhanca completo € dado por:

{E—Zw VarR,§+z1 VaI"R:|7
2 n 2 n
e para o método IFM:
{]:B—zw VarR7R+21 VarR]‘
2 n 2 n

no qual Var R e Var R sdo dados em (2.15) e (2.16), respectivamente, zy representa o quantil
2 de uma distribui¢do normal padrdo. No préximo capitulo iremos avaliar a performance do IC

apresentado por intermédio de simulagdes.

2.4.2 Intervalos de Confianca com a Transformacao Logito

Em muitas aplicagdes, (Barbiero, 2011), é comum a utilizacdo de transformacdes na varidvel
aleatdria a fim de estabilizar a variancia do estimador e, assim, obter intervalos de confianca

que convirjam para o coeficiente de confiaca (1 — -y) mais rapidamente. Aqui consideraremos
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uma transformagdo logito (g(R) = log(:%5)) em R, e, segundo método delta, temos:

~ 1

Var(logltO(R)) = mV&I‘(R), (217)
. 1 .

Var(logito(R)) = ————— Var(R). 2.18

(Qoito(7) = = Var() @.19)

Dessa forma, levando em consideracao propriedades assintdticas dos estimadores de ma-

xima verossimilhancga, temos o intervalo de confianca:

el eV
el +1 eV +1)
no qual L € o limite inferior e U o limite superior do seguinte intervalo de confianga para o

método MV

~

1og<1i§) £ %

e para o método IFM

2.4.3 Intervalos de Confianca com Distribuicio Beta

Supor que o estimador amostral de R, uma probabilidade (P(X < Y)), segue distribuicdo
assintdtica normal talvez seja inapropriado e pode apresentar resultados em que os limites do
intervalo de confianga sejam menores que 0 ou maiores que 1, dado que o suporte da distribui¢ao
normal € a reta real R.

Considerar que a distribui¢ao assintética do estimador de 12 possui suporte limitadoem O e 1
parece mais adequado e, dessa forma, iremos fazer um exercicio considerando que o estimador
de R segue distribui¢do Beta, tanto para o método de MV completo quanto para o IFM.

Suponha que o estimador R tenha distribui¢do amostral Beta com média R e varidncia
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~

Var(R). Distribui¢do Beta com densidade dada por:

P l1-y) L 0<y<1,a>0 >0,

(el B) = B

com esperanga

e variancia

af
(a+B)2(a+p+1)

Var[y] =

Entao, utilizando método de momentos (Casella e Berger, 2002), temos

Q

o)
Il

T:wlH

> L.
+ T
I

™ R I™ e

=)

o
Q
I

=)

tal que c = 1=

?U)‘
o
Sy

Varll) = A+ 5+ D)

ou ainda,

2

ca
(a+ca)(a+ca+1) .19)

Var(R) =

Resolvendo a expressao (2.19) calcula-se o (pode-se utilizar métodos numéricos) e, consequen-

temente, 5. A constru¢do é a mesma para o estimador IFM (R).

Com @ e 3 estimados de R\, consideramos os quantis 7 e 1 —2 de uma distribuicao Beta(,3)
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como os limites inferior e superior, respectivamente, de um intervalo de confianca (1 — ) de

R. Resultado andlogo para R.

2.4.4 Intervalos de Confianca Bootstrap

O método de Bootstrap é uma alternativa para construir um intervalo de confianca para 2. Com
uma amostra aleatdria de tamanho n de Y1 (y11,...,91,) iid € Y2 (Y21, - - ., Y2,,) iid, podemos

implementar o0 método com os seguintes passos

1. estimar os pardmetros por maxima verossimilhanca.
2. calcular R com a expressao utilizando os parametros estimados em 1.

3. gerar amostras aleatdrias bootstrap de Y; e Y5, fazendo uso de reamostragem com repo-

si¢do.
4. estimar os parametros por maxima verossimilhanca das amostras geradas em 3.
5. estimar R, (confiabilidade da amostra bootstrap b) com os parametros de 4.
6. repetir os passos 3 a 4 B vezes para obter a distribui¢io bootstrap de Rp.

7. estimar intervalo de confianca (1 — =) bootstrap de R baseado nos percentis da amostra

Ry.

50 50 50



Capitulo 3

Estudo de Simulacao

Este capitulo apresenta resultados de exercicios de simulagdo realizados com base na teoria
apresentada no capitulo anterior. O objetivo € estudar a eficiéncia assintética dos métodos MV
completo e IFM para estimacdo da confiabilidade, além dos parametros das marginais e de
dependéncia, e avaliar a cobertura e tamanho dos intervalos de confianga apresentados para

amostras grandes.

3.1 Introducao

O estudo de simulacdo foi delimitado para modelos de Forca e Tensdao com cépulas e envolve

0s seguintes passos:
1. Estabelecer os parametros das distribuicdes marginais e parametro de dependéncia.
2. Calcular R.
3. Simular n dados da cépula e marginais consideradas com os parametros expressos em 1.

4. Estimar, para os métodos considerados, os parametros das marginais ¢ de dependéncia

com a amostra de 3.

5. Calcular R com os parametros estimados em 4, para cada método considerado.
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6. Estimar os intervalos de confianga apresentados no capitulo 2 para R obtido em 5.

7. Repetir os passos 3 a 6 m vezes (nimero de simulagdes).

Consideramos n = 200 (tamanho da amostra) e m = 500 (ndmero de simulagdes) para
as simulacdes desse capitulo. A eficiéncia dos métodos serd avaliada segundo erro quadratico
médio (EQM) observado relativo. Ao denotar m como o nimero de simulagdes, 6O o valor
verdadeiro do parimetro, 9 a estimativa de (°) da i-ésima simula¢io, o EMQ observado

€ dada por EQM = w e o0 EQM observado relativo ao método MV € dado por

EQM observado para IF M
EQM observado para MV *

Dado um intervalo de confianga da i-ésima simulagdo (L%, U®), o

PR OB O S IO (L ,Uu))
EEE— .

m

tamanho médio intervalo é dado por e a cobertura

3.2 Simulacoes para Marginais Normais

Para os resultados dessa etapa, foram considerados modelos de Forc¢a e Tensdo com marginais
normais, Y7 ~ N(0,1) e Yo ~ N(1,1), e as copulas Frank, Gumbel e Clayton com diferentes

valores para os parametros de dependéncia.

Tabela 3.1: Parametros originais para realizagao das simula¢des para marginais normais.

Parametros Copulas
Frank Gumbel Clayton
0 10.00 2.00 -10.00 5.00 2.00 10.00 2.00
R 0.95 0.81 0.69 099 091 099 0.90

,Uy1 = O7Uy1 = 17#2,/2 = 170y2 =L

Os resultados, para EQM observado relativo, mostraram que o método de MV completo
apresentou EQM menor para grande maioria das estimativas dos parametros marginais. Para o
parametro de dependéncia, o método IFM apresentou EQM menor para a copula Frank e para
um caso da copula Clayton, o que ndo se configurou para os outros casos do exercicio. Em
relacdo a confiabilidade, o método MV completo se mostrou mais eficiente em todos os casos

testados, mas os resultados sugerem que os métodos possuem resultados similares quando o
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parametro de dependéncia estabelece uma dependéncia mais fraca e, para cépula Clayton com

dependéncia forte, 0o EQM do método IFM foi muito maior que o do método MV completo.

Tabela 3.2: Estimativas médias dos pardmetros para o método IFM.

Cépulas  p,, 0y [y, Oy O R
0.00 1.00 1.00 1.00 10.01 0.95
Frank  0.00 1.00 1.00 099 201  0.81
0.00 1.00 1.00 0.99 -10.03 0.69
0.00 1.00 1.00 1.00 5.00  0.99
0.00 1.00 1.00 1.00 201 091
0.00 1.00 1.00 0.99 9.79  0.99
0.00 1.00 1.00 1.00 2.00 091

Gumbel

Clayton

Tabela 3.3: Estimativas médias dos pardmetros para o método MV.

Cépulas  p,, 0y [y, Oy, O R
0.00 1.00 1.00 1.00 10.07 0.95
Frank  0.00 1.00 1.00 099 2.01 0.81
0.00 1.00 1.00 0.99 -10.08 0.69
0.00 1.00 1.00 1.00 5.02  0.99
0.00 099 1.00 1.00 201 091
0.00 1.00 1.00 1.00 10.08 0.99
0.00 1.00 1.00 1.00 202 091

Gumbel

Clayton

Para a mesma cépula, a amplitude média dos intervalos tende a ficar menor a medida que a
dependéncia aumenta e quase ndo apresentou diferenga entre os intervalos de confianga consi-
derados. Esse resultado pode ser influenciado pelo fato de R estar mais perto de 1 para depen-
déncias mais fortes com os parametros marginais considerados. Para todos os casos explorados,
os intervalos de confianca para o método de estimagdo MV completo apresentaram amplitude
média menor em relagdo ao método de estimagdo IFM. Para o mesmo método de estimagdo,
os intervalos de confianca ndo mostram grande diferenca, mas em geral o IC beta apresentou

tamanho médio menor.
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Tabela 3.4: Resultados das simulag¢oes para EQMpp/EQM .

Copulas o T(6) My Oy Py Oy O R
10 066 137 1.09 137 1.14 099 1.15
Frank 2 021 1.03 1.03 1.03 1.0l 1 1.01
-10 -0.66 128 1.12 129 1.07 0.99 1.28
0.8 1.01 1.08 1 1.05 1.01 1.14

Gumbel
0.5 1.01 1.09 1.02 1.11 1.03 1.04
0.83 1.10 1.32 1.07 133 1.03 2.57

Clayton
0.5 1.03 1.18 1 1.20 098 1.15

Depreende-se dos resultados da cobertura que todos os métodos considerados obtiveram

valores perto do nivel de confianga (1 — 7). Para a mesma cépula, método de estimagdo e

parametro de dependéncia, os IC’s mostram diferenca na terceira casa decimal. O método de

estimagdo IFM apresentou IC’s com maior cobertura e os resultados sugerem que as copulas e

grau de dependéncia alteram a cobertura do intervalo.

Tabela 3.6: Resultados das simulagdes para cobertura dos IC’s considerados para marginais

normais.
IC Frank Gumbel Clayton
o 10.00  2.00 -10.00 5.00 2.00 10.00 2.00
7(0) 0.66 021 -0.66 080 050 0.83 0.50
Normal 0.976 0.946 0.932 0.944 0.970 0.954 0.960
IFM Logit 0988 0.954 0934 0968 0.982 0.944 0.954
Beta 0.980 0.950 0934 0958 0.982 0.946 0.958
Normal 0.952 0.942 0932 0916 0.956 0.952 0.944
MV  Logit 0.944 0946 0932 0934 0.964 0.946 0.950
Beta 0.942 0944 0934 0926 0.962 0.948 0.946
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Tabela 3.5: Resultados das simulacdes para amplitudes dos IC’s considerados para marginais
normais.

IC Frank Gumbel Clayton
) 10.00 2.00 -10.00 5.00 2.00 10.00 2.00
7(9) 0.66 0.21  -0.66 0.80 0.50 0.83 0.50

Normal 0.0383 0.0938 0.0973 0.0085 0.0677 0.0145 0.0637
IFM  Logit 0.0391 0.0940 0.0971 0.0094 0.0687 0.0167 0.0644

Beta 0.0381 0.0937 0.0972 0.0084 0.0675 0.0143 0.0635

Normal 0.0316 0.0906 0.0870 0.0067 0.0591 0.0089 0.0561
MV Logit 0.0321 0.0908 0.0869 0.0071 0.0598 0.0102 0.0566
Beta 0.0315 0.0905 0.0870 0.0066 0.0590 0.0089 0.0560

3.3 Simulacoes para Marginais Gamma

Para os resultados dessa etapa, foram considerados modelos de Forca e Tensao com marginais
normais, Y7 ~ Gamma(2,1) e Yo ~ Gamma(l,1), e as cépulas Frank, Gumbel e Clayton

com diferentes valores para os pardmetros de dependéncia.

Tabela 3.7: Parametros originais das simulagdes para marginais gamma.

Parametros Copulas
Frank Gumbel Clayton
) 10.00 2.00 -10.00 5.00 2.00 10.00 2.00
R 0.054 0.201 0.320 0.004 0.096 0.024 0.110

ay, = 2.00, B,, = 1.00, at,, = 1.008,, = 1.00.

Assim como o caso de marginais normais, o0 método de MV completo apresentou EQM
menor para grande maioria das estimativas dos parametros marginais com apenas dois valores
maiores para cOpula Frank. Para o parametro de dependéncia, o método IFM apresentou EQM
menor para a copula Frank. Em relag@o a confiabilidade, o método MV completo se mostrou

mais eficiente em todos os casos testados, a menos de um caso para cépula Frank, e os resultados
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sugerem, mais uma vez, que os métodos possuem resultados similares quando o pardmetro de
dependéncia estabelece uma dependéncia mais fraca e, para copula Clayton com dependéncia
forte, também o EQM do método IFM foi muito maior que o do método MV completo. Os
resultados do EQM relativo se mostraram parecidos para marginais normais € gamma.

Tabela 3.8: Estimativas médias dos parametros para o método IFM.

Cépulas «y, By, oy By, O R

203 101 1.01 1.01 10.00 0.05
Frank 2,04 1.02 1.02 1.02 1.99 0.20
203 1.01 1.01 1.01 -10.06 0.32

204 1.02 1.02 1.03 4.96 0.00
Gumbel

203 102 1.01 1.01 2.00 0.10

204 1.02 1.02 1.02 9.76 0.02
Clayton

203 1.02 101 1.02 201 0.11

Tabela 3.9: Estimativas médias dos parametros para o método MV.

Cépulas o, By, oy By, 0 R

203 101 1.01 1.01 10.06 0.05
Frank 204 1.02 1.02 1.02 1.99 0.20
203 1.01 101 1.01 -10.12 0.32

2.04 1.02 1.02 1.03 498 0.00
Gumbel

203 1.01 1.01 1.01 201 0.10

204 1.02 102 1.02 10.01 0.02
Clayton

203 102 101 1.02 2.03 0.11

Os resultados para amplitude média foram similares aos apresentados para marginais nor-
mais. Para todos os casos explorados, os intervalos de confianga para o método de estimagao

MYV completo apresentaram amplitude média menor em relagdo ao método de estimacdo IFM.
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Tabela 3.10: Resultados das simula¢des para EQM; gy /EQ My .

Copulas 0 T(0) ay By oy By O R

10 0.66 1.13 1.12 1.16 1.08 098 1.23
Frank 2 021 099 099 1.01 1.01 1 1
-10 -0.66 1.09 1.06 1.08 1.09 096 1.19

0.8 1.02 1.03 106 1.12 1.03 1.12
Gumbel

2 05 1.06 1.06 105 1.06 1.02 1.03

10 083 1.18 135 1.12 131 1.05 2.15
Clayton

2 0.5 1.10 1.16 1.14 1.17 1 1.06

Assim como para o caso de marginais normais, os resultados da cobertura de todos os mé-
todos considerados obtiveram valores em torno do nivel de confianga (1 — ). Para a mesma
copula, método de estimacao e parametro de dependéncia, os IC’s mostram diferenca na terceira
casa decimal. O método de estimacgdo IFM apresentou IC’s com maior cobertura e os resultados

sugerem que o as copulas e grau de dependéncia alteram a cobertura do intervalo.
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Tabela 3.11: Resultados das simula¢des para amplitudes dos IC’s considerados para marginais

gamma.
IC Frank Gumbel Clayton

) 10.00 2.00 -10.00 5.00 2.00 10.00 2.00

7(9) 0.66 0.21  -0.66 0.80 0.50 0.83 0.50

Normal 0.0440 0.0958 0.0958 0.0072 0.0718 0.0225 0.0678

IFM  Logit 0.0449 0.0959 0.0955 0.0081 0.0728 0.0232 0.0684

Beta 0.0438 0.0957 0.0957 0.0071 0.0716 0.0224 0.0677

Normal 0.0363 0.0926 0.0859 0.0057 0.0613 0.0152 0.0625

MV Logit 0.0369 0.0926 0.0857 0.0061 0.0619 0.0155 0.0629

Beta 0.0362 0.0924 0.0858 0.0056 0.0611 0.0152 0.0623

Tabela 3.12: Resultados das simulacdes para cobertura dos IC’s considerados para marginais

gamma.
IC Frank Gumbel Clayton
) 10.000 2.000 -10.000 5.000 2.000 10.000 2.000
7(6) 0.660 0.210 -0.66 0.800 0.500 0.830 0.500
Normal 0950 0950  0.948 0948 0976 0.958 0.946
IFM  Logit 0.962 0.952 0952 0974 0982 0.954 0.960
Beta 0.958 0.952 0.952 0.964 0.978 0.954 0.950
Normal 0.934 0.944 0.954 0910 0.950 0.926 0.930
MV Logit 0.952 0.948 0954 0940 0950 0.946 0.942
Beta 0.938 0.946 0956 0.926 0958 0.940 0.926
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Capitulo 4

Modelos de Forca e Tensao como Medida

de Fragilidade Financeira

4.1 Introducio

O trabalho presente neste capitulo se baseou no estudo de Domma e Giordano (2012), o qual
utilizou um modelo de Forca e Tensao com varidveis dependentes como medida de fragilidade

financeira, utilizando dados de despesa e renda de familia Italianas.

Ap6s a crise financeira de 2009, aumentaram-se as preocupagdes em relagdo a manutengao
da solidez do sistema financeiro. A fragilidade financeira € um conceito importante desse con-
texto tratado por Minsky et al. (1986), antes mesmo da crise ocorrer € com base em eventos
econOmicos passados . O autor analisa a propensao a crises financeiras avaliando alguns sinais,
como por exemplo, a capacidade das entidades econdmicas de honrar suas dividas com seu
caixa operacional. O presente capitulo tem como objetivo calcular uma medida de fragilidade

financeira sugerida por Domma e Giordano (2012).

Minsky (1992) apresenta as hipéteses de instabilidade financeira e identifica que, apds pe-

riodos prolongados de bons tempos econdmicos com crescimentos estdveis, as economias capi-
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talistas possuem uma tendéncia a migrar de uma estrutura financeira baseada em hedge ! para
uma estrutura baseada em especulagao.

Eichengreen e Hausmann (1999) identificam trés relacdes entre fragilidade financeira e taxas
de cAmbio: a relacdo entre risco moral® e a utiliza¢do de taxas de cAmbio indexadas; a hipStese
do pecado original® (Original Sin Hypothesis) e a necessidade de ndo possuir taxa de cAmbio
(dolarizagdo); a 6tica de problemas de compromisso * e a utiliza¢do de taxas de cAmbio flexiveis.
Goodhart et al. (2006) apresentam um modelo para analisar a fragilidade financeira e determinar
requisitos e incentivos adequados para limitar a assun¢@o de riscos por parte dos bancos. Esses
estudos avaliam a fragilidade financeira em niveis macroeconomicos e, recentemente, se teve
pesquisas mensurando a fragilidade financeira no contexto familiar, domicilios potencialmente
mais vulnerdveis a mudangas desfavordveis no ambiente econdmico.

Brown e Taylor (2008) identificam a probabilidade das familias terem patrim6nio negativo
como medida de fragilidade financeira. Jappelli et al. (2008) avaliam a sensibilidade das dividas
familiares a choques adversos na economia, como desemprego e variagdes nas taxas de juros.
Lusardi et al. (2011) medem a fragilidade financeira avaliando a capacidade da familia saldar
uma despesa inesperada de 2000 ddélares em um més, independente da fonte de recursos. A
medida proposta por Domma e Giordano (2012) busca estimar a propensdo dos gastos familiares
excederem os recursos financeiros anuais. A ideia por trds da medida € identificar um modelo
de Forca e Tensdo na gestdo orcamentaria familiar.

O modelo identifica como varidvel aleatéria de Forga (Y3) a renda anual das familias a
qual € sujeita a uma varidvel de Tensdo, a despesa anual (Y7). Se a Tensdo exceder a Forga,
o componente ird falhar, ou seja, se os gastos anuais excederem a renda, a familia passard por

um problema financeiro que trard a necessidade de se endividar ou se desfazer de bens e, assim,

!Estrutura financeira de cobertura a qual os agentes econdmicos podem cumprir todas as suas obrigagdes con-
tratuais de pagamento com seus fluxos de caixa.

’Investidores assumem altos niveis de risco com base em garantias implicitas (p. ex. possibilidade de governos
resgatarem participantes do mercado financeiro doméstico).

3Situacdo em que a moeda nacional ndo pode ser utilizada para empréstimos no exterior ou emprestar a longo
prazo.

*Incapacidade das institui¢des financeiras lidarem com seus compromissos.
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se tornar mais vulnerdvel. Vale ressaltar que nesse contexto estamos interessados na medida
P(Y; > Y5) e ndo em P(Y) < Y3), 0 que se caracteriza apenas como uma simples alteracdo de

nomenclatura.

Os dados analisados nesta etapa tiveram como fonte a Pesquisa de Orcamentos Familiares
- POF que visa principalmente mensurar as estruturas de despesa dos gastos, dos rendimentos
e parte da variacdo patrimonial das familias brasileiras. A POF é uma pesquisa realizada por
amostragem, na qual sao investigados os domicilios particulares permanentes. A pesquisa teve
duracdo de 12 meses com inicio em 19 de maio de 2008 e término no dia 18 de maio de 2009.
Apesar da POF ser de nivel nacional, o presente trabalho analisou as familias residentes nos

estados da regido sudeste do Brasil (Sao Paulo, Rio de Janeiro, Minas Gerais e Espirito Santo).

Considerou-se como observagdo a unidade de consumo que compreende um tinico morador
ou conjunto de moradores que compartilham da mesma fonte de alimentacdo. Para varidvel
renda, considerou-se o somatorio dos rendimentos brutos monetérios dos componentes das uni-
dades de consumo, exclusive os empregados domésticos e seus parentes, acrescido do total dos

rendimentos ndo monetarios das unidades de consumo.

Considerou-se como rendimento ndo monetario a parcela equivalente as despesas ndo-monetdrias
que sdo aquelas efetuadas sem pagamento monetario, ou seja, aquisi¢ao obtida através de doa-
¢ao, retirada do negdcio, troca, producdo propria, pescado, cacado e coletado durante o periodo

de referéncia da pesquisa, disponiveis para utilizacao.

Para a varidvel consumo/despesa, considerou-se gastos anualizados com: alimentagdo, ha-
bitacdo, vestudrio, transporte, higiene e cuidados pessoais, assisténcia a saide, educagdo, recre-
acdo e cultura, fumo, servigos pessoais e, ainda, despesas diversas como cerimonias e festas por

exemplo.

Seguindo os passos expressos em Joe (2014) para ajustar um modelo de dependéncia com

copulas, como primeira etapa, identificamos candidatos para os modelos univariados.
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4.2 Distribuicoes Marginais

Na economia muitas distribui¢cdes sdo consideradas como modelos para renda, entre elas pode-
se citar distribui¢des conhecidas como a Lognormal, Pareto e Gamma. Na década de 70 foram
apresentadas duas distribui¢cdes, Dagum (Dagum, 1977) e Singh-Maddala (Singh e Maddala,
1976), que ganharam grande relevancia na drea por capturarem tanto a cauda pesada observada
em distribui¢des empiricas de renda, como a grande densidade presente em niveis mais baixos
dessa varidvel.

McDonald (1984) identifica que essas duas distribuicdes amplamente utilizadas podem ser
representadas como casos especiais da distribui¢do beta generalizada do segundo tipo (G B2).
Kleiber (1996) faz um comparagdo dessas duas distribui¢des e expde uma relagcdo entre elas
e Bandourian et al. (2002) fazem uma extensa comparagdo entre modelos paramétricos para
renda.

Dagum (1977) teve como motivagao para constru¢do do seu modelo a observa¢do empirica
da elasticidade da renda sob sua funcao de distribuicao acumulada (Kleiber, 2008) e, como re-
sultado, permite uma interse¢do com a curva de Lorenz (Gastwirth, 1971), fendbmeno observado
empiricamente em distribuicdes de renda. Bandourian et al. (2002) mostra que a distribui¢io
Dagum obteve bons ajustes, em comparagdo com outras distribui¢des, em 82 bases de dados de
renda de vérios paises.

A funcdo de densidade da Dagum é dada por

fo(y) = Bray 11 4+ Ay P71 4.1)

e sua funcdo de distribuicao dada por

Fo(y) = (1+xy™) 7, (4.2)

noqualy € RT e @ = (5, \, ) positivo. 8 e a sdo pardmetros de forma e \ de escala.
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Dada a origem da distribuicio Dagum, seus bons resultados em termos de qualidade de
ajuste (em estudos com bases de dados de renda) e alta aplicabilidade, a consideramos como
modelo para as distribuicdes marginais do modelo de For¢a e Tensdo desse capitulo, ou seja,
consideramos que tanto a renda como a despesa das familias seguem distribui¢do Dagum, pre-
servando a avaliacao da qualidade do ajuste.

As estatisticas descritivas da renda e consumo das familias, por estado residente, da amos-
tra retirada da POF sao exibidas na tabela (4.1) e indicam assimetria a direita, caracteristica
presente em dados de renda.

Tabela 4.1: Estatisticas descritivas da renda (x10~%) e consumo (x1073) anual das familias
dos estados da regido sudeste do Brasil (R$), 2008-2009.

Estatisticas Sao Paulo Rio de Janeiro Minas Gerais Espirito Santo
Renda Despesa | Renda Despesa | Renda Despesa | Renda Despesa
n 3619 3619 | 1926 1926 | 5014 5014 | 3435 3435
Minimo 1.7 0.5 0.6 0.4 0.9 0.3 0.0 0.3
Maiximo 949.8  1171.3 | 550.6 485.3 | 1406.6 712.5 | 1143.7  1110.1
Mediana 25.8 18.0 20.6 14.4 18.7 13.6 17.3 12.1
Média 39.9 30.6 36.3 26.7 31.0 24.1 28.8 22.2
Desvio Padrao | 48.3 44.7 53.7 41.1 53.2 41.7 448 40.3
Assimetria 5.5 8.5 4.9 5.1 11.7 7.4 9.5 12.7
Curtose 57.8 147.4 31.3 353 | 2156 78.8 | 164.4 266.7

Ao considerarmos os conceitos apresentados no capitulo 2 deste trabalho, estimar os pa-
rametros das marginais por MV, para os dados do estudo, envolve a solu¢do das equacdes
de estimagdo dadas em (2.11). Kleiber (2008) apresenta essas equacOes para a distribui¢do
Dagum e necessita a utilizacdo de métodos ndmericos para solucdo. Por questdes de imple-
mentacdo computacional, consideramos a utilizagdo de métodos numéricos para maximizar a

log-verossimilhanga dada por:

lo(y) = nlog(B) + nlog(\) + nlog(a) — (a + 1) Zlog(y,») - (B+1) Zlog(l + Ay; “)(4.3)

=1
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A equag@o (4.3) foi maximizada em relagdo a @ = (5, \, ) via algoritmo numérico do
tipo quase Newton (BFGS) para cada amostra de renda e consumo de cada estado considerado.

Como valores iniciais, utilizou-se varias amostras arbitrdrias e identificou-se convergéncia.

As estimativas (8 = (E, 2, a)), bem como seus erros padrdes, estdo expressos na tabela
(4.2). O teste de Anderson-Darling, que possui como hipétese nula: a amostra tem distribuicao
Dagum, ndo rejeita a hipétese nula para nenhuma marginal considerando um nivel de signifi-
cancia de 1% (dado o tamanho das amostras) indicando que a distribui¢do se ajustou bem aos

dados. Vale ressaltar que para as fases de estimacdo as varidveis foram escalonadas (x107%).

Tabela 4.2: Estimativas de Maxima Verossimilhanca, Erros Padrao, Log Verossimilhanga, AD
teste(p-valor) da renda e consumo por estado.

0 Sao Paulo Rio de Janeiro Minas Gerais Espirito Santo
Renda

B (EP) 1.86 (0.031) 2.37(0.054) 1.89(0.027) 1.27 (0.022)
h) (EP) 0.04 (0.001) 0.03 (0.001) 0.02 (0.0004)  0.03 (0.001)
a (EP) 1.82 (0.013) 1.62 (0.014) 1.79 (0.01) 1.92 (0.013)
log-verossimilhanca 29 407.9 1884.3 1421.9
AD-Teste (p-valor)  0.74 (0.526) 0.86 (0.439) 0.59 (0.66) 3.4 (0.017)
Despesa

B (EP) 1.57 (0.026) 1.81(0.041)  1.48 (0.021) 1.98 (0.034)
AEP) 0.03 (0.001) 0.02 (0.001) 0.02 (0.0004) 0.02 (0.0003)
a (EP 1.66 (0.011) 1.60 (0.014)  1.65 (0.009) 1.57 (0.009)
log-verossimilhanca 1129.3 947.7 29449 2319.7
AD-Teste (p-valor) 1.53 (0.17) 0.53 (0.714) 0.58 (0.67) 1.21 (0.263)

Para ilustrar a qualidade dos ajustes, construimos gréficos (figuras (4.1), (4.2), (4.3), (4.4))
que comparam a densidade, distribui¢ao acumulada e quantis dos valores da distribuicdo Dagum
(parametros estimados por MV) com valores empiricos. Os mesmos sugerem que a distribuicao
Dagum se ajustou bem aos dados do problema a menos de observagdes discrepantes, o que ndao
foi tratado em um primeiro momento para preservar todas as informacdes da amostra, mas pode

ser avaliado em estudos futuros.
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4.3 Dependéncia das Marginais

Seguindo os procedimentos para ajustar modelos de dependéncia com cépulas, a breve discus-
sdo presente nesta etapa pretende avaliar a estrutura de dependéncia e o comportamento das
caudas das amostra bivariadas (renda e despesa) por estado.

Joe (2014) defende a utilizacdo de gréficos scores normais para avaliar a estrutura de depen-
déncia das amostras. A aplicacdo dos gréficos de scores normal, para duas varidveis a0 mesmo
tempo, em conjunto com outras medidas pode fornecer informagdes se a estrutura de depen-
déncia € positiva (negativa), avaliar dependéncia na cauda, assimetria e existéncia de relagcdo
monotona.

Os scores normais sao calculados com base nas estimativas de MV das marginais. Dado ¢
a fungdo de distribui¢do de uma normal padrdo e ®~! sua inversa, o score normal é definidos

CcCOomao.:
o {F(/,\(yi)} |

no qual Fj € a fungdo de distribui¢do da marginal (Dagum no nosso caso) com a estimativa de
MYV de 6 e y; a i-€sima observacdo da amostra.
Um medida indicada por Joe (2014) para avaliar assimetria e dependéncia nas caudas € a

semi-correlac@o superior e inferior, definidas, respectivamente, como:

p+ = COT[Zl,ZQ|Z1 > O,ZQ > O],

p~ = Cor[Zy, Zs|Z, < 0,Zy < 0],

no qual Z; e Z, sdo os scores normais de duas varidveis aleatérias e C'or medida de de semi-
correlagdo. A versdo amostral das medidas (p™ e p~) € basicamente a correlagdo no quadrante
superior e inferior de duas varidveis apds as mesmas terem sido transformadas em scores nor-
mais. Se p* = p~ é um indicativo que distribui¢do conjunta das amostras possuem simetria nas

caudas.

69 69



cap. 4. Fragilidade Financeira §4.3. Dependéncia das Marginais

Joe (2014) deriva a expressdo exata para calcular a semi-correlagdo para uma normal biva-
riada como funcdo do parametro de dependéncia (p). Denotaremos a semi-correlacio de uma
normal bivariada como <. Se a semi-correlagdo amostral inferior (superior) for maior que g, cal-
culado com p dos scores normais, é um indicativo da presenca de dependéncia forte na cauda
inferior (superior).

Com o objetivo de avaliar a estrutura de dependéncia de renda e despesa dos estados, as
mesmas foram transformadas em scores normais e apresentadas simultaneamente em graficos

por estado, em conjunto com as medidas comentadas.

< 9 oss
0=0.83
p'=0.73
o~ 4 p =052

£despesa
0
|
£despesa

Zrenda

(a) Sao Paulo

£despesa
£despesa

Zrenda

(c) Minas Gerais (d) Espirito Santo

Figura 4.5: Gréficos de renda e despessa, por estado, apds serem transformadas em scores
normais (com as medidas de correlacdo amostral, semi-correlacao positiva e negativa amostrais
e semi-correlacdo de uma normal bivariada com correlacao dada).

Os gréficos expressos em (4.5) sugerem que, para todos os casos avaliados, existe uma
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dependéncia positiva entre as varidveis e relacio mondtona (caracteristica imprescindivel para
ajustar copulas bivariadas com um parametro de dependéncia). A forma dos grafico com os can-
tos superiores mais afinados e a semi-correlagdo amostral superior maior que a inferior (p*>p™)
sugerem assimetria nas caudas. Como as semi-correlacdes amostrais nao apresentaram valores
maiores que ¢ temos um indicativo que ndo existe dependéncia forte nas caudas.

Na proxima etapa iremos estimar o parametro de dependéncia para algumas copulas consi-

deradas e calcular as medidas de confiabilidade objetivo do capitulo.

4.4 Fragilidade Financeira das familias do Sudeste do Brasil

Para modelar a dependéncia das varidveis renda e despesa consideramos as cépulas Gaussiana,
Frank, Clayton e Gumbel. Os parametros de dependéncia foram estimados pelos método IFM,
MV e, ainda, método ndo-paramétrico (d,,,). Se as estimativas desses pardmetros apresentam
grande diferenca (relativo ao erro padrao) é um indicativo que o modelo pode ndo ser adequado.

O método ndo paramétrico citado utiliza as fun¢des de distribuicdo empiricas das marginais
para estimar apenas o parametro de dependéncia por MV, para mais detalhes veja McNeil et al.
(2005).

Como critério de comparac¢do dos modelos, utilizamos o valor da log-verossimilhanca nas
estimativas e as medidas AIC e BIC. A log-verossimilhanca tende a ser maior ou as medidas
AIC/BIC tendem a ser menores para modelos de copula em que hd uma melhor aproximagao
da estrutura de dependéncia dos dados e uma melhor aproximagdo da dependéncia nas caudas
(Joe, 2014).

Os resultados estdo exibidos nas tabelas (4.3), (4.4), (4.6), (4.5). A primeira coluna (Ref.)
expressa as estimativas de MV apresentadas na tabela (4.2), o 7 de Kendall empirico dos dados

e a medida de fragilidade financeira observada, que definimos como:

R nimero de casas que a despesa superou a renda
obs — .

numero de casas da amostra
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As outras colunas expressam as estimativas dos parametros das marginais considerando o mé-
todo MV com respectivos erros padroes, as estimativas dos parametros de dependéncia, estima-
tiva de 7 de Kendall para o pardmetro de dependéncia estimado, a confiabilidade e intervalos
de confianca para o método IFM e MV (v = 0.05%), log-verossimilhanca nas estimativas e
AIC/BIC de cada cépula considerada, além da estimativa da confiabilidade considerando inde-
pendéncia.

Pequenas diferencas entre o 7 de Kendall empirico e o tau estimado pelo parametro de
dependéncia da copula indicam boa aproximacgdo da estrutura de dependéncia dos dados. As
confiabilidades apresentadas foram calculadas utilizando a expressao (2.8).

Ao avaliar os resultados para o estado de Sao Paulo, depreende-se que os parametros das
marginais estimados separadamente ndo apresentaram diferencgas significativas aos estimados
em conjunto para as copulas Frank e Gumbel (indicativo de qualidade do ajuste), o que ndo se
configurou para as cOpulas Gaussiana e Clayton. N3o identifiou-se diferenca significativa entre
os parametros de dependéncia (estimados pelos trés métodos considerados) para as cOpulas
Gaussiana, Frank e Gumbel.

Para esse estado, a copula Frank foi a que melhor aproximou a estrutura de dependéncia
dos dados, mas foi a copula Gumbel que obteve os menores valores das medidas AIC e BIC.
Como avaliado no item anterior deste capitulo, os dados possuem assimetria nas caudas com
uma dependéncia maior no quadrante superior, caracteristica da cépula Gumbel, e, ainda, esse
modelo também aproximou bem a estrutura de dependéncia o que justifica o melhor ajuste. A
copula Clayton possui dependéncia forte na cauda inferior o que explica a falta de ajuste.

Avaliando a confiabilidade, o valor da fragilidade financeira observada ndo situa-se nos
limites de nenhum intervalo de confianca construido com base no método IFM, mas est4 nos
limites do intervalo construido com base no método de MV para a cépula Gumbel. O valor
da confiabilidade considerando marginais independentes ([2;,qcp) €videncia a necessidade de
incorporar a estrutura de dependéncia no problema.

Para o estado de Minas Gerais, os parametros das marginais estimados separadamente ou
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em conjunto nao apresentaram diferenca significativa para as cépulas Frank e Gumbel. Os para-
metros de dependéncia ndo apresentaram diferenga significativa segundo método de estimagao
para as copulas Gaussiana, Frank e Gumbel. A cépula Gumbel também foi a que melhor se
ajustou aos dados e a tnica que apresentou intervalo de confianca com a confiabilidade obser-
vada dentro dos limites considerando o método de MV, apesar da cépula Frank ter apresentado
uma melhor aproximacao a estrutura de dependéncia dos dados. Andlise semelhante pode ser
feita para o estado do Rio de Janeiro com a cépula Gumbel apresentando melhor ajuste

O estado de Espirito Santo apresentou resultados similares aos outros estados em relacao
aos parametros marginais, de dependéncia e estrutura de dependéncia. Entretanto, foi o tnico
que a confiabilidade observada ndo situa-se nos limites de nenhum intervalo construido. Outras
copulas podem ser utilizadas para tentar melhorar o ajuste, o que serd deixado para estudos

posteriores.
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Tabela 4.3: Resultados para o estado de Sao Paulo.

Parametros  Ref. Gaussiana Frank Clayton Gumbel
Brenda 1.86  1.22(0.068)  1.77(0.141)  0.65(0.033)  2.21(0.158)
Arenda 0.04  0.05(0.003)  0.05(0.003)  0.12(0.007)  0.03(0.002)
renda 1.82  2.02(0.043)  1.77(0.041)  232(0.060)  1.74 (0.034)
Bespesa 157 1.09(0.059)  145(0.109)  0.56(0.029)  1.73(0.112)
Adespesa 0.03  0.04(0.002)  0.04(0.003)  0.09(0.005)  0.03(0.002)
Otespesa 1.66  1.84(0.040)  1.62(0.040)  2.17(0.059)  1.62(0.033)
O 0.83 9.38 1.81 2.637
8ifm 0.83(0.003)  9.19(0.160)  1.83(0.039) 2.7 (0.035)
Snrv 0.84 (0.005)  9.53(0.193)  2.92(0.096)  2.72(0.048)
Tifm 0.65 0.62 0.64 0.48 0.63
Tuv 0.63 0.65 0.59 0.63
Rim 0.239 (0.006)  0.225(0.006)  0.269 (0.005)  0.224 (0.007)
[Cifm 0205 [0.228 -0.251] [0.213-0.237]  [0.26-0.278]  [0.21 - 0.238]
Ry 0.238 (0.006)  0.229 (0.006)  0.245 (0.006)  0.216 (0.006)
ICyy [0.227-0.249]  [0.218-0.24] [0.233-0.257] [0.204 - 0.227]
log-vero 3559.2 3537.8 3096.5 3645.6
AIC -7104.4 -7061.7 -6178.9 -72717.6
BIC -7061.0 -7018.3 -6135.6 -7233.8
Rindep 0.38
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Tabela 4.4: Resultados para o estado de Minas Gerais.

Parametros Ref. Gaussiana Frank Clayton Gumbel
Brenda 1.89  1.27(0.062)  1.84(0.123)  0.76(0.034)  2.13(0.126)
Arenda 0.02  0.03(0.001)  0.03(0.002)  0.05(0.003)  0.02(0.001)
Crenda 179 1.98(0.0360)  1.73(0.034)  2.17(0.045)  1.73(0.029)
Bespesa 148  1.07(0.050)  1.43(0.090)  0.64 (0.028)  1.63(0.088)
Adespesa 0.02  0.03(0.001)  0.03(0.001)  0.04(0.002)  0.02(0.001)
Odespesa 1.65  1.81(0.034)  1.60(0.034)  2.03(0.045)  1.59(0.028)
Snp 0.79 8.06 1.53 2.408
8ifm 0.79 (0.003)  8.01(0.122)  1.53(0.031)  2.42(0.027)
Sarv 0.80 (0.005)  8.30(0.148)  2.35(0.070)  2.44(0.036)
Tifm 0.60 0.58 0.60 0.43 0.59
vV 0.59 0.61 0.54 0.59
Rifm 0.269 (0.005)  0.253 (0.006)  0.292 (0.004)  0.256 (0.006)
ICim 024 [0.259-0.28] [0.242-0.264]  [0.283-0.3] [ 0.244-0.268]
Ry 0.269 (0.005)  0.254 (0.005)  0.271 (0.005)  0.247 (0.005)
ICyy [0.259-0.279] [0.244-0.264] [0.261 -0.281 [0.237 - 0.257]
log-vero 7311.7 7302.5 6695.4 7445.1
AIC -14609.4 -14591.0 -13376.8 -14876.3
BIC -14563.7 -14545.4 -13331.2 -14830.6
Rinde 0.39
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Tabela 4.5: Resultados para o estado do Rio de Janeiro.

Parmetros  Ref. Gaussiana Frank Clayton Gumbel
Brenda 237 139(0.107)  2.26(0.251)  0.86(0.065)  2.43(0.236)
Arenda 0.03  0.04(0.003)  0.03(0.003) 0.08(0.006)  0.03(0.002)
Orenda 1.62  1.83(0.050)  1.56(0.045) 191(0.062)  1.62(0.041)
Bespesa 1.81  1.25(0.092)  1.77(0.176)  0.69 (0.046)  1.90 (0.158)
Adespesa 0.02  0.03(0.002)  0.03(0.002) 0.05(0.005)  0.02(0.002)
Otespesa 1.60 1.76(0.049)  1.54(0.046)  1.95(0.064) 1.57 (0.04)
S 0.799 8.67 1.62 2.54
8ifm 0.79 (0.004)  8.68(0.199)  1.60 (0.050)  2.55(0.044)
Sarv 0.80 (0.008)  8.98(0.252)  2.61(0.122)  2.56(0.061)
Tifm 0.6 0.58 0.63 0.44 0.61
Ty 0.59 0.64 0.57 0.61
Rifm 0.271 (0.008)  0.246 (0.009)  0.293 (0.007)  0.244 (0.009)
ICifm 0221 [0.256-0.287]  [0.229-0.263]  [0.28 - 0.306]  [0.226 - 0.262]
Rarv 0.268 (0.008)  0.244 (0.008)  0.264 (0.009)  0.237 (0.008)
ICuv [0.252-0.284]  [0.228-0.26] [0.247-0.28] [0.221 - 0.253]
log-vero 2343.149 2389.356 2109.696 2446.432
AIC -4672.298 -4764.712 -4205.392 -4878.864
BIC -4633.356 -4725.77 -4166.45 -4839.922
Rindep 0.39
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Tabela 4.6: Resultados para o estado de Espirito Santo.

Pardmetros  Ref. Gaussiana Frank Clayton Gumbel
Brenda 127 0.89(0.041) 1.21(0.071)  0.67(0.033)  1.33(0.070)
Arenda 0.03  0.03(0.002) 0.03(0.002)  0.05(0.003)  0.03(0.002)
Orenda 1.92  2.16(0.045) 1.90(0.043)  2.24(0.053)  1.89(0.037)
Bespesa 1.98  1.29(0.082) 1.85(0.151)  0.90(0.055)  1.81(0.126)
Adespesa 0.02  0.02(0.001)  0.02(0.001)  0.03(0.002)  0.02(0.001)
Qdespesa 1.57  1.74(0.039)  1.52(0.036)  1.80(0.045)  1.62(0.034)
Snp 0.72 6.43 1.12 2.11
8ifm 0.72 (0.006)  6.51(0.138)  1.08 (0.034) 2.09 (0.03)
Sarv 0.73 (0.008)  6.74 (0.157) 1.70 (0.07)  2.09 (0.036)
Tifm 054 0.51 0.54 0.35 0.52
vV 0.52 0.55 0.46 0.52
Rifm 0.305 (0.006)  0.284 (0.007)  0.325(0.006)  0.291 (0.007)
ICifm 026 [0.292-0.317] [0.27-0.297] [0.314-0.336] [0.278 - 0.305]
Rarv 0.302 (0.006)  0.283 (0.006)  0.305 (0.007)  0.275 (0.006)
ICyv [029-0315] [0.27-0.296 [0.292-0.318] [0.262 - 0.288]
log-vero 5021.396 5038.251 4534.991 5156.707
AIC -10028.792  -10062.502 -9055.982 -10299.414
BIC -9985.8 -10019.51 -9012.99 -10256.422
Rindep 0.38
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4.5 Conclusao

Este capitulo abordou de maneira geral toda a teoria apresentada no trabalho. Conseguimos
aplicar um modelo de For¢a e Tensdo para avaliar a fragilidade financeira das familias residen-
tes na regido sudeste do Brasil, ndo apresentando apenas estimativas pontuais como, também,
intervalares, uma evolug¢do em comparagao ao estudo utilizado como base (Domma e Giordano,
2012).

Estimamos que a probabilidade da despesa anual das familias de Sdo Paulo ultrapassarem
a renda anual é 21.6%(£1.2%), para familias do Rio de Janeiro é 23.7%(£1.6%), as de Minas
Gerais 24.7%(+1%) e as do Espirito Santo 27.5%(+1.2%).

Ao comparar os limites dos intervalos de confianca, identificamos que o estado de Espirito
Santo possui domicilios potencialmente mais vulnerdveis a mudancas desfavordveis no ambi-
ente econdmico do que os domicilios do estado de Sdo Paulo e Rio de Janeiro, assim como os
domicilios de Minas Gerais estdo mais vulneraveis que os de Sao Paulo.

Assumir independéncia entre a despesa e renda anual das familia € inapropriado, a diferenca
entre os valores da confiabilidade apresentados na tabela (4.7) corroboram a afirmacdo. A tabela
citada foi construida com base nos resultados da etapa anterior considerando a cépula Gumbel
para estimacdo de RR,;y, dado que foi a que apresentou melhor ajuste para todos os estados

(AIC/BIC).

Tabela 4.7: Fragilidade Financeira das familias residente nos estados do Sudeste do Brasil.

Parametros Sao Paulo Rio de Janeiro ~ Minas Gerais  Espirito Santo
Rops 0.205 0.221 0.24 0.26
Rindep 0.38 0.39 0.39 0.38
Ry 0.216 0.237 0.247 0.275
ICyy [0.204 - 0.227} [ 0.221 - 0.253] [0.237 - 0.257] [ 0.262 - 0.288}

Domma e Giordano (2012) cita como possivel evolug¢ao do estudo a avaliacdo temporal da
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medida proposta, bem como utilizacdo de covaridveis para explicar a fragilidade financeira,
duas questdes pertinentes também para nosso trabalho.

Utilizamos cépulas especificas para o exercicios €, mesmo que tenham apresentado bons
ajustes, a avaliacdo com outras copulas pode ser considerada. Algumas cépulas que possuem
dois parametros de dependéncia detém caracteristicas que podem melhorar os ajustes apresen-
tados e toda a teoria apresentada no capitulo (2) pode ser generalizada para esse caso.

Aqui fizemos uma aplicacdo com os estados do sudeste do pais, uma préxima etapa natural
¢ estimar a medida proposta para outros estados e poder fazer uma comparagao a nivel nacional.
A inclusdo de possiveis varidveis explicativas pode auxiliar a avaliacdo do comportamento da

medida.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

A extensdo deste trabalho abordou em diversos aspectos os modelos For¢a e Tensao. Esses tipos
de modelos possuem grande aplicabilidade e flexibilizam questdes envolvidas na comparagdo
de duas varidveis aleatérias. Ja foram alvo de muitos estudos, os quais avaliaram o tema em
diferentes momentos e detalhes. Acreditamos que conseguimos fazer uma breve contribui¢cao
para a drea propondo métodos de estimacao intervalares.

A medida R = P(X < Y) possibilita a comparag¢do de duas varidveis aleatérias sem
utilizar apenas medidas de localizacdo. Em geral, o método de estimacgao utilizado € MV e
alguns resultados conhecidos na literatura em relag@o a conceitos inferenciais para se estimar R
com algumas distribui¢des conhecidas foram apresentados.

Apresentamos uma breve revisdo sobre copulas e conseguimos abordar de maneira geral
a aplicacdo da teoria em modelos de Forca e Tensdo. Com base na teoria desenvolvida por
Joe (2005), conseguimos apresentar métodos de estimacgdo intervalares para confiabilidade uti-
lizando tanto o método estimagao FIM quanto MV.

A aplicacdo utilizou um modelo de For¢a e Tensdo com varidveis dependentes para avaliar
a fragilidade financeira das familias residentes na regido sudeste do Brasil, ndo apresentando
apenas estimativas pontuais como, também, intervalares.

Os intervalos de confianga apresentados para modelos de Forca e Tensdo com cépulas sdo

81



cap. 5. Consideragoes finais $.0.

todos assintéticos, esses 0s quais supdem amostras relativamente grandes. Avaliar as proprie-
dade dos mesmos em amostras menores se faz necessdria para utilizacdo em aplicacdes dessa
caso.

A construgdo de toda a teoria presente na parte 2.3 com covaridveis nos parece desafiadora,
bem como a aplicacdo da mesma em modelos de For¢a e Tensao com multicomponente.

Uma outra contribui¢cdo dada por Kotz e Pensky (2003) é a fundamentacdo de modelos
de Forca e Tensdo sob uma perspectiva Bayesiana, tema que nos parece pertinente avaliar em
estudos futuros incorporando dependéncia.

De maneira geral, o presente trabalho explorou métodos de estimacdo que incorporam teo-
ria de copulas para R, de tal forma, propds intervalos assintéticos utilizando propriedades do

estimadores de maxima verossimilhanga.
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