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Resumo

O presente trabalho apresenta um modelo bidimensional nao-compensatorio da teo-
ria da resposta ao item para lidar com nao-respostas intencionais em testes com itens
dicotomicos. Uma dimensao fornece informagoes sobre o comportamento de omissao, cha-
mado de propensao a responder, enquanto a outra dimensao esta relacionada a habilidade
do individuo. O modelo ¢é ajustado aos dados de um exame do tipo high stake (alto risco)
feito por 10.822 estudantes do ensino médio que participaram do programa de avaliacao
seriada da Universidade de Brasilia em 2008. Nesse tipo de exame ha grande incidéncia
de nao-respostas devido a particular forma de corregao, em que uma resposta errada anula
uma resposta correta. A estimagao dos parametros dos itens (dificuldade e discriminagao)
foi feita via Maxima Verossimilhanca Marginal. A proficiéncia e a propensao do candidato
foram estimadas pelo método da Esperanca a Posteriori. Na andlise de ajuste dos dados
ao modelo foi utilizada a medida de distancia de Bhattacharyya como uma alternativa a
medida quiquadrado. Em geral, as frequéncias observadas de acerto foram inferiores as
suas respectivas frequéncias esperadas. Mesmo assim, 40 itens se mostraram aderentes ao
modelo ajustado. Observou-se que os candidatos menos proficientes sao menos propensos
a responder de forma erronea, pois tendem a deixar a resposta em branco. Isso sugere
que a decisao de responder ou nao seja mais importante do que a decisao de responder
corretamente ou nao. Dessa forma, este trabalho mostra que a resposta em branco deve
ser tratada como uma informacao nao ignoravel, e que nao tem relagao apenas com a
proficiéncia do candidato, mas também com as caracteristicas dos itens e o trago latente
propensao a responder.

Palavras-chave: Teoria da Resposta ao Item; Nao-Resposta; distancia de Bhatta-

charyya; teste high-stake






Abstract

The present work introduces a two-dimensional non-compensatory model of Item Res-
ponse Theory to deal with intentional non-responses in tests with dichotomous items. One
dimension provides information about the behavior of omission, called the propensity to
respond, while the other dimension is related to the ability of the individual. The model is
adjusted to the data of an examination of the type high stake made by 10.822 students of
high school who participated in the program of Evaluation of the University of Brasilia in
2008. In this type of examination there is a large incidence of non-responses by its particu-
lar form of correction, in which a wrong answer negates a correct answer. The estimation
of the items parameters (difficulty and discrimination) was made via maximum Marginal
likelihood. The candidate’s proficiency and propensity were estimated by the expected a
posteriori method. In the analysis of the adjustment of the data to the model was used the
measure of distance of Bhattacharyya as an alternative to the chi-squared measure. In ge-
neral, the observed frequencies of the hit were lower than their expected frequencies. Even
so, 40 items have shown themselves adhering to the adjusted model. It has been observed
that less proficient candidates are less likely to respond erroneously because they tend to
leave the answer blank. That suggests that the decision to respond or not to respond is
more important than the decision to respond correctly or not. In this way, this work shows
that the blank answer should be treated as non-ignorable information, and that it is not
only related to the candidate’s proficiency, but also to the characteristics of the items and
the latent trace propensity to respond.

keywords: Item response theory; Non-response; Distance from Bhattacharyya; High-

stake test
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Capitulo 1

Introducao

Identificar as habilidades cognitivas de um individuo, representado-as quantitativa-
mente na forma de uma pontuacao numérica confidvel constitui um dos objetivos das ava-
liagoes educacionais e psicoldgicas (Erguven| 2013). Para isso, instrumentos psicométricos
tém sido propostos para a construcao de escalas métricas relativas a caracteristicas indi-
viduais intangiveis como a inteligéncia, os tragos de personalidade, os estados emocionais,
as aptidoes e —em avaliagoes educacionais — a proficiéncia e a habilidade na mobilizacao
de conhecimentos para solucionar problemas. Tais caracteristicas pessoais que nao podem
ser observadas diretamente denominam-se varidveis latentes (Baker 2001).

Entre os métodos estatisticos existentes para a modelagem de variaveis latentes encontram-
se a analise fatorial exploratéria e a confirmatoria, os modelos de equacao estrutural e a
teoria da resposta ao item (Beaujean, 2014; Finch e French, [2015)). Em particular, o inte-
resse deste trabalho diz respeito aos modelos da teoria da resposta ao item (TRI) aplicados
em avaliacoes em larga escala no Brasil.

A TRI é uma abordagem para a analise de variaveis latentes, na qual as propriedades
dessas variaveis sao descritas a partir das respostas de um grupo de examinandos a um
conjunto de itens (teste). Nessa perspectiva, considera-se que cada examinando possua
um ou mais tracos latentes, de modo que esses tracos se relacionem com a probabilidade
de acerto a determinado item do teste. Portanto a TRI descreve a relacao entre a proba-
bilidade de um examinando dar uma resposta correta a um item, as caracteristicas desse
item (como sua dificuldade), os tragos latentes (habilidades ou proficiéncia) desse sujeito
(Andrade et al., [2000).

A teoria do trago latente foi introduzida por |Lord| (1952)) em sua tese de doutorado.

Em seguida, |Birnbaum, (1957)) escreveu uma série de relatérios técnicos sobre modelos
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logisticos e estimativas de parametros dos modelos (Birnbaum) 1957, 1958). |[Rasch| (1960)
publicou seu livro propondo véarios modelos de resposta ao item. Baker| (1961) tratou
comparacao empirica entre as fungoes logistica padrao e ogiva, enquanto Lord e Novick
(1968)), e|Wright| (1968)) trabalharam em modelos para dados dicotomicos. Samejima; (1968)
propo6s modelo para resposta graduada politomica. |Andrade et al.| (2000) foram os pioneiros
na apresentacao da TRI para a comunidade estatistica nacional.

De fato, durante as ultimas décadas, a avaliagao educacional tem sido enriquecida
com a aplicacao da TRI para o desenvolvimento de testes educacionais. A combinagao de
avangos metodoldgicos e softwares cada vez mais poderosos tém aumentado a aplicabilidade
e o interesse de pesquisadores para tal metodologia. A TRI oferece uma alternativa a
Teoria Classica dos Testes (TCT), que por muitos anos foi a metodologia dominante no
desenvolvimento de testes educacionais. Mas devido a suas limitagoes, como a de nao
permitir comparar o desempenho de estudantes em testes diferentes (Pasquali e Primi,
2003), a TRI obteve mais espago ao lado da TCT. Na TRI é possivel separar os aspectos
caracteristicos do item (como sua dificuldade) da proficiéncia de cada examinando, além
de possibilitar o acompanhamento do desempenho de individuos ao longo do tempo.

Para as avaliacoes educacionais em larga escala no Brasil, em particular, a TRI tem sido
usada pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP)
desde 1995 no Sistema de Avaliacdo da Educacao Basica (SAEB). Mas sua aplicacao para
essa finalidade ganhou destaque no Brasil a partir de 2009 quando ela foi adotada pelo
INEP para o ENEM, Exame Nacional do Ensino Médio (INEP, 2012). Atualmente, outros
programas avaliativos a utilizam, como o Sistema de Avaliagdo do Rendimento Escolar de
Estado de Sao Paulo (SARESP) e a Avaliacdo Nacional do Rendimento Escolar (Prova
Brasil). Entre outros exemplos internacionais, a TRI é utilizada pela avaliacao Pisa (Pro-
gramme for International Student Assessment, desde 2000) e o Toefl (Test of English as a
Foreign Language, desde 1978).

Na pratica, na maioria dos casos sao considerados modelos unidimensionais, aqueles que
se restringem a um unico traco latente. Nesse caso, postula-se que todos os itens de teste
avaliam uma tunica habilidade ou caracteristica do examinando. Segundo Reckase (2009)
esta suposicao é atendida quando todos os itens de teste medem a mesma capacidade
subjacente composta e os examinandos usam somente essa habilidade para responder ao

teste. Esta suposi¢ao pode ser questionavel, dado que alguns itens exigem a mobilizacao de
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multiplas habilidades para se alcancar uma resposta correta. Assim, como extensoes dos
modelos univariados, os modelos multidimensionais de Teoria de Resposta ao Item (TRIM)
pressupoem que os itens sejam construidos em diferentes dominios, e que os instrumentos
sejam projetados para medir varias dimensoes dessas construgoes.

Uma dessas dimensoes diz respeito a ndo-respostas (missigness) causadas pelas es-
tratégias adotadas pelos examinandos, e os propositos para os quais se aplicam o teste.
Por isso é importante fazer a distingao entre avaliacao educacional e processo seletivo.
No segundo caso, o interesse maior do examinador consiste em discriminar os candidatos
mais proficientes. E a competicao proporciona, provavelmente, efeitos devidos a estratégias
diversas utilizadas pelos candidatos para a apresentacao das respostas. Por exemplo, en-
quanto o chute é uma recomendacao para o caso de um candidato nao saber responder
a determinado item de uma prova do ENEM (INEP, 2012), para a prova do PAS/UnB a
recomendagao seria deixa-lo em branco (Cebraspe, 2016).

Nesta dissertacao, o foco se concentra no segundo caso, em que se considera a resposta
em branco como uma informagao nao ignoravel, em que se discute que uma avaliagao edu-
cacional que remete a um processo seletivo constitui situagao especial. Dependendo da
percepcao do examinando sobre a sua capacidade de responder ao item, ele pode deixar
de respondé-lo intencionalmente. Em parte, sem divida, a nao-resposta se relaciona com
a baixa proficiéncia do respondente sobre o contetido em questao. Mas também é possivel
que outro respondente, com proficiéncia mais elevada, seja impelido a nao responder por
motivos diversos. Embora nao seja objeto deste trabalho, a existéncia de um traco la-
tente relacionado a esse fenémeno abriria portas, por exemplo, para futuras investigagoes
comportamentais (Evans, |2008; |Da Silva et al., 2015).

Partindo-se da premissa de que o respondente possua um trago latente que represente
sua propensao a responder ou nao a um item que verse sobre determinado assunto, e que
ele adote uma estratégia para responder ou nao com base nesse traco latente, este trabalho
propoe a desenvolver um modelo que permita extrair informagoes proporcionadas pelo
siléncio dos examinandos. Assim, por exemplo, seria possivel avaliar a qualidade de um
item nao apenas com base na probabilidade de acerto, mas também pela probabilidade de
ele nao ter sido respondido.

Uma possivel abordagem consiste em utilizar um modelo que seja fungao de um traco

latente bivariado (0y; 05), em que 6 representa a proficiéncia do individuo e 6; diz respeito
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a sua propensao em apresentar uma resposta. Esse tipo de modelagem permite que as
nao-respostas sejam incorporadas a analise, proporcionando informagoes relevantes acerca
da avaliagdo educacional. Essa linha foi introduzida por Knott et al.| (1990) e |Albanese e
Knott (1992), e seguida por diversos autores (e.g, Knott e Tzamourani, |1997; [Bartholomew
et al., [1997; |O’Muircheartaigh e Moustaki,1996, [1999; Moustaki e Knott], 2000; [Moustaki e
O’Muircheartaigh) 2000, |2002)). Outra perspectiva de modelagem proposta por Holman e
Glas (2005), que se baseia na modelagem da distribuigao conjunta dos tragos latentes e das
caracteristicas dos itens, foi considerada por outros autores (e.g., (Glas e Pimentel, 2006;
Pimentel, 2005; Rose et al., 2010; Bertoli-Barsotti e Punzol, 2013). Santos et al. (2016)
apresentam uma extensao do modelo de|Holman e Glas| (2005)) para o caso multidimensional
sob a perspectiva bayesiana.

Em nosso caso particular, a avaliacao educacional também constitui processo seletivo,
de modo que uma nao-resposta deva ser computada como uma resposta errada (INEP,
2012). Embora autores como |[Rose et al. (2010) questionem essa pratica por conta dos
vicios na estimacao da proficiéncia dos examinandos, tem-se na literatura que o ambiente
competitivo (de processo seletivo, por exemplo), por si s6, proporcionaria vicio na produgao
dos préprios dados (e.g., Abdelfattah, 2007} Lievens et al., 2009). Por isso, aqui, em vez de
vicio, presume-se haver distin¢ao entre uma proficiéncia do examinando em um ambiente
avaliativo nao competitivo com aquela observada em um processo seletivo. Este trabalho
propoe um modelo alternativo dependente de tracos latentes e das caracteristicas do item,
que considere a possibilidade de haver dois tipos de respostas erradas: a que foi apresentada
de forma divergente do gabarito oficial e a que foi omitida.

O restante desta dissertacao se organiza da seguinte maneira. O Capitulo [2| apresenta
uma breve revisao da literatura acerca dos modelos logisticos unidimensionais e multi-
dimensionais da TRI, restringindo-nos ao caso das respostas dicotomicas.

O Capitulo |3| descreve o modelo para a nao-resposta intencional, em que se considera
uma estrutura hierdrquica: primeiro o candidato decide se responde ou nao responde; e
depois, caso ele responda, o resultado ¢é classificado como certa ou divergente do gabarito
oficial. Esse modelo baseia-se em probabilidades condicionais descritas por uma com-
binacao de modelos logisticos de dois parametros. Como resultado, obtém-se uma curva
caracteristica bidimensional, em que a dimensao 1 representa a propensao de um individuo

apresentar resposta divergente contra a possibilidade de ele deixar a resposta em branco; e
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a dimensao 2 denota a proficiéncia do individuo sobre determinado assunto, sob um ambi-
ente competitivo. Anstes, porém, uma breve discussao sobre a tipologia da nao-resposta se
encontra na Secao (3.2, e a Secao aborda sobre as possiveis dinamicas relacionadas com
o objeto do estudo, em que se distingue uma avaliagao de baixo grau competitivo (baixo
risco, low-stakes) com outra de alto risco (alto grau competitivo, high-stakes).

Para se avaliar a aderéncia de um item ao modelo proposto, o Capitulo 4| sugere a
utilizacao da distancia de Bhattacharyya como uma alternativa para o coeficiente x? e
apresenta um método sequencial para a estimacao das proficiéncias a partir de itens ja ca-
librados. Um exemplo ilustrativo acerca da aplicagao dos métodos propostos se encontra
no Capitulo [f, considerando parte dos dados da prova da 3* etapa do Programa de Ava-
liagdo Seriada da UnB (PAS/UnB) realizada em 2008. Finalmente, o Capitulo [f] apresenta

uma conclusao deste trabalho.
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Capitulo 2

Alguns modelos e questoes pertinentes a teoria da

resposta ao item

2.1 Introducao

Evidentemente, a elaboragao de um bom instrumento de avaliacao educacional requer
itens de boa qualidade. Para essa avaliacao, os instrumentos psicométricos sao fundamen-
tais e este capitulo se propoe a fazer uma breve revisao sobre a teoria da resposta ao item
(TRI). Antes, porém, como um contraponto, iniciaremos com a teoria classica dos tes-
tes (TCT), também conhecida como teoria classica da medida, introduzida por [Spearman
(1904).

Essencialmente, a andlise classica se fundamenta em propriedades psicométricas dos
itens obtidas com base no escore total (T), na contagem das respostas corretas dadas por
cada examinando a um conjunto de itens. Com base no escore T obtém-se parametros
descritivos dos itens que ajudam a explicar a distribuicao das respostas apresentadas pelos
respondentes (Borgatto e de Andradel 2012).

Entre os principais parametros destacam-se o indice de dificuldade (fracdo dos exami-
nandos que apresentaram respostas corretamente); e o indice de discriminacao (capacidade
de a cobranca proposta no item diferenciar os respondentes de maior habilidade dos de-
mais, sendo medida pela diferenca entre a proporcao de acertos do grupo de examinandos
que apresenta os maiores escores e a do grupo com os menores escores). Segundo Pasquali
(2009), a TCT tem como principal interesse produzir testes de qualidade, e seu foco nao é o
trago latente do individuo e sim o seu comportamento. Em geral, o modelo é especificado,

simplesmente, na forma linear
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Tj:v}—{'Eﬁ (2'1>

no qual 7Tj representa o escore bruto do individuo j; V; denota uma funcao dos escores
esperados do individuo j; e E; representa o erro aleatério, tendo supostamente média nula.

A estimacao de parametros dos modelos na TCT é conceitualmente simples, reque-
rendo geralmente suposigoes minimas. No entanto, [Klein| (2013)) lista algumas limita¢oes
dessa metodologia, como, por exemplo, (i) a dependéncia entre os parametros descritivos
dos itens e o perfil do grupo de examinandos submetidos ao teste; (ii) dependéncia en-
tre os escores do teste e as caracteristicas dos itens apresentados aos examinandos; (iii)
impossibilidade de se fazer comparacoes entre proficiéncias de individuos que realizam pro-
vas distintas; (iv) inexisténcia de resultados referentes ao desempenho de um examinando
relativo a certo item.

Devido a essas limitacoes da TCT, a TRI preencheu o vacuo no meio educacional, e hoje,
a TCT e a TRI sao considerados métodos que se complementam (Borgatto e de Andrade,
2012).

Enquanto os modelos de TCT consideram os resultados com base na relacao linear entre
o escore esperado e observado, a TRI modela a probabilidade de acerto de um examinando
a certo item do teste, levando-se em consideragao as caracteristicas do item (isto é, os
seus parametros) e os tragos latentes desse examinando que representem suas habilidades
(ou proficiéncias) acerca da cobranga proposta nesse item. Um aspecto marcante dessa
metodologia ¢ a possibilidade de se construir uma escala avaliativa comum, o que permite
comparar os resultados dos examinandos mesmo que eles respondam a itens diferentes.
Com respeito a taxonomia dos modelos da TRI, eles dependem basicamente de trés fatores
(Andrade et al., 2000): (i) da natureza do item — podendo ser dicotoémico ou politdémico;
(ii) do nimero de populagdes envolvidas — uma populacao ou mais; (iii) e da quantidade
de tracos latentes que esta sendo avaliado — um traco latente ou mais.

Em relacao ao primeiro fator, a TRI permite especificar diferentes modelos dependendo
dos niveis de resposta em consideracao. Por exemplo, os itens dicotomicos sao aqueles que
possuem dois estados possiveis (1 = certo ou 0 = errado). Ja os itens politomicos possuem
mais de dois niveis de resposta, podendo ser ordenaveis ou nao ordenaveis. Por exemplo, as
opcoes de resposta, 1 = discordo completamente, 2 = discordo um pouco,..., 5 = totalmente

de acordo constituem um exemplo de escala ordinal.
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No que diz respeito ao segundo fator, |Andrade et al.| (2000) ressaltam que, em avalia¢do
educacional, as caracteristicas de uma populacao variam dependendo do objetivo do estudo,
sendo definidas pelo préprio desenho da amostragem em que se identifica quantas (e quais)
populagoes devem ser consideradas.

O terceiro ponto, quando apenas uma habilidade afeta as respostas assume-se unidi-
mensionalidade do trago latente. Por outro lado, caso seja necessaria a mobilizacao de
dois ou mais tragos latentes para se responder corretamente aos itens propostos, tem-se
um espac¢o multidimensional de tragos latentes.

Nesta dissertacao nos restringiremos aos modelos para testes constituidos por itens
dicotomicos, aplicados para dois tragos latentes relacionados com a nao-resposta.

A seguir, na Segao , apresentaremos o modelo (unidimensional) logistico de trés
parametros (ML3P). A Segao aborda sobre os modelos logisticos multidimensionais na
perspectiva de Reckase| (2009).

2.2 Modelo Logistico Unidimensional de Trés Parametros -ML3P

Considere um grupo de n examinandos submetidos a um teste constituido por I itens
de natureza dicotomica. Para cada examinando j com traco latente (habilidade ou pro-
ficiéncia) 6; que responda ao item 7, define-se o0 ML3P como uma funcao de probabilidade

representada como (Andrade et al., [2000)

1
1 + exp{—Dai(Hj — bz)}

com? = 1,2...1, e j=1,2..n, em que U;; ¢ uma varidvel indicadora que assume valor

igual a 1 caso o individuo j responda corretamente ao item %, ou 0 caso contrario; a; é o
parametro de discriminagao ou de inclinagao do item 4; b; é o parametro de dificuldade (ou
posigao) do item i; ¢; denota o parametro de acerto casual (probabilidade do individuo j
com baixa habilidade 6; responder corretamente ao item 4); e D é um fator de escala, que,
ao longo do restante desta dissertacao, assume valor unitario.

A funcao de probabilidade definida em é chamada de curva caracteristica do item,
cujas formas sao exemplificadas na Figura 2.1l O parametro b; ajusta a locagao da curva
de crescimento. Para que a probabilidade de acerto seja superior a 0,5, basta que o exami-

nando j possua ¢; superior a b;. Assim, a medida que b; aumenta, maior serd a exigéncia
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sobre o examinando. Por isso b; representa a dificuldade do item. Como b; — 6 representa
um desvio, tanto b; como 6; se definem na mesma escala.

O parametro a; reflete o grau em que um item pode discriminar entre examinandos com
altas e baixas habilidades 6. Valores positivos altos indicam maior poder de discriminacao,
ou seja, proporciona uma curva que permite separar melhor os individuos com 6 abaixo
do parametro b; daqueles que possuem habilidades acima do parametro b;. Em modelos
unidimensionais nao se espera que a; assuma valores negativos, ja que a probabilidade
de o individuo j responder corretamente ao item i nao pode diminuir a medida que sua
habilidade aumenta (Andrade et al., 2000)).

Teoricamente, por ser uma probabilidade, o parametro ¢ pode assumir valores entre 0
e 1, embora nao seja razoavel haver item com ¢ > 0,5. Por representar o limite assintotico
para § — —oo, esse parametro reflete as chances de um individuo de proficiéncia muito

baixa responder corretamente ao item i.

1.0~

prob
=
o
1

(1:0:0,2)
2

(1:2,0,2)

Figura 2.1: Exemplos de curvas caracteristicas do item (CCI) com parametros (a; b; c).

Para a utilizacao desses modelos, certas suposigoes precisam ser atendidas para que

os resultados sejam precisos e uteis. Ao contrario da TCT que faz suposi¢oes ao nivel
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do teste, a TRI faz suposigoes a nivel do item. Elas referem-se a unidimensionalidade, a
independeéncia local ou condicional e a adequacao do item ao modelo proposto. A suposicao
de unidimensionalidade estabelece que as respostas ao item sejam conduzidas por um
unico trago subjacente (Ayalal [2009). Isso implica que os itens que constituem um teste
mecam a mesma habilidade latente. Se essa suposicao for violada e se os itens de teste
realmente medirem tragos miltiplos, mas se forem modelados unidimensionalmente, havera
imprecisao na estimagao dos parametros dos itens e na obtengao dos tragos ¢;. Por exemplo,
Walker e Beretvas (2003) verificaram diminuigao da precisao dos resultados com a utilizagao
de um modelo TRI unidimensional quando na verdade os itens deveriam ser considerados
como bidimensionais. Nesse caso, se dois examinandos possuirem niveis semelhantes de
um traco principal, mas diferentes niveis de habilidades secundaria, caso apenas o primeiro
traco seja observado, os examinandos seriam classificados como semelhantes quando na
realidade nao sao.

A suposicao de independéncia local acompanha naturalmente a suposicao de unidi-
mensionalidade (Lord}, |1980), e implica que as respostas a um item sejam independentes
das respostas aos outros itens, dependendo apenas do nivel de habilidade ¢ do individuo.
Em outras palavras, se os itens forem localmente independentes, nao serao correlacionados
apds o condicionamento em 6; (DeMars| 2010). Seja U;; = (uyj, ugj, ..., u;;), com ¢ = 1...1
e J = 1..n, o vetor aleatério de respostas observadas do sujeito j com habilidade 6; e seja
¢ = (¢1,...,¢r) o conjunto de parametros dos itens. A suposicao de independéncia local

pode ser expressa como

I
P(ujl0;,C) = P(u;]0;, C1) P(ug;|0;, Ca)... P(uij|0;, (1) = HP(Uijo?Q% (2.3)

i=1
em que P(u;|6;,¢) é a probabilidade de que o vetor de respostas observadas dos itens

para uma pessoa com nivel de trago 0; tenha o padrao u;. Expressando a equacao em

termos do 6;, obtemos a funcao de verossimilhanga,

n

L(0j|us,s §) = HP(UijoaCi)-

j=1
Generalizando para a probabilidade P(u|@) de um conjunto completo de respostas de
n pessoas para [ itens em um instrumento, em que 8 = (61, 05...,0,,) representa o vetor de

habilidades para todos os examinandos, tem-se a equagao [2.4f
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n n I

L(u;10;,¢) = [ P(u;10;,¢) = [T 11 P(Wis = wisl;, G, (2.4)

j=1 j=1i=1
em que na ultima igualdade assume-se que a distribuicao de U;; s6 depende de (¢ através
de (.

Vale ressaltar que o modelo logistico de dois parametros (ML2P) e um parametro
(ML1P) sao casos particulares do ML3P. O ML2 especifica que o parametro ¢ de acerto
casual seja igual a 0, enquanto o ML1P, também conhecido como o modelo de|Rasch! (1960),
faz a restricao adicional de discriminagoes iguais para todos os itens, ou seja a; = 1,7 =

1., 1.

Estimacao dos parametros

Em relacao a estimativa dos parametros, existem diversos métodos para estimar as
habilidades dos individuos e os parametros dos itens. No ambito da estimativa de maxima
verossimilhanga, tem-se se trés métodos principais: a Maxima Verossimilhanca Conjunta
(MVConj), a Maxima Verossimilhanga Condicional (MVC) e a Maxima Verossimilhanca
Marginal (MVM).

As aplicabilidades das MVConj e MVC sao bastante limitadas. A MVConj pode ser
usada para modelos TRI de um, dois e trés parametros. O método MVConj funciona ao
estimar simultaneamente o parametro do item e do individuo através de um procedimento
iterativo. A estimativa da MVConj sofre de inconsisténcias dos parametros, uma vez que o
numero de estimativas aumenta com o nimero de observagoes (Little e Rubin|, |1984; Baker
e Kim| 2004)

O problema da inconsisténcia pode ser contornado usando o método de maxima veros-
similhanga condicional (MVC). A MVC foi um método sugerido por |Andersen (1970) em
que se baseia na propriedade de que o resultado da soma é uma estatistica suficiente em
relacao a variavel latente 6 do individuo em modelos de um parametro da familia Rasch.
A limitacao desse método é que infelizmente a MVC nao é aplicavel para modelos de dois
e trés parametros.

O método de estimagao MVM é o mais aplicado, um estimador de MV alternativo foi
desenvolvido de modo que é aplicdvel a modelos de um, dois e trés parametros (Bock e

Lieberman), [1970; Bock e Aitkin, [1981, |Baker e Kim, [2004)). O problema da inconsisténcia
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pode ser resolvido assumindo uma distribuicao da variavel latente # que pode ser descrita
de forma paramétrica. Em vez de estimar todos os parametros do individuo, apenas os
parametros da distribuigao g(6) precisam ser estimados conjuntamente com os parametros
do item. O numero de estimativas é independente do tamanho da amostra. Para obter as
estimativas de parametros, o método faz uso do algoritmo EM (Ayalaj, 2009).

Geralmente, assume-se a distribui¢do normal (multivariada), que é suficientemente es-
pecificada pelo vetor de valores esperados E(f) e pela matriz de variancia-covariancia (6).
Em um primeiro estagio, estima-se os parametros dos itens. Em seguida, as estimativas
de habilidade individuais sao estimadas em um procedimento de estimativa subsequente,
levando os parametros dos itens previamente estimados como conhecidos. Diferentes esti-
madores de habilidade foram desenvolvidos, como a estimagao por maxima verossimilhanca
(MV), estimagao pelo maximo da posteriori (MAP) e estimagao pela esperanga ou média a
posteriori (EAP). O método EAP é recomendado por alguns autores (e.g. Mislevy e Stoc-
king, [1989) por possuir vantagem da estimagao ser calculada diretamente e nao havendo
necessidade de fazer uso de métodos iterativos.

Nesta dissertacao sera utilizado o método MVM e EAP para obter as estimativas dos

parametros do itens e habilidades, respectivamente.

Analise de ajuste do modelo

Em qualquer aplicacao de um modelo de TRI é importante avaliar em que medida os
pressupostos do modelo sao vélidos para os dados fornecidos e a forma como os itens de
teste se adequam ao modelo selecionado. A violagao dos pressupostos do modelo de TRI, ou
inadimpléncia entre o modelo usado e os dados de teste, podem levar a estimativas erradas
ou instaveis dos parametros do modelo (Fan, 1998). Para detectar itens problematicos é
preciso avaliar em termos de sua qualidade de ajuste usando um teste estatistico ou uma
andlise de resfduos. E importante enfatizar que um ajuste adequado de um modelo para
os dados é essencial para uma andlise de itens bem sucedida. Os itens com problemas
geralmente sao identificados através dos valores de seus indices de discriminagao (o valor
de a; serd um baixo valor positivo ou mesmo negativo) e os indices de dificuldade (os itens
nao devem ser nem muito faceis nem muito dificeis de avaliar para um determinado grupo
de examinandos).

Conforme Hambleton et al.| (1991) e [Stone (2000), uma estratégia comum para avaliar
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o ajuste de itens de um modelo de TRI pode ser resumida da seguinte forma: (1) estimar
o item e os parametros de habilidade sob o modelo escolhido, (2) classificar os examinan-
dos em k grupos homogéneos em termos de suas estimativas de habilidade, (3) calcular
proporgoes de respostas observadas em cada grupo para o item sob investigagao, (4) obter
as proporgoes de respostas previstas em cada grupo usando as estimativas de parametros
de item e habilidade sob o modelo de interesse e (5) calcular as estatisticas baseadas no
teste quiquadrado, comparando os valores observados e previstos.

Por exemplo, para se avaliar a aderéncia de um item ¢ a determinado modelo ajustado,

a estatistica de teste ()1 pode ser obtida da forma (Hambleton et al., |1991):
k
N,[P; — E(P,)
Qui = L , (2.5)
2 B(Py [~ BBy

em que os examinandos sao divididos em k categorias com base em suas estimativas de

habilidade € (usa-se, por exemplo, o ponto médio das habilidades do subgrupo); i denota
o item; j é a categoria de habilidade (subgrupo); N, é o nimero de sujeitos dentro da
categoria; P,; é a proporcao observada de respostas corretas no item i na categoria j; E(P;;)
é a proporg¢ao de respostas esperadas dos sujeitos que acertaram o item ¢ na categoria j.

A estatistica )7 tem distribuicao quiquadrado com k — m graus de liberdade, m é o
numero de parametros do modelo selecionado. Se o valor observado da estatistica for maior
que o valor critico (obtido a partir da tabela do quiquadrado), a hipétese nula de que a
ICC se ajusta aos dados é rejeitada e entao deve ser encontrado um modelo que melhor se
ajuste aos dados.

A anélise de residuos também é um procedimento importante para a qualidade de
ajuste do modelo na TRI. Neste método, depois de escolhido um modelo supostamente
valido, os parametros dos itens e habilidades sao estimados e pode-se se fazer previsoes
sobre o desempenho de varios grupos de habilidade. O objetivo desta andlise, consiste em
verificar se a diferenga entre o desempenho real dos sujeitos e o desempenho predito pelo

modelo difere estatisticamente de 0. Esaa diferenca pode ser expressa da forma

rij = B — E(Py),

em que 7;; ¢ a diferenca entre o desempenho do item observado para um subgrupo de

examinandos e o desempenho esperado do item do subgrupo, também conhecido como
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residuo bruto.

Existe uma limitacao desse residuo, pois ele nao leva em consideragao o erro de amos-
tragem associado a pontuacao correta da proporcao esperada dentro de uma categoria de
habilidade. Para considerar este erro de amostragem, calcula-se o z;; padronizado dividindo

o residuo bruto pelo erro padrao da proporc¢ao esperada correta,

L P, — E(Py)
Y VEPy)L - E®y)]/N;

2.3 Modelos Multidimensionais

A abordagem multidimensional da teoria da resposta ao item (TRIM) ganhou maior
destaque no inicio das décadas de 70 e 80, quando os modelos unidimensionais foram
estendidos para combinar diversos conhecimentos em avaliacao educacional, em que, su-
postamente, a resposta de uma pessoa a um item é influenciada por varios tracos latentes
(Yehl 2007, Reckase, [2009). Os conceitos usados nos modelos TRIM compartilham muitas
semelhancas com aqueles usados nos modelos unidimensionais. Por exemplo, a proba-
bilidade de um individuo responder corretamente a determinado item ainda é expressa
em funcao das caracteristicas do item e do individuo. No entanto, essas caracteristicas
individuais sao representadas em um espaco com dimensao p, na forma de um vetor de
parametros @ = (6;,...,60,) (Reckase, [2009). Semelhantemente aos modelos unidimensi-
onais, a suposicao de independéncia local também se aplica no contexto da TRIM. Essa
suposicao estabelece que as respostas dada por um individuo particular sao reciprocamente
independentes, sendo modeladas somente com base em 6 e o vetor dos parametros dos itens
(7). As andlises de dimensionalidade também devem remeter ao niimero de tragos latentes
especificados no modelo TRIM.

Reckase (1972)) propos uma extensao do modelo de |[Rasch| ao caso multidimensional.
Em 1982, McKinley e Reckase desenvolveram modelos logisticos TRIM de dois e trés
parametros. Esses modelos sao caracterizados como modelos compensatérios, ou seja,
os p tracos latentes se combinam linearmente, de modo que uma habilidade baixa pode
ser compensada por outra mais elevada. Simultaneamente, nos anos setenta e oitenta,
outro conjunto de modelos foram desenvolvidos e receberam o nome de modelos TRIM

nao compensatérios. Nesse tipo de modelo, os tracos latentes se combinam de forma
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multiplicativa, de forma que nao é possivel compensar uma habilidade baixa por outra

(Sympson), [1978; [Whitely, 1980).

2.3.1 Modelo Logistico Multidimensional Compensatorio

Os modelos compensatorios remetem a uma combinagcao linear de proficiéncias associa-
das a uma forma logistica ou ogiva normal para se especificar a probabilidade da ocorréncia
de uma resposta correta (Reckase, [2009). Se um item requer duas proficiéncias diferentes,
que se definem em um espaco bidimensional, a alta proficiéncia de uma pessoa no primeiro
trago latente pode compensar a baixa proficiéncia no segundo (ou vice-versa). Por exem-
plo, suponha que em um problema de matematica haja duas dimensoes subjacentes, cuja
solugao pode ser encontrada mediante conhecimentos matematicos ou pela prépria leitura
do texto. Nesse caso, a primeira dimensao pode refletir a proficiéncia em matematica,
enquanto a segunda dimensao remete a proficiéncia em leitura. Se um individuo possuir
alta proficiéncia de leitura, ele poderia ser capaz de compensar, em certa medida, uma
eventual proficiéncia baixa em matematica (Svetina, [2011)).

Considerando um teste constituido por [ itens e n examinandos, a forma do Modelo
Logistico Multidimensional Compensatorio de trés parametros proposto por [McKinley e
Reckase| (1980), que representa a probabilidade de um individuo j com tragos latentes

01,02, ..., 0k, responder corretamente ao item ¢ ¢ expressa por:

1
1 + exp {— Zz:l amﬂk + d1}7

que U;; € a resposta do individuo j ao item 4, com ¢ = 1,2,...,I, I consiste no numero

P(Uy = 110j,a;,d;, ;) = ¢ + (1 — ;) (2.6)

de itens de teste; p consiste na dimensao do vetor de tragos latentes (habilidades); d; esta

associado a dificuldade do i-ésimo item, e pode ser representado como:

d; = —bi\/(a% +ad + ... +di),

a; = (ay, ..., ay;) representa o vetor de discriminacao do i-ésimo item; ¢; é a probabilidade
de acerto casual do item para individuos com baixa habilidade.

Note que as proficiéncias que constituem o expoente do modelo 2.6/ tém uma relagao adi-
tiva. Cada parametro de discriminacao do modelo multidimensional pode ser interpretado

da mesma forma que o parametro de discriminacao do modelo unidimensional dado em
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Reckase| (2009), ou seja, ele estd associado a inclinagao da superficie de resposta do item
na dimensao do traco latente correspondente. O poder de discriminacao multidimensional

do item ¢ (M DISC;) é definido como

de modo que, M DISC; representa o tamanho do vetor do item .

Ja o parametro de dificuldade multidimensional para o item 7 , d;, nao deve ser inter-
pretado da mesma maneira que o parametro b; dos modelos unidimensionais. Mas existe
uma forma equivalente (M DIF'F;) que representa a distancia da origem até o ponto do

vetor de maior inclinagao, definida como:

—d;

MDIEE = yrhrse

No caso multidimensional, a funcao [2.6|é chamada de superficie caracteristica do item
(SCI). A Figura exemplifica a forma do modelo compensatorio para o caso bidimensi-
onal através de um grafico de superficie tridimensional e ilustra a probabilidade de uma
resposta correta a um item como uma fungao da SCI. O grafico mostra claramente que um
0 alto em uma dimensao pode compensar um # baixo na outra dimensao. Por exemplo,
uma pessoa com = —2 na segunda dimensao do item ainda pode ter uma probabilidade
de acerto tao alto quanto 0,9 se o valor da habilidade (#) do examinando na primeira

dimensao for proximo de 3.
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Figura 2.2: Gréfico de superficie para a probabilidade de resposta correta a um item com-

pensatorio de duas dimensoes com a1 = 1,2,a2 = 0,3,d = 1.0 (adaptado de |[Reckase, [2009))

2.3.2 Modelo Logistico Multidimensional Nao-Compensatorio

J&4 nos modelos nao compensatérios, ha separagao das tarefas cognitivas do item de
teste em partes, de modo que cada uma delas seja modelada de maneira unidimensional.
Nesse caso, a probabilidade de ocorréncia de uma resposta correta para o item serd o
produto das probabilidades relativas a cada parte, o que proporciona caracteristicas nao-
lineares para essa classe de modelos (Reckase, [2009). Se um item em um teste exige duas
competéncias diferentes, o dominio em uma delas pode nao ser suficiente para compensar
a falta da outra. Em outras palavras, todas as proficiéncias subjacentes envolvidas na
cobranca devem ser mobilizadas para que haja sucesso na resposta do examinando. Por
exemplo, em um item que verse sobre analogia verbal, o dominio em duas proficiéncias,
como a construcao de regras e a avaliagao de regras pode ser necessario para que o item seja
respondido com sucesso. Nesse caso, se um individuo tem alta habilidade na construcao
de regras, mas possuindo baixa habilidade na avaliacao de regras, a probabilidade de ele
responder corretamente pode nao ser alta. Esse tipo de relacionamento € a razao pela qual
esses modelos sao frequentemente chamados como nao-aditivos ou multiplicativos (Svetina,
2011).

O modelo logistico multidimensional nao compensatério de trés parametros (Sympson),

1978; Whitely, [1980) pode ser representado pela seguinte expressao:
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p
1
PUZZG ibi>i:Z ’
( j ,a 9 C) c g 1 + eXp{ Dakiejk + bIW)}

em que a;, ¢; e 0 sao definidos como em , e o vetor b; = (b1, ..., by) representa a
dificuldade do item associado a cada traco latente.

A Figura mostra um item nao-compensatério bidimensional. Uma pessoa com um
0, baixo nao terd uma alta probabilidade de acertar o item, nao importa o quanto mais
alto seja o outro valor de uma outra proficiéncia 6,;. A probabilidade de resposta correta
para valores baixos de #; ou s, é proxima de zero. Somente quando ambos os valores 6

forem altos, o modelo produziria maior probabilidade de resposta correta.

0.8
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- 0.6
0.5
-04
- 0.3
0.2
- 0.1

Theta1 0.0

Figura 2.3: Grafico de superficie para a probabilidade de resposta correta para um item
nao-compensatério de duas dimensdes com a; = 1,2,a2 = 0,5,b; = 1,05 = 0 (adaptado de
Reckasel, 2009)

Smith| (2009) relata que esse modelo geralmente exige alto custo computacional para
seu ajuste devido a sua natureza multiplicativa. No entanto, esta dissertacao tratara de um
um caso de modelo bidimensional nao-compensatoério, cujo processo de estimagao remete
a dois modelos unidimensionais (Capitulo . Por isso, aspectos pertinentes a estimacgao

de parametros nao serao abordados aqui.
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Capitulo 3

Nao-Respostas Itencionais

3.1 introducao

Na literatura, encontram-se algumas abordagens para o problema de nao-respostas
de itens do tipo missing not at random (MNAR). |O’muircheartaigh e Moustaki| (1999)
dentro do contexto de modelo padrao simétrico, introduziram uma abordagem para variavel
latente para lidar com nao-respostas. Holman e Glag| (2005), assim como Korobko et al.
(2008)) utilizaram a mesma ideia para tratar as nao-respostas nao ignordveis. Eles usaram
a matriz D (ver das variaveis indicadoras d; a fim de estabelecer um modelo para
“propensao a resposta”. As estimativas de proficiéncia 6 podem ser usadas para calcular
pesos para cada observagao (Moustaki e Knott, [2000). De maneira alternativa, o modelo de
medicao para essa propensao de resposta foi inserido ao modelo de estimagcao da varidvel de
interesse (habilidade), 6. Dessa forma, o modelo resulta em um modelo multidimensional
de TRI e as informacgoes das respostas omitidas em relacao a habilidade do individuo
(0) sado levadas em consideracdo na estimativa de méxima verossimilhanga. O modelo
TRIM pode ser especificado de varias maneiras para ilustrar essa relacao entre habilidade
e propensao a resposta. Uma dessas abordagens é considerar a nao-resposta como uma
nova categoria de resposta em um modelo de resposta nominal, evitando a modelagem de
uma segunda variavel latente (Moustaki e Knott, 2000). Em um contexto geral, a ideia
bésica desses modelos é especificar um modelo de selegao (Heckman| [1979) que explique a
possivel dependéncia estocéstica entre a habilidade 0 e a ocorréncia dos dados omitidos.

A seguir, apresentaremos duas outras discussoes pertinentes ao nosso trabalho, concer-
nentes a tipologia das nao-respostas (Secao e a necessidade de se fazer distingao entre

os processos avaliativos e os seletivos (Secao [3.3), além de um modelo para nao-respostas
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intencionais na Secgao (3.4

3.2 Tipos de Nao-Respostas

Aplicagoes que envolvem preenchimentos de formularios estao sujeitas ao problema de
dados faltantes, ou nao respostas. Em avaliacao educacional, os dados faltantes ou nao-
respostas sao um problema frequente, o que requer uma atencao especial dos pesquisadores.
Se o mecanismo desses tipos de dados for tratado de forma indevida, a questao pode se
tornar um problema particularmente critico. Por isso, Rubin| (1976), define uma taxonomia
para os mecanismos de dados faltantes, classificando-os como missing completely at random
(MCAR), missing at random (MAR) ou missing not at random (MNAR). Se a motivacao
para a nao-resposta for independente de qualquer outra variavel, seja observavel ou nao-
observavel, entao tal mecanismo gerador de nao-respostas é MCAR. Ja as nao-respostas
que nao dependem de variaveis nao-observaveis, embora elas possam depender de variaveis
observaveis, denominam-se MAR. E por fim, as nao-respostas a um item sao consideradas
MNAR quando seu mecanismo gerador depende das varidveis nao-observaveis como, por
exemplo, uma variavel latente (Little e Schenker| 1995; [Little e Rubin, [2002).

Para os casos MCAR e MAR, no contexto da estimacao de parametros pelo método da
méxima verossimilhanca, Little e Rubin (2002) discutem que as nao-respostas podem ser
consideradas ignoraveis por nao haver relagao entre seu processo gerador e os parametros
objetos da estimacao. Nesse caso, a presenca desses dados faltantes nao proporcionariam
vicios sistematicos nas estimativas dos parametros. Em contraste, no caso em que os dados
sao MNAR, os dados faltantes sdo nao ignoraveis, no qual a propria lacuna de informacao
fornece informacoes adicionais relativos ao objeto de estudo. Essa informagao silenciosa
precisa ser de algum modo considerada no processo de estimacao dos parametros para que
os resultados estatisticos nao sejam distorcidos pela omissao dos dados.

Em um sentido amplo, podemos distinguir dois casos principais de dados faltantes.
Tais se referem ao desenho do processo de coleta de dados. O primeiro tipo remete ao caso
em que hd um desenho incompleto estabelecido pelo préprio observador (planned missing-
ness). Nesse caso de nao-respostas planejadas encontram-se, por exemplo, o delineamento
aleatério incompleto (random incomplete design, teste de multiplos estagios (multistage

testing design) e o teste direcionado (targeted testing design). Em situagoes como essas, a
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aleatorizacao é um meio possivel para que os dados nao observados sejam do tipo MAR
(Little e Schenker,1995; Schafer[1997; Mislevy e Wul/1996; Eggen e Verhelst| 2011)).

O segundo tipo refere-se a situacdo em que a nao-resposta é consequéncia de uma
escolha do respondente (unplanned missingness). Esse é o caso em tela nesta dissertacao,
em que o item do formulério é apresentado ao respondente, ele tem tempo suficiente para
avalid-lo (ou seja, nao se considera o caso em que o item nao foi apresentado ao respondente)
e, por alguma razao, o candidato decide nao responder (Mislevy e Wu, 1996; Bertoli-
Barsotti e Punzo, 2013)). Embora a literatura exemplifique outras situagoes ( e.g,[Holman e
Glas, 2005), nessa dissertagao o interesse se volta para a nao-resposta intencional associada
nao apenas a baixa proficiéncia do respondente. Aqui, para o caso particular em que
uma resposta errada penaliza o escore bruto de um candidato em um processo seletivo
(Cebraspe, 2016), considera-se que a nao-resposta seja motivada, supostamente, por uma
razao estratégica, e que seu processo gerador dependa das caracteristicas do item e de um
traco latente do examinando (propensao a responder).

A questao de como lidar com essas nao-respostas nao ignoraveis em avaliagoes educa-
cionais tem sido discutida desde o final dos anos 90, quando foram desenvolvidos modelos
para nao-respostas nao ignoraveis (ver, |Glas e Pimentel, 2008; Holman e Glas|, 2005; Ko-
robko et al., 2008; Moustaki e Knott, 2000; (O'muircheartaigh e Moustakil, [1999; |Rose,
2013; Rose et al., 2010).

H4 evidéncias fortes de que as nao-respostas aos itens em testes estao relacionadas as
caracteristicas dos individuos que nao sao observadas pelos examinadores. Por exemplo,
Rose et al. (2010) mostraram que, nos dados da avaliacio PISA 2006, a proporgao de
itens respondidos corretamente esta substancialmente correlacionada com a proporcao de
respostas omitidas. Os participantes do teste com proporc¢oes mais baixas de respostas
corretas tiveram, em média, mais respostas omitidas. Da mesma forma, |Culbertson| (2011))
encontrou em avaliagoes educacionais de larga escala que a probabilidade de omissoes de
itens aumenta com a diminuicao dos niveis de proficiéncia do candidato. Essas descober-
tas indicam uma relagao entre a nao-resposta e o desempenho do teste, o que sugere uma
dependeéncia entre a ocorréncia de nao-respostas e a proficiéncia dos individuos. Portanto,
as nao-respostas dependem de varidveis nao-observaveis, o que é caracteristica para um
mecanismo de dados faltantes nao-ignoraveis, do tipo MNAR. Esse fato ressalta a neces-

sidade de métodos apropriados para lidar com nao-respostas nao ignoraveis em medidas
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psicoldgicas e educacionais.

Para contextualizar os trés tipos de dados ausentes, no ambiente da TRI segundo
Rubin| (1976), considere a matriz de dados completa U = (UobS,Umiss) que seguindo
uma estrutura para variavel latente, consiste nas respostas dos itens que foram observadas
U,s e as respostas que foram omitidas U, pelos n examinandos aos I itens do teste.
Considerando-se uma variavel latente ¢ e um conjunto de covaridveis como género, status
socioeconomico, entre outras que constituem uma matriz Z, o caso MCAR representaria

o caso em que a distribuicao de dados missings independe de U,y,s, Uyiss, Z € 6, ou seja,

P(D|Uobs, Umiss, Z70> = P(D>7

em que, a matriz D constituida por varidveis indicadoras d;; representa a ocorréncia dos
valores de U;, ou seja, d;; = 1 se U;; é observado, e d;; = 0, se caso contrario.

Se a distribuicao dos dados faltantes depender apenas das variaveis observaveis U, e
Z, mas nao depender dos valores das varidveis nao-observaveis U, € 0, mantendo-se o

mecanismo de dados do tipo MAR. Tem-se

P(D|U0b57 Umiss’ Z7‘9> = P(D|U0b57 Z)

Finalmente, O terceiro tipo de mecanismo de dados faltantes, descrito como

P(D|U0b57 Umiss’ 27 9) 7é P(D|U0b57 Z)>

denomina-se MNAR, sendo o oposto do MAR, isto é, a distribuicao condicional dos dados

faltantes e U,y € Z depende dos dados nao-observaveis U,y;gs € 6.

3.3 Processos avaliativos x Seletivos

Um dos principais objetivos da avaliagao em contextos educacionais ¢ medir o desempe-
nho dos examinandos para fins de inferéncias estatisticas e tomada de decisdes. A precisao
das decisoes pode depender das consequéncias educacionais para os examinandos ou para
a escola na qual estudam. Os formuladores de politicas educacionais muitas vezes utilizam
testes para finalidades como monitoraramento do sistema educacional e o acompanhamento

do desempenho dos estudantes, com vistas a melhoria da qualidade educacional das escolas
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e dos educadores. Esses testes também podem servir para certificar os individuos de acordo
com niveis especificos de desempenho (Klein e Hamilton) [1999; Hamilton et al., [2002).

Conforme Abdelfattahl (2007)), esses tipos de testes diferem em suas consequéncias e
podem ser responsaveis por alguma variagao no desempenho do examinando. De um lado,
os testes denominados high-stakes (de alto risco) refletem um conjunto de politicas que
incluem procedimentos que proporcionam recompensas como consequéncia dos resultados
dos exames em avaliacoes. Nesse tipo de teste o examinando deve alcangar uma pontuacao
elevada, para obter um beneficio desejado. Isso ocorre, por exemplo, em processos seletivos
que visam a admissao em faculdades e universidades ou a obtencao de uma bolsa de estudos.
Isso propicia um ambiente de competicao, uma vez que tais testes acarretam consequéncias
pessoais que dizem respeito a oportunidades e perspectivas de vida dos examinandos. Os
examinandos que se submetem a esse tipo de teste tém maior motivagao na busca por
melhores desempenhos. E além disso, lancam mao de estratégias para maximizar seus
desempenhos.

Em contraste, os testes low-stakes se aplicam tipicamente para avaliar a eficdcia das
escolas, fornecer informacoes sobre o desempenho dos alunos para os professores, formula-
dores de politicas, pais e outros. Em nivel individual, as consequéncias dos testes low-stakes
(de baixo risco) s@o consideradas relativamente menores tanto para professores quanto para
os estudantes. No entanto, em nivel institucional, as escolas de alto desempenho recebem
recompensas de desempenho académico, que podem incluir o reconhecimento piblico ou
recursos a utilizar para a melhoria da escola ( (Greene et al., |2003; Hamilton et al. 2002;
Thomas, 2005). No Brasil, o ENADE seria um exemplo de teste low-stake, pois ndo ha
competicao direta entre os examinandos, nem tampouco haveria consequéncias resultantes
dos seus desempenhos nesse teste.

No que diz respeito as instrucoes comportamentais dos candidatos a responderem os
itens de testes, |Whelpley| (2014)) ressalta que as diferengas na instrugao dessas respostas po-
dem, no entanto, proporcionar algumas consequéncias quando se trata de testes high-stakes
e low-stakes. Os pesquisadores tém a hipdtese de que os individuos que recebem instrucoes
comportamentais em testes de alto risco sao motivados para maximizar suas pontuacoes
respondendo de uma maneira estratégica que eles percebem ser a mais apropriada. Lievens
et al. (2009) confirmou essa hipdtese e concluiu que, em avaliagdes de alto risco, os exa-

minandos que recebem instrucgoes de tendéncia comportamental, escolhem respostas que
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acreditam ser estratégicamente melhores.

Tanto os testes low-stake como high-stake, estao sucetiveis a nao-resposta. H&a varias
razoes pelas quais os candidatos optam por omitir as respostas em um teste, como por
exemplo, baixo nivel de habilidade, baixa motivacao, falta de atencao ou tempo e a
apenacao a respostas erradas. [Weeks et al| (2015) destacam que a tendéncia para omitir
respostas também pode ser associada ao tipo de item, formato de resposta, e se a natu-
reza do teste é de low-stakes ou high-stakes para os participantes. Em um contexto de
alto risco, as omissoes de respostas podem ser mais consequentes (na qual, por exemplo, os
candidatos recebem uma pontuagao menor em um vestibular (Yamamoto e Everson, |1997)).
Para testes low-stakes (por exemplo, em levantamentos em grande escala, onde nenhum
indice individual é retornado/relatado) como no ENADE, a questao maior é provavelmente
a baixa motivagao dos candidatos (DeMars, 2000; |Wise et al.l [2006; Wise e DeMars, |2005)).

Evidentemente, dependendo do ntimero de respostas omitidas, a codificacao dessas res-
postas como incorretas provavelmente introduzird um viés negativo nas estimativas da
dificuldade do item (por exemplo, Rose et all 2010). E a dimensado desse viés aumen-
tara a medida que o nimero de nao-respostas codificadas como incorreta aumenta. Weeks
et al.| (2015) também ressaltam que, simultaneamente, ocorre diminuigdo nas estimativas
da habilidade do examinando. Por outro lado, esses autores discutem que se as respostas
omitidas forem codificadas como nao alcancadas e excluidas da estimativa, as estimati-
vas dos parametros do item e da habilidade tendem a apresentar viés menor, embora
isso pressuponha que nao haja razoes sistematicas para as omissoes. Em compensacao,
os erros padrao associados serao maiores em relagao as estimativas com respostas omiti-
das codificadas como incorretas, simplesmente porque o nimero de respostas incluidas na
determinacao da estimativa serd menor ao ignorar as nao-respostas.

Em nossa perspectiva, preferimos nao considerar que haja vicio nas estimativas, mas
que, simplesmente, os parametros se diferenciam em funcao do ambiente. Os parametros
em um ambiente competitivo simplesmente devem ser diferentes daqueles existentes em
outro nao competitivo. Desse modo, o préprio desenho do processo proporciona alteracoes
nos objetos de inferéncia estatistica. Por exemplo: em um processo seletivo, o examinador
geralmente se restringe a discriminar os mais proficientes dos demais e, portanto, nao ha-
veria qualquer interesse em obter estimativas precisas para todo o grupo de examinandos.

Além disso, a propria competicao, e as estratégias adotadas pessoalmente por cada candi-
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dato, poderia proporcionar um efeito de confundimento com a proficiéncia do individuo em
um ambiente nao competitivo. Na préoxima secao apresentaremos um modelo alternativo
para nao-respostas intencionais, em que a nao-resposta é codificada como resposta errada.
Nesse caso particular, uma resposta errada penaliza o escore bruto de um candidato e,
por isso, considera-se que a nao-resposta seja motivada, supostamente, por uma razao es-
tratégica, e que seu processo gerador dependa das caracteristicas do item e de um trago

latente do examinando (propensao).

3.4 Uma modelagem da nao-resposta intencional

Considere a situagao em que hd um grupo de n respondentes submetidos a um teste
constituido por I itens. Seja R;; uma varidvel aleatéria indicadora que assume valor 1,
se o individuo j (1 < j < n) responde ao item i (1 < ¢ < [), ou valor 0, se ele nao
responde a esse item. Defina agora outra variavel aleatéria indicadora U, tal que U;; = 1,
caso o item 7 seja respondido corretamente, ou U;; = 0, caso o item ¢ nao seja respondido
corretamente ou tenha sido deixado em branco pelo individuo j. A Figura evidencia
a estrutura hierarquica entre essas variaveis, mostrando os possiveis caminhos para se
observar o resultado U;;. Primeiramente, o individuo j decide se responde ou nao ao item
i. Caso ele nao responda, atribui-se o resultado U;; = 0. Caso contrario, em momento
posterior, sua resposta ¢é classificada como certa ou errada. A Tabela esboca a forma
da distribuicao conjunta das varidveis R;; e U;;, cujas probabilidades my, mo; € m1; podem

ser representadas em termos de probabilidades condicionais como:

moo = P(Ry; = 0,U;; = 0) = P(R;; = 0|U;; = 0) - P(Uy; = 0); (3.1)

Observa-se que as probabilidades (3.1]), (3.2) e (3.3) dependem dos indices i, 7, que

foram omitidos para simplificar a notacdao. Assim, definindo-se 0° = 0, a distribuicao de

probabilidade conjunta pode ser escrita como

P(R;; = r,Uyj =u) = [P(R;; = r|Uy = )] - P(Uy; = u), (3.4)
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Uz‘j =1
Rij =1
Uij — O
(4,4)
Rz’j - 0 Uij — O

Figura 3.1: Possiveis configuragoes de respostas

Tabela 3.1 - Distribui¢do conjunta das varidveis R;; (responde = 1, nao responde = 0) e U;; (acerta = 1,
nao acerta = 0)

Rij
0 1 total
U-~ 0 00 o1 0.
" 1 0 11 11
total 00 1 1

em que ,u € {0,1}.
Seguindo uma prescri¢ao similar aquela feita por Knott et al. (1990) e|Albanese e Knott,
(1992)), considere que os termos da Eq. (3.4) sejam expressos por modelos logisticos de

dois parametros nas formas

exp [rai;(61,; — b1.)]
P Rl = UZ =0)= : ; 7 ’ 3:5
(Rij = 1] ) 1+ exp[ay,;(61; — b14)] 3

exp [uas;(02; — b))
P U/L — — 9 9, ? , 36
(Uis = u) 1+ exp [ag;(62,; — ba;)] 30

em que r,u € {0,1}, ay; e as; sdo parametros de discriminagao do item 4, e by; e by; sdo
seus parametros de dificuldade (Andrade et al., 2000, Reckase; |2009). O traco 6, ; denota
a proficiéncia do individuo j, e ¢, ; representa a propensao de esse individuo em responder
incorretamente. No modelo unidimensional , respostas omitidas sao tratadas como

incorretas. Considerando as Eqgs. (3.1), (3.2) e (3.3), as varidveis latentes 6, ; e 65 ; se

relacionam com as transformacoes logito

To1
M,i; = In — = al,i(el,j - bl,i)>
00



Secao 3.4. Uma modelagem da nao-resposta intencional 51

11

M2, = In = ag;(62; — b2).

Too + To1

Substituindo-se os modelos logisticos unidimensionais (3.5)) e (3.6 em (3.4), obtém-se

um modelo bidimensional na forma

P(Rij =7Uj=u) = [P(Ry =r|Uy =u)]"" P(U; = u)

|: e’ ij }1_“ eun2,ij

1+ e 14+ en2.ij
er(1=w)(mij+umz,ij)

1+ em,ij]l_“ [1 + emid]
er (=) (m,ij+umz,ij)
14+ enii + (1 _ u) [em,ij + en1,ij+772,ij]
er(1=u) (n,ij+umz,ij)

= . 3.7
14 emii + (1 — u)enl,ij [1 + enz,ij] ( )

Esse modelo para (6 ;,6, ;) ¢ do tipo ndo compensatério (Reckase, [2009)), uma vez que

uma baixa proficiéncia ¢, ; nao pode ser compensada pela propensao 6; ;. Neste trabalho,

para a calibracao dos itens da aplicacao feita no Capitulo [5 utiliza-se o método de es-

timagao por maxima verossimilhanga marginal (Andrade et al., [2000; Reckase, [2009)). em

que f(91,j> 92,]') = f<02,j|91,j>'f(91,j)'
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Capitulo 4

A distancia de Bhattacharyya

4.1 Introducao

Hambleton et al. (1991)) discutem que os modelos da TRI, ao contrario da TCT, s@o
falsifiable models. Isso significa que a relacao entre as respostas dos examinandos a certo
item em funcao dos parametros desse item e das proficiéncias individuais, pode nao ocorrer
de acordo com o modelo escolhido. Por isso, é preciso avaliar a aderéncia de cada item ao
modelo proposto, para que os desempenhos dos examinandos ao final do teste sejam ade-
quadamente relacionados com suas respectivas proficiéncias. Porém, este ainda constitui
um dos pontos fracos da TRI. Por exemplo, Neel (2004) mostrou que o uso da estatistica
quiquadrado na analise de ajuste do item é enganosa na medida em que mostra itens que
nao se ajustam bem quando se pode considerar que os itens se ajustam bem e vice-versa.
Os testes utilizados para avaliar a qualidade de ajuste do modelo em TRI, assim como
muitas técnicas estatisticas, sdo sensiveis ao tamanho da amostra. A medida que o tama-
nho da amostra aumenta, os testes tornam-se cada vez mais poderosos e mais e mais itens
sao rejeitados (Neel, 2004). A estatistica quiquadrado apresenta alguns problemas, Moore
(1986)) enumera os motivos: a “arbitrariedade introduzida pela necessidade de escolher
células” e “descartar informacgoes dentro das células”.

A arbitrariedade das células é um dos principais problemas no uso da estatistica qui-
quadrado. Conforme usado em estatisticas como @1 (Eq. , intervalos iguais sao criados
ao longo da escala de habilidade e um valor de P;; é selecionado para representar a pro-
babilidade de sucesso relativa a esse intervalo. Porém, esses intervalos sao arbitrarios.
Dessa maneira, a estatistica quiquadrado depende dessa arbitrariedade, o que a torna,

eventualmente, ineficiente.
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Como esses intervalos criados sao arbitrarios, por exemplo, o seu comprimento. Os
intervalos que dao um valor particular do quiquadrado podem dar um valor diferente, se
os intervalos fossem de um comprimento diferente.

Um segundo problema é que )1 usa o valor do ponto médio de F;; do intervalo na escala
0 (outros valores, como o maximo e o minimo podem ser usados). Ao usar esse valor Uinico
para representar todos os pontos no intervalo, as probabilidades possivelmente diferentes
ao longo do intervalo sao ignoradas. Tratar todos os pontos no intervalo como tendo o
mesmo F;; descarta a informagao do Pj; desigual que existe durante o intervalo devido
aos diferentes valores de ¢;. Isso s6 piora quando os intervalos sao combinados, devido ao
baixo tamanho da amostra, como é frequentemente feito nos testes de qualidade de ajuste
do quiquadrado, porque um tnico valor de P;; deve entao representar um intervalo ainda
maior na escala Pj;.

Além disso, as diferencas nas proporc¢oes observadas podem ser mascaradas pela selecao
de intervalos. Isso pode acontecer se a primeira de duas regioes adjacentes na escala de
habilidade mostrar uma proporg¢ao baixa, enquanto a segunda mostra uma proporc¢ao ele-
vada. Se essas duas regioes sucessivas estiverem incluidas no mesmo intervalo, a proporcao
total pode ser muito préxima do valor apropriado e correto.

Para a avaliacao das predi¢oes proporcionadas pelo modelo ajustado, por haver diver-
sos casos em que ha incidéncia de baixas frequéncias esperadas, em lugar da tradicional
estatistica y?, sugere-se a utilizacao da distancia de Bhattacharyya (Schweppe, [1967; Ray,
1989)). Inicialmente, introduziremos o coeficiente de Bhattacharyya na Se(;éio que repre-
senta a similaridade (proximidade) entre duas distribui¢oes como, por exemplo, a esperada
e a observada. Com base nesse coeficiente, medidas de distancias podem ser definidas,
como a de Bhattacharyya, a de Hellinger e a de Matusita (4.3)). A Secao apresenta
critérios para a avaliacao da proximidade entre duas distribuicoes discretas, com base em
medidas de informagao. A Secao trata das medidas de divergéncias entre distribuigoes,
em que se discute a relacao entre a distancia x? e a de Bhattacharyya. Essa secao também
apresenta quatro exemplos de aplicagoes em testes de hipdteses. Finalmente, a Secao

apresenta algumas consideragoes acerca deste capitulo.
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4.2 Proximidade entre duas distribuicoes discretas

Considere que P = (p1,...,pm) € @ = (q1,...,qm) representem as distribuicoes
discretas de probabilidades, nas quais pp > 0 e g > 0 para k = 1,2,...,m, com
>pk = Y_qr = 1. Define-se o coeficiente de Bhattacharyya entre essas distribuicoes

CcOo1mo

A(P||Q) = A(pr, - P @1 - -+ Gm)

D=

I
NE

(Prar)?- (4.1)

i

1

Nota-se que a definicao constitui uma combinagao linear das médias geométricas
entre py e qx, de modo que A(P]|Q) representa uma medida de proximidade entre duas
populagoes (ou amostras ou grupos). Em outras palavras, trata-se de uma medida da
quantidade de sobreposicao entre dois conjuntos de dados.

Do ponto de vista da algebra linear, A(P||Q) é o produto interno entre os vetores
VP = (VP15 -1 /Pm) € VQ = (a1, - - -, \/Gm)- Como VP e /Q sdo vetores unitdrios,
ja que [[VPI]? = |IVQI[> = X pr = X ar = 1, tem-se que

AP|Q)=VP-/Q (4.2)
= [IVP|-11/Ql| cos ¢ (4.3)

= cos p, (4.4)

ou seja, A(P]|Q) representa o coseno do angulo ¢ formado entre vP e /Q. Logo,
A(P||Q) = 1 significa que VP e /Q sdo vetores paralelos e, consequentemente, as dis-
tribuigoes P e @ se sobrepoem mutuamente (similares). Por outro lado, se A(P||Q) =0,
tais vetores sdo perpendiculares. Assim, A(P||Q) representa uma medida de similaridade
entre duas distribuigoes.

Entre as propriedades do coeficiente de Bhattacharyya, tem-se a nao-negatividade, pois
A(P||Q) > 0. A igualdade ocorre se prgr = 0 para todo k. Além disso, trata-se de uma
medida simétrica com respeito aos pares {(pk,qr)}, ou seja, A(p1,-. ., Pm; Qs -y Gm) =
A(Prys -y Pk Qhys - - 5 Gk ) €M que {kq, ..., k;,} representa uma permutagao abritraria
do conjunto de indices {1,2,...,m}. Por construcao, ele é simétrico, A(P||Q) = A(Q||P)
e, finalmente, A(P||Q) < A(P||P) = A(Q||Q) = 1.
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4.3 Distancias

A divergéncia quiquadrado da distribuicao P relativamente a @ é definida como

(pr — qx)?
1 qk

Dk 2
k (— - 1> :
1 qk

Quanto maior for a proximidade entre P e Q, menor serd o valor x2, e vice-versa. Como

hE

X*(PllQ) =

k

NE

i

alternativas a essa medida outras podem ser sugeridas. Em particular, enumeramos aqui
algumas distancias encontradas na literatura que se relacionam com a medida A(P||Q).

Por exemplo, define-se a distancia de Bhattacharyya entre P e @ como
Dp(P||Q) = —In A(P|Q). (4.5)

Essa distancia mede a similaridade entre duas distribuigoes. Enquanto o coeficiente de
Bhattacharyya mede a proximidade relativa entre dois conjuntos de dados, a distancia de
Bhattacharyya mede a separabilidade entre eles. Como 0 < A(P||Q) < 1, tem-se que

0 < D(P||Q) < +oo. Entre as outras distancias, a de Hellinger se define como

Du(P||lQ) = v1 - A(P|lQ), (4.6)

e a de Matusita é dada por

[
NE

Du(PIQ) =Y (Vi - Vi)

b
Il

1

2 -2A(P||lQ).

Como as distancias de Hellinger e a de Matusita se relacionam linearmente com o coeficiente
A(P]|Q), elas também sao medidas de “proximidade” entre duas distribuigdes, possuindo
propriedades analogas. Por isso, neste trabalho restringimos nossa atencao a distancia de

Bhattacharyya.

4.3.1 Relacao entre x* e Dp

Embora as medidas x? e Dp sejam funcionalmente distintas, encontramos a seguinte

equivaléncia entre elas para a situacao em que P ~ Q.
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Inicialmente, considere o caso m = 2, tal que p; = q; + €, em que ¢ corresponde a uma

variacao suficientemente pequena. Havendo apenas duas classes, a divergéncia quiquadrado

pode ser escrita como

X(PllQ) = Z (4.7)

k=1
P1—Q1) (1—p1—1+Q1)2
a1 l—aq
_—a)’ (- a)?
= +
¢ l—aq
1 1
2
= (p1 — — +
(p1—q1) (fh 1—q1>
_ (p1 — CJ1)2
a(l—aq)
2
€
=—. 4.8
¢ (1—q) (48)
O coeficiente de Bhattacharyya pode ser escrito como
2
A(P||Q) = Z(Pk%)? (4.9)

k=1

= v+ V(1 = p1)(1 - q1)

=Via+e)a+vV1-a—e)(1—q)

\/<1+ ) +\/(1—1_gq1>(1—q1
1/ 1+q1 (1= 1)y 1—1_q1 (4.10)

Considerando a aproximagao de Taylor de terceira ordem /1 + 2z~ 1+ 35— % —|— 15 em

torno de z = 0 temos

5 g2 el ) ( £ g? £’ )
APIQ ~q (145 — g+ g )+ (1 —aq) (1~ - -
PIQ) = (14 5~ 1) + (=00 (1= g ~ s ~ o=

~1_ £? e3(1 —2q)
! 8q1(1 —q) 16¢i(1 —q1)? (4.11)
~1_ M 2
~1-x*(PllQ) + 60— a) " (P||Q)
~1— 1 — M 2
~1-3 {1 2q1(1 — QI):| X" (Pl|Q). (4.12)

Assim, para ¢ = 1/2 ou |¢| | 0 haveria uma aproximacao linear na forma A(P||Q) ~

1 —x%(P||Q)/8. A Segao [4.3.2.1 exemplifica uma situagiao amostral em que o erro € pode

ser controlado com base no tamanho da amostra.
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De modo similar, considere agora o caso geral, em que py = qx + ¢, para k=1,...,m,
de modo que Y ;" & = 0. Agora, a divergéncia quiquadrado da distribuicdo pode ser

escrita como

k:l
=Y Vg + )
k=1
=) e
1 dk
= g
=S/ (1+2)
—1 dk

k=1
=D oDy —
k=1 o 2 o8 i 16g;
1 1 =&
=1-(PllQ) +—=> =+ (4.13)
8 16 — i

Como A(P||Q) > 0, observe que sua aproximacao de terceira ordem mostrada em (4.13|)
requer x*(P||Q) < 8+3 > 1" 1 . Se, por exemplo, g = 1/m (distribui¢ao uniforme), e se
os erros € forem simétricos, de modo que > ;" €} = 0, entdo o dltimo termo em seria
nulo, o que proporcionaria uma aproximagao linear na forma A(P||Q) ~ 1 — x*(P||Q)/8.
Situagoes amostrais, em que |eg| | 0 serao ilustradas na Secao m

Finalmente, nessas mesmas condigoes, considerando a aproximacao de primeira ordem

In(1+ z) ~ x, temos

1 1 = &}
Ds(PIIQ) =~ A(PIIQ) = (*(PIIQ) — 153 . (4.14)
k=1 k
ou, dependendo da situagao,
1
Ds(PIIQ) =~ A(P|Q) = Sx*(PIIQ). (1.15)
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Para fins de inferéncia estatistica, investigaremos a seguir como as aproximagoes (4.13)),
(4.14) e (4.15) poderiam ser aplicadas a testes de hipdteses que dizem respeito a com-

paragoes entre duas distribuicoes.

4.3.2 Aplicacoes em testes de hipoteses
4.3.2.1 Caso 1

Seja Uy, ..., U, uma amostra aleatéria simples retirada de uma populacao Bernoulli
com probabilidade de sucesso p;. Considerando o estimador de méaxima verossimilhanca
de p; dado por p; = (Uy + ...+ U,)/n, deseja-se testar a hipdtese nula Hy : p; = ¢; contra
Hy : p1 # ¢, naqual 0 < ¢ < 1 é um valor hipotético conhecido. Como alternativa
as tradicionais estatisticas Z e x? aplicdveis para esse caso, estudaremos as propriedades
da estatistica Dp(P]|Q), em que, neste caso particular, Q@ = (q;,1 — ¢;) representa a
distribuicao hipotética Hy, e P = (p1,1 — p1) é a distribui¢ao empfrica.

Primeiramente efetuaremos o estudo considerando uma distribuicao empirica P obtida
sob Hy, e em seguida, para efetuarmos comparacoes entre as estatisticas, trataremos P
sob Hj.

Sob H,, para n suficientemente grande sabe-se que Z = —-2=L__ ~ N(0, 1), ou seja,

Va1 (1=ql)/n
tem-se imediatamente

p1=q +e,

em que 1 ~ N(0,¢;(1 — ¢l)/n). Sob a hipdtese nula, a equacao (4.8) multiplicada por n

assume a seguinte forma particular:

2

~ 2 2(,4 2
o _ 5 _npr—q)” _ n-n(pr—q) 4.16
nqn(l —q) €162
_ E (01 61) X (02 62)
n €1 €2
_(—e) (0r—e) | (4.17)
e1 €2

na qual e; = ng; e e = n(l — q1) representam as frequéncias esperadas, e 01 = np; e
0o = n(l — p1) sdo as frequéncias observadas correspondentes. Essa forma particular é a
estatistica x? de Pearson para uma tabela 2 x 1. Para n suficientemente grande ela segue

distribuigao x? com 1 grau de liberdade, pois ne?/{q;(1 — ¢1)} = Z*.
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De (4.9), o coeficiente de Bhattacharyya pode ser expresso como

1

2
A(P||Q) = Z Prar)?. (4.18)
k=1

Agora, com respeito a aproximagoes, a partir de (4.11)), (4.15)) e considerando £, =

¢1(1 — q1)/n, podemos escrever

2 3(1 -2
Da(PlQ) = ~ W A(P|@) ~ gt - L2 (4.9

z? Z°(1 - 2q1)

N — — . 4.20
8 16n/nqi (1 —q) 420
Multiplicando-se (4.20) por n, podemos escrever
1-2
$nDp(P||Q) ~ 22 — Ny, (4.21)
2y/nqi(1 - q1)

Verifica-se, portanto, que a contribuicao do termo ctbico diminui & medida que ¢; — 0,5
ou n aumenta. Nessa situacdo, podemos considerar a aproximacao 8nDg(P||Q) ~ X%1)-
Por outro lado, a presenca do termo cibico tende a se destacar, por exemplo, a medida
que ¢1 L Ooug T1.

Os valores criticos da estatistica 8nDp(P||Q) podem ser obtidos com base na sua
distribuicao amostral empirica gerada pelo método de Monte de Carlo. Para exemplificar
numericamente, considere trés testes com hipoteses nulas ¢; = 0, 3, 0,5 e 0,99, sob tamanhos
amostrais iguais a n = 500 e 5000.

Com esses valores de ¢; e n, tomando-se 107 realizacoes da variavel Z, e aplicando-as
na , observamos os valores criticos empiricos relativos aos niveis de significancia do
teste a = 0,1%, 1% e 5% que se encontram na Tabela . Para o caso assintético, os
valores criticos foram obtidos diretamente da distribuicao X%1)-

Em outra simulagao, desta vez com base em 5 mil replicacoes de uma distribuicao
binomial com parametros n e ¢, utilizando agora e , a Figura mostra as
dispersoes entre as estatisticas nx?(P||Q) e 8nDp(P||Q) obtidas sob Hy, na qual, como
se espera, a aproximagao linear 8nDg(P||Q) ~ nx?(P||Q) tende a melhorar & medida que
n aumenta. Assintoticamente, sob Hy, ambas as estatisticas seguem distribuicao x? com
1 grau de liberdade. As linhas pontilhadas na Figura indicam o valor critico 6,63 com
base na distribuicao X%1) relativo ao nivel a = 1% (Tabela. Observe que, para os casos

¢1 = 0,3 e 0,5, a aproximacao linear tende a piorar na regiao de rejeicao de Hy.
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Tabela 4.1 - Caso 1. Valores criticos empiricos ¢, correspondentes ao teste Hy : p1 = q1 versus Hy : p1 #
q1, para g1 = 0,3, 0,5 e 0,99, com tamanhos amostrais iguais a n = 500, 5000, e niveis de significancia
a=0,1%, 1% e 5% obtidos com base em 107 realizacées da varidvel Z aplicadas em ([4.21]). Para o caso
assintético, 8nDp(P||Q) ~ X%l)'

qi

n 0,3 0,5 0,99

0,1% 1% 5% | 01% 1% 5% | 0,1% 1% 5%
500 | 10,89 6,65 3,84 | 10,78 6,63 3,84 | 16,05 8,17 3,69
5000 | 10,84 6,63 3,84 | 10,80 6,63 3,84 | 11,65 6,72 3,82
+o00 | 10,83 6,63 3,84 | 10,83 6,63 3,84 | 10,83 6,63 3,84

Com base nos resultados empiricos mostrados na Tabela [L.I, H, ¢é rejeitada caso a
estatistica em questao for superior a ¢, (Tabela . Por exemplo, para o nivel o = 1%,
¢1 = 0,3 en = 500, a hipétese nula é rejeitada se 8nDy(P||Q) > 6,65. A Figura[d.2)ilustra
as fungoes de poder do teste, B(p), obtidas com base nesse critério de decisao. A medida
que a amostra aumenta,ambas as estatisticas tendem a apresentar poderes equivalentes.
Dependendo da regiao, porém, uma estatistica proporciona poder do teste superior a outra.
Por exemplo, para n = 500 e p > 0,99, a utilizagao da estatistica 8nDp(P||Q) oferece um

teste com maior poder, mas para p < 0,99, observa-se o contrario.

4.3.2.2 Caso 2

Seja Uy,...,U, uma amostra aleatéria simples retirada de uma distribuicao discreta
tal que py = P(U; = 1) > 0, pp = P(U; =2) >0eps =PU, =3) =1—p — pa.
Considerando a variavel indicadora Iy; = 1, se U; = k, e I;; = 0, se U; # k, e que
I; + Is; + I3; = 1, os estimadores de méxima verossimilhanca para as probabilidades p1, po
e p3 sdo, respectivamente, p; = (11 +...+11,)/n, po = (Iog+. ..+ 1o,)/n e ps = 1 —p1 — pa.
Deseja-se testar a hipdtese nula Hy : P = Q contra a alternativa H; : P # Q, em
que P = (p1,p2,p3) € Q = (q1, 2, q3) representa uma distribui¢do hipotética objeto de
comparagao.

Considere agora a estatistica Dp(P||Q). Sua distribuicdo amostral pode ser obtida

empiricamente com base em (4.14)), para k = 3, em que g;/,/gx ~ N(0,(1 — qx)/n). A

covariancia entre as variaveis aleatorias €1 e €5 é dada por
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Hy :p1 =0,3, com n = 500 Hy :p1 = 0,3, com n = 5000

Hy:pp =0,5, com n =500 Hy :p1 =0,5, com n = 5000

Hy :p1 =0,99, com n = 500

Figura 4.1: Dispersoes entre nx?(P||Q) e 8nDg(P||Q) (pontos). Cinco mil estatisticas obtidas sob a
hipétese nula do teste correspondente. A linha sélida representa a reta 8nDp(P||Q) = nx*(P||Q), e x
representa a aproximacgido 8nDp(P||Q) =~ [1 —0,5Z(1— 2q1)/\/W} x?l). As linhas pontilhadas
indicam o valor critico 6,63 relativo ao nivel @ = 1% com base na distribuicao X%l)‘
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Hy:py =0,3, com n = 500 Hy :p1 = 0,3, com n = 5000
1.00- 1.00-

0.75- 0.75-

&) 5
2 050 Soso-
0.25- 0.25-
0.00° 0.00°
0.20 025 0.30 0.35 040 0.250 0275 0.300 0.325 0.350
P P
Hy :p1 =0,5, com n = 500 Hy :p1 =0,5, com n = 5000
1.00-
0.75-
-
2 ]
=z 0.50
0.25-
0.00°
0.450 0.475 0.500 0.625 0.550
P

Hy :p1 = 0,99, com n = 5000

1.00-
0.75-

5
= 0.50-

0.25-

0.94 0.96 0.93 1.00 0.980 0.935 0.990 0.995 1.000
P P

Figura 4.2: Poderes dos testes, B(p), com nivel de significAncia o = 1%, mediante 5 mil replicagoes das
estatfsticas nx?(P||Q) (linha pontilhada) e 8nDg(P||Q) (linha continua).
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Covley, e2) = Ele1, e2] = E[(91 — 1) (P2 — @2)] = E[p1p2] — 1o

= %E [Z > il

i=1 i'=1

— % { i E [I1;15] + ZZE []11']21']} — 192

— 142

i=i'=1 i
1
— 04 = Z Z E[I4]E[Li] — 1¢o
i
1
== Z ZCHQQ — 192
i
n(n—1 419
= %CHQQ —qQ1q2 = == (4.22)
n n

Consequentemente,

Cov [ €1 €9 ] _ Covleq, 9] _ V4192
NIRRT VG n’

de modo que

p:COH[sl 82}:_\/ 192
NGRS (1=q)(1—q)
Logo, conjuntamente, (£1//q1,€2/4/q2) segue uma distribuigao normal bivariada cuja

funcao de densidade é dada por

YN N e p———)

2rno109(1 — p?)
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em que o, = /(1 —qx)/n, e

g2 1 g2 o PE1ED £
T 12 2 + 2
Pe L4107 01024/q192 G203

o (- - ) { ne? N 2n\/q1q2€1€2 N ne; }
(I=q)1—a)—qe al-—qa) O-a)l-e)Vae el —ge)
(1—q)(1— q2) { ne? 2ne g nes }
+ +
l-g—@+ae—ae \a(l-—qg) (1-qa)(l-¢) ¢@l-q¢)
n(l—q)(1—q) { g2 N 2e189 N 2 }
) a(l-—q) (Q-q)l-¢) ¢(l—-q)
{5%(1 — o) N 2e169 N e2(1 — 6]1)}
0143 as 4243
{5 a3+ q) 25152 + 5%(613+Q2)}
0143 as 4243

e ¢ 2e1e9 €2 g2
:n{1+1+ 12+—2+—2}
q1 q3 q2 q3

{5% €2 81—|—2€1€2+€2}

=N

+ 2 4
q1 q2 qs

G
q1 q2

=nx*(Pl|Q).

3

Il
3

Assim, com base em ([@.14)), a distribuicdo amostral de 8nDp(P||Q) pode ser gerada

aproximadamente como

. 22 pgél
8nDp(P||Q) ~n) == —52—2, (4.23)
=1 Ik =1 Ik

em que (€1, £9) segue uma distribuigado normal bivariada com vetor de médias nulo e matriz

de covariancias

v 1 n(l—q) —qe |
" @l - )
comqz=1—q —qecg=—(c1+¢2).

Novamente, utilizaremos o método de Monte de Carlo para obter alguns valores criticos
para a estatistica 8nDg(P||Q). Considere o teste Hy : P = Q contra Hy : P # Q, para
os casos @ = (0,4;0,3;0,3), (0,7;0,2;0,1) e (0,8;0,15;0,05) com tamanhos amostrais
iguais a n = 500 e 5000. Com esses valores de ¢; e n, tomando-se 107 realizacoes do vetor

aleatério (e1,¢e3), aplicando-as em (|4.23)), registramos os valores criticos empiricos para os
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Tabela 4.2 - Caso 2. Valores criticos empiricos ¢, correspondentes ao teste Hy : P = Q contra H; :
P # @, com tamanhos amostrais iguais a n = 500, 5000, e niveis de significAncia o = 0,1%, 1% e 5%
obtidos com base em 107 realizacdes do vetor aleatério (e1,¢e2) aplicadas em . Para o caso assintético,
8D (PlIQ) ~ 2.

Q

n | (0,4:0,3;0,3) (0,7;0,2;0,1)  (0,8;0,15;0,05)
0,1% 1% 5% |01% 1% 5% | 0,1% 1% 5%
500 | 13,87 9,22 599 | 14,33 9,30 599 |14,95 943 5,99
5000 | 13,83 9,21 5,99 | 13,82 9,21 599 |13,95 9,22 5,99
+oo [13,82 921 5,99 | 1382 921 5991382 921 599

niveis de significancia o = 0,1%, 1% e 5% (Tabela [4.2)). Para o caso assintético, os valores
criticos foram obtidos diretamente da distribuigao X%g)-

Como no caso anterior, estatisticas nx?(P||Q) e 8nDp(P||Q) foram obtidas sob Hj
com base em 5 mil realizagoes de uma varidavel aleatéria multinomial com parametros n
e Q@ = (¢1,42,q3). A Figura mostra suas dispersdes para alguns casos. As linhas
pontilhadas na Figura indicam o valor critico 9,21 com base na distribuicao assintética
X%g) relativo ao nivel a = 1% (Tabela . Observe que a aproximacao linear tende a
melhorar a medida que n aumenta, sendo que, em geral, ela se mostra pior na regiao de
rejeicao de Hy.

Considerando as probabilidades p = p; +d e r = ps — §, para |§| < 0,15, a Figura
ilustra as fungdes de poder do teste, B(p), considerando-se os valores criticos empiricos
apresentados na Tabela . A medida que a amostra aumenta, ambas as estatisticas ten-
dem a apresentar poderes equivalentes. Novamente, dependendo da regiao, uma estatistica
proporciona poder do teste superior a outra. Por exemplo, para n = 500 e p < 0,8, a es-
tatistica 8nDp(P||Q) oferece poder levemente superior a estatistica X%Q), mas o contrario

ocorre para p > 0, 08.

4.3.2.3 Caso 3

Considere agora uma variacao do Caso 1, em que a amostra nao seja identicamente
distribuida. Seja Uy, ..., U, uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes retiradas
de uma populacao Bernoulli com probabilidade de sucesso p;j, para j = 1,...,n. A
frequéncia relativa de sucessos na amostra é 7, = (U; +...4 U,)/n. Na pratica, 7 poderia

representar, por exemplo, a frequéncia de acertos a determinado item de um teste em
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Hy: P =(0,4;0,3;0,3), n = 500 Hy: P =(0,4;0,3;0,3), n = 5000

Figura 4.3: Dispersoes entre nx?(P||Q) e 8nDg(P||Q) (pontos). Cinco mil estatisticas obtidas sob a
hipdtese nula do teste correspondente. A linha sélida representa a reta (4.15)), enquanto x representa a
aproximagao (4.14]). As linhas pontilhadas indicam o valor critico 9,21 relativo ao nivel & = 1% com base

na distribuicao X%g) .
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Figura 4.4: Poderes dos testes, B(p), com nivel de significAncia o = 1%, mediante 5 mil replicagoes das

2 050-

m

Ho: P =(0,4;0,3;0,3), n = 500

1.00-

0.75-

0.25-

Hy

Hy:p1 =0,5, com n =500

: P = (0,8;0,15;0,05), n = 500

Hy: P =(0,4;0,3;0,3), n = 5000
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3050
5 0.50
0.25-
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P
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Hy: P =(0,8;0,15;0,05), n = 5000

1.00-

0.75-

5
& 0.50-
0.25-
0.00-
0.750 0.775 0.800 0.825 0.850
P

estatisticas nx?(P||Q) (linha pontilhada) e 8nDg(P||Q) (linha continua).
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que os examinandos possuem habilidades distintas. Caso as probabilidades individuais
{p1; : 1 < j < n} sejam hipoteticamente conhecidas (por exemplo, mediante ajuste de um
modelo da TRI), define-se a frequéncia esperada de sucessos como 7y = (P11 +. .. +P1n) /N

Assim, deseja-se testar a hipdtese nula Hy : 71 = 7, dado um conjunto hipotético de
probabilidades individuais, {p;; : 1 < j < n}, contra Hy : 71y # 1. A Tabela descreve

resumidamente esta situacgao.

Tabela 4.3 - Representacao das distribuigcoes @ e P referentes ao Caso 3, na qual 71 e 1o = 1 — 1

representam as frequéncias empiricas, e 71 e T2 = 1 — Ty sao os valores esperados correspondentes.

sucessos fracassos

Q| m 7ra
P

T T

Para exemplificar, suponha que, para certo amostral n, uma colecao particular de
probabilidades {p1; : 1 < j < n} seja obtida mediante realizacoes de uma distribuicao
Uniforme no intervalo [0,25;0,95]. Mantendo-se tal cole¢ao fixada, consideramos 5 mil
replicacoes da Tabela para n = 1000, 5000 e 10000. A Figura mostra as dispersoes
entre as estatisticas nx?(P||Q) e 8nDp(P||Q) obtidas sob Hy para n = 1000 e 5000. Para
essa situagao é possivel observar a relacio 8nDp(P||Q) ~ nx*(P||Q).

Sob Hy, porém, essas estatisticas nao seguem distribuicao y? com 1 grau de liberdade.
A soma S, = Uy + ...+ U,, que segue a distribui¢ao Poisson-Binomial (Butler e Stephens,
2017)), possui média pus = Y. p; = niy e variancia oz = > pi(l —p;) = ps — ,ug) =
n (71 — #®¥), na qual p =352 ¢ # = 352 /n. Nesse caso, tem-se o resultado limite
de Liapunov na qual

> Ui=pi) b
7= et BN (4.24)
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a medida que n aumenta. A padronizacao (4.24)) pode ser reescrita como
o 2iaWUi=p) a2 iaUi—p)
VELBL =5\ [ry - )

_ n(7~r1 — 7%1)
n (frl . 7%52))
. 7’%1 — 7AT1
(=) m
- o , (4.25)
)
~(2 n o oA
em que 717 = YO0, /.
Assim, para grandes amostras, considere
Anx*(P|Q) ~ Xty
na qual
. m(l =)

denota o fator de corregao devido a nao homogeneidade das probabilidades de sucesso.
Note que Kk =1 se p;, = 7 paratodoi=1,...,n.

Alguns autores, como Eisinga et al.| (2013), discutem que, dependendo do tamanho
amostral, a aproximacao (4.24) pode nao ser muito boa nas caudas por causa da assimetria
da soma S,,. Mas para as nossas aplicagoes, veremos a seguir que ela se mostra razoavel

(Tabela[4.5).

Para obtermos uma expressao aproximada para a geragao da distribuicao amostral

mediante simulagoes de Monte Carlo, a partir de (4.11f), (4.15)), (4.25) e (4.26]), conside-

~

randoe; = 7 \/ <7r1 - ﬁ§2)> /n, e efetuando-se as devidas adaptagoes notacionais, podemos

escrever

2 3 A
N 1 e3(1 — 2m)
DB<P||Q) = —1nA(P||Q) ~ 87?1(1 — 7%1) o 167%%(1 _ ﬁ1)2
3/2
72 (7%1 - fr?)) 73 (7%1 - fr?)) (1—271)
sniy(1—7y)  16n3272(1 — 7ty)?
VA Z3(1 — 2m;)

8nk  16niy/nim (1 — 1)
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n = 1000

Figura 4.5: Dispersoes entre nix?(P||Q) e 8nkDp(P||Q) com base em cinco mil replicagdes. A linha
sélida representa a reta 8naDp(P||Q) = nax?(P||Q). As linhas pontilhadas indicam o valor critico 6,63

relativo ao nivel @ = 1% com base na distribuigao X%l)'

Logo, temos a aproximagao

1— 2 ;

2 Tl/%ﬁ'l(l — 7%1)

SnkDp(P||Q) ~ Z* — (4.27)

Com base nesse resultado, efetuando-se 107 replicacoes da distribuicao normal padrao Z,
tomando-se também um conjunto fixo de probabilidades {p;; : 1 < j < n} como hipdtese
nula, realizadas de uma distribui¢ao Uniforme no intervalo [0,25;0,95] (para n = 1000
e 5000), obtivemos as distribuigoes amostrais empiricas das estatisticas nix?(P||Q) e
8nkDp(P||Q). A Tabela mostra seus valores criticos empiricos ¢, para os niveis de
significancia o = 0, 1%, 1% e 5%.

Tomando-se agora os niveis de significancia nominais de 0,1%, 1% e 5% e seus valores
criticos correspondentes a partir da distribuicao assintotica X%I), efetuamos 10° realizacoes
da Tabela , para um dado conjunto fixo de probabilidades {p; ; : 1 < j < n} (retiradas
de uma distribui¢do Uniforme no intervalo [0,25;0,95]). A Tabela mostra que os
percentuais de ocorréncia do erro do tipo I se encontram bastante proximos dos seus
respectivos valores nominais.

Para uma ilustragao do poder do teste, consideramos a transformacao logito das proba-
bilidades individuais, logit = In[p; ;/(1 — p1;)], e depois consideramos probabilidades sob
a hipétese alternativa na forma pj ; = exp(logit +6) /(1 + exp(logit +6)), para —3 < § < 3.
A Figura ilustra as funcoes de poder do teste, B(p), considerando-se os valores criticos

empiricos apresentados na Tabela [£.4]
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Tabela 4.4 - Caso 3. Valores criticos empiricos ¢, correspondentes ao teste Hy : 1 = 71, dado um
conjunto {ﬁl,j :1 < j < n}, contra Hy : T, # 71, com tamanhos amostrais iguais a n = 1000 e 5000 e
niveis de significincia o = 0,1%, 1% e 5% obtidos com base em 107 realizacoes de (4.27)). Para o caso

assintético, nix?(P||Q) ~ X%l)‘

estatistica

n | nind(PlQ)  sniDy(PlQ)
0,1% 1% 5% | 01% 1% 5%
1000 | 10,80 6,64 3,84 | 10,81 6,64 3,84
5000 | 10,80 6,64 3,84 [ 10,80 6,64 3,84
+o00 | 10,83 6,63 3,84 | 10,83 6,63 3,84

Tabela 4.5 - Niveis empiricos de significancia (%) para a situagao do Caso 3, considerando 10° realizagoes
da Tabela tomando-se os valores criticos assintoticos 3, 84; 6,63 e 10,83 da distribuicao X%l)’ relativos
aos niveis nominais de significAncia o = 0,1%, 1% e 5%.

estatisticas
n | a nominal | nkx*(P||Q) 8nkDp(P||Q)
0.1% 0.11 0.12
1000 | 1,0% 1,03 1,06
5,0% 4,84 4,84
0.1% 0,08 0,09
5000 1,0% 1,00 1,00
5,0% 4,94 5,09

4.3.3 Caso 4

Agora consideraremos a aplicagao para fins de comparagao entre duas tabelas 2 x 2, no
contexto do modelo apresentado no capitulo anterior. Considerando as variaveis binarias
R;; — que assume valor 1 se o individuo j responde ao item ¢ ou valor 0 caso ele deixe
de responde-lo —, e U;;, que € unitaria se o individuo j acerta ao item ¢ e nula se ele nao
acerta, o modelo propicia estimativas das probabilidades individuais, de maneira que
as frequéncias absolutas esperadas para o item ¢ do grupo de n examinandos podem ser

escritas como agregacoes das estimativas das probabilidades proporcionadas pelo modelo,
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1.00-

075

B(5)

0.25-

1%, relativos ao teste Hy : 771 =

Figura 4.6: Poderes dos testes, B(4), com nivel de significincia o =
nkx?(P||Q) (linha pontilhada) e

w1, contra Hy : m # 71, mediante 5 mil replicagoes das estatisticas

8nikDp(P||Q) (linha continua), com n = 1000.
ou seja,
n
for = Y _P(Ry; = 1|U;; = 0) - P(Uy = 0);
j=1
n
ﬁll == ZP(UU = 1),
j=1
Noo = N — N1 — N11.

Assim, as frequéncias esperadas, segundo o modelo ajustado para o item i, podem ser

definidas como

3 ‘93 ‘§>: ‘§>
—_ = o
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Agora, considere as frequéncias observadas (empiricamente) para cada item i
. 1¢
Too = — ZI(RU =0,U;; = 0);
n
R
o=~ Y _I(Ri; = 1,U;; = 0);
n
.1
T = H ZI(RU = 17Uij = 1),
j=1

que I é uma funcao indicadora tal que I(R;; = r,U;; = u) = 1,se Rjj =r e U;; = u, e
I(R;j = r,Uj =u) =0, se Rjj # r ouU;; # u, para r,u = 0 ou 1. Desse modo, essas
frequéncias empiricas correspondem a razao entre o numero de casos relativos ao evento
de interesse e o total n de examinandos.

Assim, as frequéncias esperadas, segundo o modelo ajustado para o item 7, podem ser

definidas como

A 100
oo = —»
n
~ __ No1
o1 = )
n
~_Nn
T, = —.
n

Agora, considere as frequéncias observadas (empiricamente) para cada item i
oo = 1 iI(RZ‘j =0,U;; =0);
n i
fo = LS 1R, = 1.0, = 0)
n

1 n
T - - IRzzl,Ulzl,
11 n;( J J )

em que I é uma fungao indicadora tal que I(R;; =, U;; =u) =1, se R;; =1 e U;; = u,
e l(Ri; =r,Uj; =u) =0, se Rjj # rouU; # u, para r,u = 0 ou 1. Desse modo, essas
frequéncias empiricas correspondem a razao entre o numero de casos relativos ao evento
de interesse e o total n de examinandos.
Se o proposito for obter, para cada item, a distancia entre a Tabela [4.6(a) e a [4.6{(b),
podemos considerar a distancia y? dada por
(711 — 711)? L (o1 — 7o1)? n (00 — 700)”

X(P||Q) = :

11 o1 7700




Secao 4.3. Distancias 75

Tabela 4.6 - Representagao da distribuigdo conjunta observada (empiricamente) e a esperada para um
item ¢ com base no modelo relativas as varidveis R (respondeu = 1, ndo respondeu = 0) e U (acertou

=1, nao acertou = 0).

(a) observada (a) esperada
R R
0 1 total 0 1 total
U 0 00 7:T01 7:T0- U 0 0o 7:T01 7:T0-
1 0 11 11 1 0 11 11
total | o9 T 1 total | g T 1

e a distancia de Bhattacharyya dada por

Da(P||Q) = I (v/Fuu + Voo + Vawm)

Caso o objetivo seja avaliar a distribuicao marginal correspondente a varidvel R, ou seja, no
que se refere a distancia entre a fracao esperada e a observada das nao-respostas, pode-se

definir as medidas

Dpo(Py||Qo) = —1In (\/ﬁooﬁoo + \/(1 — o) (1 — 7~T00))

e R e |

oo 1 — 700
Essas duas tltimas medidas remetem ao Caso 3, em que nixa(P||Q) e 8nkDpo(P||Q),
com A = 7:&—;?)) e 7?%2) =i P2(R;; = 0)/n, seguem assintoticamente uma distribuicio
Xy

Ja as duas primeiras medidas, que se referem ao caso m = 3 com heterogeneidade
das probabilidades de sucesso, constituem o objeto principal desta ilustragao. Para esse
caso, devido a dificuldade de se encontrar um fator de correcao comum k que remeta
8n/<aDB(15 |Q) diretamente a uma distribui¢ao x?, restringiremo-nos a estudar empirica-
mente os comportamentos das estatisticas ny2(P||Q) e 8nDy(P||Q). No caso da es-
tatistica y? de Pearson, lembremo-nos que, na sua forma original, ela se baseia em conta-
gens multinomiais. Em nosso caso especifico, tais contagens nao ocorrem sob a hipotese de
haver probabilidade de sucesso constante e, por isso, € preciso obter uma distribuicao amos-

tral mais adequada. Sem uma referéncia assintotica, os valores criticos correspondentes

serao ser obtidos com base em distribui¢oes empiricas geradas computacionalmente.
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Com respeito & estatistica Dg(P||Q), sua distribuicio amostral pode ser obtida em-
piricamente com base em (4.14]), para m = 3, em que ¢, ~ N (O, (frk — 7%,9) /n> para
k<2

A covariancia entre as variaveis aleatorias €1 e €5 é dada por

~ A A

Covley, es] = Eley, 2] = E[(T1 — 71) (T2 — 72)] = E[172] — T2

_ %E [zn; Zn:l Ll | — 717

_ % {il E L1 + Z;AZ E [IMI%/]} — fiyty

=0+ % Z#Z E[I]E[Ly] — T17ta

_ % {zn; zn: Priboy — En; pl,im} — fiy
gt =

n n n
1 L1 . 1 A L
= — g P1i— E D2 — — g P1,iP2,i — T1T2
=1 /=1 =1

.. 1~ Pribzi . .
=My — — —— — M
17 = = Z n 172
=1
1 (4.28)
= ——17T s .
Uk
em que iz = Z?Zl PriD2,i/N-
Assim, a distribuicao amostral de 8n.D B(ﬁ’ ||Q) pode ser gerada aproximadamente com
base em (|4.23]), tomando-se realiza¢oes de uma distribui¢do normal bivariada (g1, e2) cujo

vetor de médias é nulo, e cuja matriz de covariancias é dada por

L (2 -
2_1 T 7T1 12
o o—he (R-AD)
com g3 =1—q —qeez3=—(c1+ &)

Para exemplificar, o Programa apresenta um cédigo em R para simular respostas
a um item, conforme o modelo com parametros a; = 1,9, by = 0,1, ao = 0,9 e
by = —0,2. Nesse experimento hipotético, o vetor de proficiéncias (6, 6,) segue uma
distribuicao normal bivariada com médias nulas, variancias unitarias, e correlacao entre as

proficiéncias igual a 0.5, de onde foi retirada uma amostra aleatéria de n = 5.000 pares
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de proficiéncias. Dessa maneira, cada realizacao da probabilidade 7 obtida com base no
modelo segue uma distribuigao logistica-normal (Atchison e Shen, [1980).
Como resultado dessa simulacao, a Tabela [5.9] apresenta a distribuicao das frequéncias

esperadas.

Tabela 4.7 - Frequéncias esperadas para um item hipotético, relativas as varidveis R (respondeu = 1, nao
respondeu = 0) e U (acertou = 1, ndo acertou = 0).

R
0 1
I 01]27,0% 254%
0,0% 47,6%

Tomando-se essa colecao n = 5.000 probabilidades como uma populagao hipotética de
examinandos com proficiéncias gaussianas, com base em 107 mil realizacoes de , foram
obtidas as distribui¢des amostrais empiricas das estatisticas nx*(P||Q) e 8nDp(P||Q). A
Tabela mostra seus percentis empiricos de 95%, 99% e 99,9%.

Tabela 4.8 - Valores criticos empiricos para a situagao do Caso 4 (n = 5000 e proficiéncias gaussianas).
estatistica 95% 99%  99,9%
nX2(P||Q) 4,615 7,198 11,014
8nDp(P||Q) (forma aproximada) | 4,614 7,198 11,018
8nDp(P||Q) (forma exata) 4,617 7,208 11,023

Note que os valores criticos apresentados na Tabela diferem dos valores criticos da
distribuicao X%g) , que seriam respectivamente iguais a 13,815; 9,210 e 5,991.

Tomando-se agora 5 mil réplicas de tabelas observadas, foram obtidas realizacoes de
nx?(P||Q) e da estatistica 8nDp(P||Q) com base na forma (L.5). A Figura mostra
que hé aproximacao linear entre as estatisticas x? e 8nDp para essa situacao particular.
A correlacao linear entre essas estatisticas é forte, superior a 0,9998, o que permite sugerir

que os poderes oferecidos por elas sejam equivalentes.
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Dy

Figura 4.7: Dispersao entre cinco mil estatisticas nx?(P||Q) e 8nDp(P||Q) (pontos) obtidas sob Hy. A
linha sélida representa a reta 8nDp(P||Q) = nx?(P||Q).

4.4 Algumas consideracoes

Este capitulo tratou de um ensaio em que se sugere a distancia de Bhattacharyya como
uma alternativa a tradicional estatistica x?. Quando as duas estatisticas se relacionam
linearmente, ambas proporcionam poderes equivalentes. Mas para certas situacoes, nosso
estudo empirico constatou poderes distintos. Portanto, ambas as estatisticas poderiam ser
aplicadas de modo complementar nessas situagoes.

Para o caso nao IID, a tradicional estatistica 2, caso seja aplicada sem o fator de
correcao, nao segue a distribuicao quiquadrado esperada. Neste capitulo, para o caso
m = 2, obtivemos o fator de correcao e a distribuicao amostral assintética. O estudo do
Caso 4 ainda esta para ser aperfeicoado em trabalhos futuros, para que se busque um fator
de correcao para as medidas de interesse.

Uma vantagem da distancia de Bhattacharyya sobre a x? é que ela pode ser efetivamente
utilizada na presenca frequéncias esperadas muito baixas. Por isso, no préximo capitulo,
ela sera utilizada para fins de diagnéstico do modelo. Em contraste, uma desvantagem
é que a sua distribuicao amostral é obtida mediante aproximacoes matematicas. Essa

desvantagem, porém, é superada mediante elevagao do tamanho amostral.
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Resultados

Esta secao ilustra uma aplicagao do modelo , considerando a prova de conheci-
mentos da terceira etapa do subprograma 2006-2008 do PAS/UnB aplicada em 7/12/2008
para 10.822 candidatos. Uma cépia dessa prova e seu gabarito oficial definitivo se encon-
tram disponiveis em http://www.cespe.unb.br/PAS. Essa prova possui duas partes. A
primeira trata de lingua estrangeira (inglés, francés ou espanhol, de acordo com a opgao
do estudante), e a segunda contempla o restante das disciplinas (artes cénicas, artes visu-
ais, biologia, filosofia, fisica, geografia, histéria, lingua portuguesa, literatura, matemadtica,
musica, quimica e sociologia).

Apés a exclusao de itens anulados, a atencao nesta secao se restringe a 100 itens do
tipo Certo (C) ou Errado (E) da segunda parte da prova de conhecimentos. Esses itens
foram organizados em grupos de disciplinas, conforme detalha a Tabela Cada item
desse tipo deve ser julgado de acordo com o comando que se refere, cuja resposta deve ser
assinalada na folha de respostas como C ou E. No calculo do resultado da prova, ao item
cuja resposta coincida com o gabarito oficial definitivo atribui-se uma pontuagao positiva
(acerto); e ao item cuja resposta divirja desse gabarito é atribuido pontuacao negativa
(discordante). Porém, caso o item seja deixado em branco ou com dupla marcagdo na

folha de respostas, a pontuagao é nula (nao resposta).

Tabela 5.1 - Distribuicao dos itens em grupos de disciplinas

Grupo disciplinas quantidade de itens
I filosofia, geografia, histéria, lingua portuguesa, e sociologia 24
IT fisica e matematica 24
11 biologia e quimica 25

v artes cénicas, artes visuais e literatura 27
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Essa apenacao proporciona uma incidéncia natural de nao respostas dependendo das
caracteristicas do item ou do préprio candidato. A Figura (a) apresenta a dispersao
entre o total de itens nao respondidos (7,,,) e o total de acertos por candidato (7). Seu
aspecto é de funil, em que a variabilidade de T, diminui a medida que 7,,, aumenta. De
modo andlogo, a dispersao entre T, e o total de respostas divergentes por candidato (7)
apresenta um aspecto triangular (Figura (b)). Enquanto as distribui¢oes de T, e Ty
possuem aspecto aproximadamente sinusoidal, a forma da distribuicao de T, evidencia
uma concentragao de zeros, na qual quase 12,5% dos candidatos responderam todos os
itens. A variabilidade da quantidade de acertos ou de respostas divergentes para esses
candidatos que nao deixaram respostas em branco é elevada, o que permite sugerir, por
exemplo, que boa parte desses candidatos apresentem maior propensao 6;.

A Figura5.2] que mostra o percentual de respostas em branco para cada item, sugere
uma relagao entre a incidéncia de nao respostas e os grupos de disciplinas (Tabela .
Com base no teste de Kruskal-Wallis, com 3 graus de liberdade, essa relagao é evidenciada
com p-valor igual a 0,0005. De fato, nao é surpreendente que os itens que versem sobre
fisica, matemaética, biologia e quimica (grupos II e III) apresentem taxas mais elevadas de
nao-respostas e que os do grupo I tenham taxas menores. Esse fato ja permite caracterizar
a multidimensionalidade das nao-respostas, ou seja, de que se trata de um fenéomeno asso-
ciado a grupos de disciplinas. Por isso, a aplicagao do modelo seréd efetuado segundo
esses grupos de itens (Tabela . Outro aspecto, um pouco menos evidente, diz respeito
a proporcao entre nao respostas e respostas divergentes, ou seja, a relagao my : mp; na
Tabela 3.1} A Figura mostra, para cada item, o percentual de respostas divergentes

relativo aos nao acertos, ou seja,

To1

P, = x 100%. (5.1)

Too + o1
Em contraste com a Figura 5.2 a Figura [5.3 nao indica claramente se algum grupo
de disciplinas apresenta maiores ou menores incidéncias de respostas divergentes sobre o
total de nao acertos. O teste de Kruskal-Wallis, com 3 graus de liberdade, também nao
evidencia uma relagdo entre os percentuais P, e os grupos de disciplinas (p-valor = 0,16).
A Figura [5.4] mostra a distribui¢ao dos valores empiricos de g e w13 dos 100 itens do
tipo C ou E da segunda parte da prova de conhecimentos (Tabelas e . Os pontos
em destaque sdo referentes aos itens para exemplificagdo mostrados nas Figuras [5.7] e
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. Nessa figura, espera-se que a taxa observada de nao-resposta (7pg) diminua a medida
que a taxa de acerto aumenta (711), como os itens 15, 70, 71, 72, 73, 83 e 84. No entanto,
alguns itens apresentam anomalias, havendo maior predominio de respostas divergentes
em vez de nao-respostas. Por exemplo, o item 35 representa um caso peculiar, com taxa

de acerto igual a 18,6%), com baixa taxa de nao-resposta (5,1%) e consideravel percentual

de respostas divergentes (76,3%).



82

Capitulo 5. Resultados

(a)

12.5 =
10.0 —
75 =
X 50—
2.5 =
0.0 — -
75 =
wn
Q
=
Q
9 50—
[}
<
=
Q
s 25 =
0 - e i
I I [ I | I I I
0 25 50 75 100 0123
total de itens ndo respondidos %
(b)
12.5 =
10.0 —
75 =
X 50—
2.5 =
0.0 — -
. L
]
=
Q
an
St
[
2
kS
2]
s
2]
Qo
=%
[72]
0]
-
(]
S
E
e o
I I | I I NERN
0 25 50 75 100 01234
total de itens ndo respondidos %

Figura 5.1: Dispersao do total de itens nao respondidos versus o total de acertos por candidato,
dispersao entre o total de itens nao respondidos e o total de respostas divergentes por candidato, e suas

respectivas distribuigoes marginais.
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Figura 5.2: Percentual de respostas em branco para cada item, por grupos de disciplinas (I = filosofia,
geografia, histéria, lingua portuguesa, e sociologia; I = fisica e matematica, III = biologia e quimica, IV
= artes cénicas, artes visuais e literatura).
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Figura 5.3: Percentual P, de respostas divergentes relativo aos nao acertos para cada item ([5.1)), por grupos
de disciplinas (I = filosofia, geografia, histéria, lingua portuguesa, e sociologia; II = fisica e matemética,
III = biologia e quimica, IV = artes cénicas, artes visuais e literatura).
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Figura 5.4: Dispersao entre os valores empiricos de mgg e m11. Os oito pontos em destaque dizem respeito
aos casos para exemplificagao (itens 15, 35, 70 a 75, 83 e 84 apresentados nas Figuras e )

As Tabelas 5.3 e[5.5| mostram as estimativas dos parametros dos itens obtidas
por maxima verossimilhanga marginal, as frequéncias percentuais observadas e esperadas
conforme o modelo ajustado, e as medidas de proximidade Dg e Dpy. As Figuras e
[5.6) apresentam as dispersdes entre os parametros de discriminagao e os de dificuldade, por
grupos de disciplinas.

Na dimensao da propensao #;, quase a totalidade dos itens apresentam poder razoavel
de discriminagao (a; > 1), mas com baixo grau de dificuldade b; < 0. Isso sugere que, de
um modo geral, os itens propiciam informacao acerca daqueles individuos que estao menos
propensos a responderem aos itens de modo divergente, porém mediante nao-respostas.
Em contraste, no que se refere a proficiéncia 6, os itens geralmente apresentam poder de
discriminacao de menor magnitude, restando alguns itens com algum poder para discri-
minar os candidatos mais proficientes (e.g., como os itens 20, 77, 78, 82, 83, 95, 96, 118 e
119, que possuem ay > 1 e by > 0).

Para exemplificar, a Figura reproduz os itens 83 e 84 (Grupo III), cujas respostas
sao C, conforme o gabarito oficial definitivo da prova. As estimativas dos parametros para

o item 83 foram a; = 2,35, by = 0,27, ao = 1,02 e by = 0,72, e para o item 84 foram
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Figura 5.5: Dispersoes dos parametros dos itens por grupos de disciplinas referentes & propensao 6; (I

= filosofia, geografia, histéria, lingua portuguesa, e sociologia; I = fisica e matematica, IIT = biologia e

quimica, IV = artes cénicas, artes visuais e literatura).
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Figura 5.6: Dispersoes dos parametros dos itens por grupos de disciplinas, referentes & proficiéncia 6 (I
= filosofia, geografia, histéria, lingua portuguesa, e sociologia; II = fisica e matematica, III = biologia e

quimica, IV = artes cénicas, artes visuais e literatura).

As figuras [ e II, a seguir, representam,

respectivamente, uma substincia presente no 6leo essencial 83 A oxidacdo da substincia representada na figura I, por
de rosas ¢ uma SUbifIﬂﬂCI'ds a putrescina, exalada por reacio com KMnQO, em meio acido, permite a obtengio

cadaveres em decomposi¢io. de um aldeido.
84 Em solugdo aquosa dcida, a putrescina apresenta-se
NH, como cation divalente, produzindo campo elétrico

OH HoNATS 7 resultante.
Figura [ Figura II

Figura 5.7: Ttens 83 e 84, terceira etapa do PAS/UnB, subprograma 2006-2008
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Tabela 5.2 - Resultados relativos aos itens do grupo I (filosofia, geografia, histéria, lingua portuguesa, e

sociologia)

estimativas dos frequéncias (%) medidas de

parametros esperadas observadas proximidade

item ay by ) by Too Tor 711 Too  Tor 711 Dp DB,O
11 1,43 -0,74 0,87 -0,42 136 17,0 69,4 14,0 28,5 57,5 0,0101 2.0x107°
12 1,54 -0,84 1,08 -0,81 9,7 17,9 724 9,7 234 66,8 0,0024 2.7x1078
13 1,29 -1,54 0,77 0,27 94 7,0 83,5 9,9 450 45,1 0,1183 2.7x107°
23 1,85 -0,20 0,79 -2,02 89 352 55,9 9,9 96 804 0,0525 1.5x1074
24 1,70 -0,62 0,47 -3,80 5,1 27,0 67,9 5,9 94 84,7 0,0282 1.6x107*
25 1,75 -0,54 0,52 -0,69 14,8 19,5 65,7 16,3 25,5 58,3 0,0033 2.1x10~*
26 1,84 -0,63 1,51 -0,50 12,6 18,8 68,5 12,5 24,8 62,7 0,0027 1.3x10°°
27 2,15 -0,38 1,52 -1,10 9,6 28,5 61,9 9,9 134 76,7 0,0181 1.6x107°
28 2,11 -0,02 0,61 -1,86 132 36,4 50,3 15,3 10,6 74,1 0,0516 4.4x10~*
30 1,71 0,72 0,70 0,03 35,8 34,5 29,7 37,9 12,8 49,3 0,0399 2.3x1074
31 1,69 -1,08 1,08 -1,39 52 15,8 79,0 5,2 17,5 77,3 0,0003 5.5x1078
32 227 -0,55 149 -1,11 83 24,0 67,7 8,3 150 76,7 0,0067 6.2x1078
36 1,39 -0,73 1,08 -0,42 13,5 17,7 68,8 14,0 27,2 587 0,0072 3.1x107°
37 191 -0,26 0,65 -2,07 9,9 32,2 58,0 10,9 11,8 77,3 0,0327 1.4x1074
38 1,77 -0,29 0,60 -1,95 10,8 30,6 58,5 12,3 13,0 74,7 0,0241 2.7x107*
39 1,92 0,06 0,86 -0,85 18,6 334 480 204 14,5 65,1 0,0264 2.5x10°*
45 1,59 -0,87 0,55 -0,25 12,9 135 73,6 142 328 53,0 0,0300 1.8x10~*
52 1,56 -0,27 0,76 0,41 248 17,6 57,6 257 31,3 43,0 0,0153 5.7x107°
62 1,56 0,16 0,87 -1,36 14,7 40,0 453 159 10,7 73,4 0,0659 1.4x10~*
67 1,22 -1,74 043 0,77 86 59 855 93 48,6 42,0 0,1529 8.4x107°
89 1,08 -1,95 0,56 0,23 76 6,2 86,2 7,7 455 46,8 0,1279 3.7x107°
90 1,26 -1,57 0,65 0,27 92 7,2 83,6 95 44,7 458 0,1146 1.1x107°
114 1,45 -0,83 0,27 3,31 20,2 8,1 71,7 22,2 484 29,3 0,1404 3.1x107*
115 1,54 -0,06 0,23 0,57 25,9 22,3 51,8 28,6 24,8 46,6 0,0014 4.5x107*

a1 = 2,40, by = 0,61, ax = 0,71 e by = 2,15. Na dimensao da propensao, esses itens

possuem boa discriminagao e parametros de dificuldade positivos, o que sugere que eles

fornecem alguma informacao acerca de candidatos mais propensos a responderem aos itens

de modo divergente contra a opcao de nao responderem. Para esses itens, a Tabela [5.6

mostra uma comparagao entre a distribuicao percentual conjunta das varidaveis R;; e Uj;

obtida empiricamente (valores entre parénteses) e a distribuicao esperada correspondente

com base no modelo (3.7). As medidas de proximidade Dp entre a distribui¢ao esperada

e a empirica foram, respectivamente, 0,0011 e 0,0087, o que sugere boa aderéncia desses

itens ao modelo ajustado.

E, considerando apenas as frequéncias relativas a myy e seu
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Tabela 5.3 - Resultados relativos aos itens do grupo II (fisica e matemaética)

estimativas dos frequéncias (%) medidas de

parametros esperadas observadas proximidade

item ai by ] by oo  To1 711 Too Mo 711 Dp DB,O
15 1,10 -1,48 0,11 -22,14 1,6 188 796 1,5 6,2 922 0,0194 89x107°
16 0,88 -2,77 0,38 -1,01 44 55 90,1 44 36,3 59,2 0,0876 1.6x10°°

17 094 -1,50 043 0,34 130 98 77,2 13,3 40,2 46,5 0,0734 1.1x10°5
18 1,09 0,07 067 0,89 34,7 17,3 48,1 350 28,1 36,9 0,0103 7.7x107°
55 1,70 -0,42 0,75 -0,50 18,7 20,0 61,2 188 228 584 0,0006 1.1x10°°
56 1,87 0,80 0,94 0,74 49,9 232 26,8 514 12,9 358 0,0109 9.9x107°
57 1,40 -1,14 0,68 1,69 18,1 4,6 77,3 185 556 259 0,2349 1.0x107
59 1,64 -047 0,77 1,66 304 7,1 62,5 308 44,9 244 0,1339 7.1x10°°
60 1,62 -025 0,65 1,89 348 88 564 359 39,7 244 0,0927 5.7x107°
64 1,31 -0,92 044 -3,49 59 22,3 71,8 59 12,5 81,6 0,0086 1.2x10~%
65 1,36 0,00 052 -145 18,1 32,5 494 186 142 67,1 0,0257 2.7x10°
66 1,09 -0,68 0,70 0,53 225 13,0 64,5 22,2 36,1 41,7 0,0422 8.0x10~°
70 2,19 -0,12 091 0,05 28,0 19,7 52,3 275 234 49,1 0,0010 1.4x107°
71 2,37 005 0,74 0,17 31,3 22,0 46,7 332 19,5 47,3 0,0005 2.0x10~*
72 227 014 085 0,58 375 18,7 43,8 385 21,9 39,6 0,0012 5.6x107°
73 2,58 0,16 0,79 0,28 350 22,6 424 36,6 18,1 453 0,0015 1.3x107*
74 215 -0,74 0,78 1,49 22,6 52 72,1 23,7 50,0 26,2 0,1883 8.4x107°
75 2,14 -027 0,73 1,85 352 7.6 57,3 36,7 404 22,9 0,1098 1.2x10~*
76 1,82 -0,18 0,74 -0,13 24,6 20,9 54,5 255 22,3 52,2 0,0003 6.0x107°
77 2,12 038 1,56 1,10 53,1 10,2 36,7 52,1 24,9 229 0,0244 4.5x107°
78 232 069 1,68 091 58,2 14,2 27.6 57,6 16,2 26,2 0,0004 1.5x107°
79 223 047 085 1,40 51,7 14,5 33,7 52,7 21,1 26,2 0,0055 4.4x107°
94 1,42 -042 0,68 121 28,9 10,7 60,4 28,9 389 322 0,680 7.4x10°%
102 1,84 0,76 097 1,52 58,7 13,5 27,8 59,5 182 22,3 0,0033 3.6x107°

complementar, as distancias de Bhattacharyya correspondentes foram Dpg = 4.6 x 1075 e
3.1x107*, indicando boa aderéncia das frequéncias observadas de ndo-respostas ao modelo
ajustado.

Como segundo exemplo, a Figura apresenta um conjunto de seis itens (grupo II)
propostos sob 0 mesmo comando (itens 70 a 75). De acordo com o gabarito oficial definitivo,
apenas o item 70 deve ser assinalado como E, e os restantes sao C. As estimativas dos
parametros desses itens se encontram na Tabela [5.3] Na dimensao da proficiéncia 6, esses
itens apresentam poder de discriminagao moderado (0,73 < ay < 0,91) e dificuldade
positiva (0 < by < 1,85). Com respeito a propensao 6; esses itens possuem poder de

discriminagao elevado (2,14 < a; < 2,58) e parametros de dificuldade —0,74 < b; <0, 16.
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vV

Figura IT
, i . . o 70 Uma das exigéncias para que o amperimetro ndo interfira
E possu_:cl Iransfqrmar energia lum]m)s_;u em energia elétrica na medida ¢ que ele tenha resisténcia infinita.
por meio do efeito fotoelétrico. O diagrama mostrado na
figura I esquematiza uma célula fotoelétrica. Nesse esquema,
um raio luminoso monocromético incide na placa metalica P,
da célula, retirando elétrons, que se deslocam para a outra

71 Mesmo nido havendo potencial aplicado entre as placas
metalicas (V = 0), ha geragio de corrente elétrica (i# 0)
devido & luz incidente na placa metalica.

placa — P, —, 0 que gera uma corrente elétrica i, que pode 72 No esquema da figura I, se R =0, ainda ¢ possivel que a
ser medida por um amperimetro. Com o objetivo de se corrente medida pelo amperimetro seja ndo-nula.
determinar a velocidade do elétron mais veloz emitido pela 73 E correto inferir que o grafico I, estd associado a uma
placa iluminada, um potencial reverso — inserido para intensidade de luz maior que a intensidade de luz
desacelerar o movimento dos elétrons — ¢ aplicado entre as associada ao grafico /.

placas metalicas, com auxilio de uma fonte e. A figura II 74 No circuito ilustrado na figura I, a corrente elétrica i

apresenta o comportamento da corrente elétrica i, medida

~ . . ~ segue no sentido do ponto X para o ponto Y.
como func¢io desse potencial reverso para duas situagdes de

intensidades de iluminagdo, que permitiram obter os graficos 75 Infere-se dos grificos /, ¢ [ que a velocidade do elétron
I e I,. Com base nessas informagdes, julgue os itens que se mais veloz independe da intensidade de luz que incide na
seguem. placa Py.

Figura 5.8: Ttens de 70 a 75 (Grupo II), terceira etapa do PAS/UnB, subprograma 2006-2008

A Tabela mostra a distribuicdo conjunta esperada de acordo com o modelo (3.7)) e
a distribuicao observada para cada um desses itens. Com excecao dos itens 74 e 75, as
medidas de proximidade Dp entre essas distribuigdes foram inferiores a 0,0015 (Tabela
5.3). Nos itens 74 e 75, que apresentaram Dp > 0,10, os percentuais observados de
acertos foram bem menores do que os percentuais esperados correspondentes. Porém, os
percentuais observados de nao-respostas para esses itens foram todos muito préximos aos
seus valores esperados (Dgo < 2.0 x 1074).

Alguns itens andomalos podem ser identificados nas Tabelas e A Figura [5.9
reproduz dois desses casos, os itens 15 e 35 (ambos com respostas E). Na dimensao da
proficiéncia 6, o item 15 possui parametros com valores muito baixos (a; = 0,11 e by =
—22,14), o que o caracteriza como item ruim. J& o item 35 possui parametros a; =
0,79, by = —=3,74, ay = 0,43 e by = 3,58, 0 que remete a um caso de baixo poder de
discriminagao, tanto para na dimensao da propensao como na da proficiéncia, de grande
dificuldade na dimensao 6, e com b; baixo, o que proporciona maior chance de respondé-
lo incorretamente em relacao a possibilidade de ele nao ser respondido. Porém, esse item
apresenta problema de aderéncia entre o percentual esperado de acerto (93,9%) e o que foi
observado (18,6%). (Embora parte da cobranga desse item diga respeito a obra Operdrios
de Tarsila do Amaral, a parte crucial refere-se ao conhecimento sobre classifica¢do bioldgica.

Por isso, este item foi classificado como parte do Grupo III).



90 Capitulo 5. Resultados

Grifico II
Porcentagem da populacio em situacio de desnutricio
o

(%)

40

20

i

Asia Oriental  América Latina Oricnte Médio  Sul da Asia Africa Sub-Saariana 2alegt> do governe do estado cc Sl Touly
Pacificn Carihe Africa do Narte

2003
00,

by |

0 sohte 161y, 150 am = 208 am, 1333,

15 De i actl)}'d() C‘l’“_‘ as mf""mlagggs HP"‘-‘S‘-‘EM‘II%?; ‘;110 35 Na pintura de Tarsila do Amaral, é possivel reconhecer,
gralico 1, COncil-se que, cm » menos de 10% da com base na classificagio biologica, as diversas ragas
populagio da América Latina e do Caribe estava it brasilei
desnutrida. que constituem o povo brasileiro.

Figura 5.9: Ttens 15 (Grupo II) e 35 (Grupo III), terceira etapa do PAS/UnB, subprograma 2006-2008

A Figura[5.10| mostra a distribuicao dos valores de Dg, em que a linha vertical separa o
grupo de 40 itens considerados aderentes ao modelo ajustado dos demais, sendo 8 do grupo
I, 12 do grupo II, 11 do grupo III e 9 do grupo IV. Esses valores sao tais que Dg < 0,015,
sendo seus p-valores obtidos pelo método de Monte Carlo inferiores a 5%. Esses itens
apresentam frequéncias esperadas 717 e Tg; mais proximas das frequéncias correspondentes
observadas (711 e 7o1), tendo valores Dp préximos de zero.

Com respeito aos valores relativos a similaridade entre a fracao esperada e a observada
das nao-respostas, Dp, todos foram menores que 0,0005, sendo estatisticamente nulos
com p-valores inferiores a 1%. Observe, na Figura que os percentuais de um modo
geral se encontram proximos da linha 7oy = 7gg. Isso sugere que a nao-resposta seja um
fenomeno fortemente dependente das caracteristicas do item e de um tracgo latente do
respondente. Mas quanto aos percentuais de acerto, ha grande dispersao dos pontos em
torno da linha de referéncia 7y, = 717 (Figura . Por exemplo, nos itens do Grupo 11
(fisica e matemadtica), hd uma quantidade expressiva de itens cujos percentuais observados
de acerto (711) s@o inferiores aos valores esperados.

A Figura [5.13| mostra a distribuigdo conjunta entre 6; e 65 para cada grupo de discipli-
nas. Ela evidencia a existéncia de pelo menos dois grupos de candidatos. A concentracao
de pontos na parte superior de cada distribuicao referem-se aqueles candidatos que nao
deixaram respostas em branco. A massa restante de pontos corresponde aos demais can-

didatos. Na dispersao das proficiéncias associadas ao grupo IV, é possivel observar a
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existéncia de outros aglomerados de pontos. Como se espera, os graficos mostram que os
candidatos menos proficientes (fy baixo) tendem a ser menos propensos a responder de
forma divergente, preferindo deixar a resposta em branco (6; baixo). Mas a medida que a

proficiéncia aumenta, a propensao tende a se concentrar na regiao modal da distribuicao.
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Tabela 5.4 - Resultados relativos aos itens do grupo IIT (biologia e quimica)

estimativas dos frequéncias (%) medidas de

parametros esperadas observadas proximidade

item 3] by a2 by Moo  Tor  Tu Moo To1  Ti1 Dg DB,o
19 1,17 -1,09 0,40 -1,26 10,8 155 73,7 10,8 27,3 61,9 0,0110 1.1x10°¢
20 1,57 0,18 1,16 1,27 45,8 10,1 44,1 46,0 30,4 23,5 0,0443 3.7x107
21 1,86 0,11 0,84 -0,15 28,7 25,9 453 285 18,7 52,8 0,0044 4.9x1076
22 127 -1,43 0,28 -2,61 6,7 12,2 81,1 6,2 26,8 67,0 0,0178 5.2x107°
35 0,79 -3,74 0,43 3,58 51 1,0 93,9 5,1 76,3 18,6 0,5869 2.2x1077
82 1,74 -0,38 1,00 0,00 23,0 16,7 60,2 21,8 28,0 50,2 0,0097 1.1x10~*
83 2,35 0,27 1,02 0,72 43,0 17,7 39,3 43,9 20,6 354 0,0011 4.6x107°
84 2,40 0,61 0,71 215 58,1 12,3 29,6 60,5 19,3 20,2 0,0087 3.1x10~*
86 2,01 0,00 0,50 -0,43 25,1 26,4 485 26,7 183 550 0,0049 1.7x10~*
87 1,99 0,06 0,64 2,25 43,7 9,3 46,9 454 33,6 21,0 0,0655 1.4x1074
88 1,63 -0,31 0,86 1,13 32,0 10,2 57,8 32,8 37,0 30,2 0,0660 3.4x107°
91 2,27 0,31 097 0,66 42,4 19,2 384 438 19,1 37,1 0,0001 1.0x10~*
92 2,31 0,16 0,77 2,37 497 74 429 512 32,6 16,3 0,0797 1.0x1074
93 2,67 0,28 0,71 1,04 434 18,1 38,5 46,3 19,7 34,0 0,0011 4.3x1074
97 1,58 -1,27 0,33 -1,83 73 11,4 81,3 6,7 28,8 64,4 0,0253 6.0x107°
98 1,51 -0,39 0,42 -0,95 176 22,6 59,8 18,8 21,8 59,4 0,0001 1.3x10~*
99 194 0,64 0,80 1,03 494 20,3 30,4 50,1 17,2 32,8 0,0009 2.6x107°
100 2,15 -0,48 0,43 -3,93 6,7 29,1 64,2 58 10,8 835 0,0293 2.1x107*
101 1,30 -1,75 0,19 -2,11 58 7,9 86,3 59 344 59,6 0,0609 3.1x107°
103 191 0,33 0,57 0,05 32,9 281 38,9 34,2 16,4 494 0,0112 88x107°
104 1,40 -0,70 0,39 1,78 226 10,0 67,4 23,3 429 33,8 0,0901 3.2x107°
111 0,98 -1,19 0,20 4,67 198 7.4 728 20,6 50,9 28,5 0,1608 5.0x107°
118 1,90 -0,36 1,06 0,93 31,0 9,3 59,8 30,9 38,0 31,1 0,0745 4.5x1078
119 1,96 0,23 1,14 1,33 483 10,1 41,6 484 28,7 229 0,0382 1.5x1076
120 1,89 -0,58 0,83 0,43 22,1 11,7 66,3 22,0 355 42,5 0,0465 1.9x10°7
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Tabela 5.5 - Resultados relativos aos itens do grupo IV (artes cénicas, artes visuais e literatura)

estimativas dos frequéncias (%) medidas de

parametros esperadas observadas proximidade

item ay by ) by Too Tor 711 Too Tor  T11 Dp DB,O
33 1,81 -0,42 0,77 -3,51 3,4 349 61,7 35 43 92,2 0,0926 1.8x107°
34 1,43 -0,87 043 -2,12 89 192 71,9 9,2 20,0 70,8 0,0001 1.8x107°
40 1,43 -0,85 0,30 1,51 18,1 10,7 71,3 182 42,6 39,2 0,0800 1.5x10°°
41 1,60 -0,62 0,58 -2,52 75 258 66,7 79 124 79,7 0,0153 3.2x107°
42 1,34 -1,01 0,37 1,11 16,1 9,7 742 16,6 43,3 40,1 0,0902 2.6x107°
43 1,48 -0,63 042 -1,07 14,1 19,6 66,3 14,6 24,8 60,6 0,0022 2.7x107°
44 1,09 -1,52 0,36 3,87 16,0 3,7 80,3 16,7 62,7 20,6 0,3245 4.6x107°
46 1,78 -0,72 045 -3,27 6,5 23,3 70,2 6,5 13,1 80,4 0,0091 85x1077
47 1,88 -0,11 0,66 -2,52 9,2 384 524 99 7,7 82,3 0,0783 7.3x107°
48 1,95 -0,04 0,63 -1,36 16,8 33,1 50,1 172 139 68,8 0,0282 1.6x107°
49 1,64 -0,12 0,52 0,74 29,1 18,0 52,9 29,8 29,3 41,0 0,0107 2.3x107°
50 1,24 -1,34 0,23 2,75 13,8 6,9 79,3 150 50,0 35,0 0,1550 1.5x10~*
51 1,60 -0,82 0,36 -0,73 13,0 151 71,9 133 30,4 56,4 0,0181 83x10°°
61 1,94 0,46 0,78 -0,98 23,0 41,6 354 240 96 66,3 0,0838 7.5x107°
68 1,67 0,16 0,67 -0,57 24,4 31,1 44,6 25,7 15,7 58,6 0,0179 1.1x1074
80 1,38 -0,30 0,42 2,81 33,0 9,5 57,5 33,7 42,2 24,1 0,098 2.1x107°
85 1,46 -0,46 0,64 -1,44 12,5 25,7 61,8 13,1 16,9 70,0 0,0059 4.3x107°
95 2,67 0,73 1,02 0,94 53,4 20,8 25,8 544 144 31,2 0,0042 5.0x107°
96 2,54 0,81 1,13 0,63 50,8 25,0 24,2 52,5 11,3 36,2 0,0197 1.6x10~*
105 1,64 -0,22 0,56 -1,15 16,9 27,6 555 17,3 18,1 64,6 0,0068 1.3x107°
106 243 0,67 0,87 -0,35 33,0 39,1 27,9 338 9.8 56,5 0,0769 3.5x107°
109 1,96 -0,48 0,64 -3,63 42 319 64,0 44 5.8 89,8 0,0654 1.2x107°
110 1,81 -0,04 0,87 -1,74 11,6 38,2 50,2 12,3 88 788 0,0700 6.4x107°
112 1,94 -0,56 0,55 -2,02 9,8 23,9 66,3 9.8 16,3 73,9 0,0048 1.7x1077
113 1,89 -0,31 1,04 -3,05 29 383 588 3,0 3,2 939 0,1255 3.6x107°
116 2,01 -0,07 0,80 -0,99 17,9 31,0 51,2 188 14,5 66,8 0,0210 6.8x107°
117 1,96 0,10 0,73 0,20 30,7 23,4 459 31,8 21,5 46,7 0,0002 6.3x107°
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Tabela 5.6 - Percentuais esperados para os itens 83 e 84, com base no modelo (3.7)), e seus respectivos

percentuais empiricos (entre parénteses) relativos as varidveis R;; (respondeu = 1, néo respondeu = 0) e

Ui; (acertou = 1, néo acertou = 0).

(a) item 83

0

Ri j
1

43,0%

(43,9%)

17,7%
(20,6%)
39,3%
(35,4%)

(b) item 84
1
o | 581%  12:3%
(60,5%) (19,3%)
i ' 29,6%
(20,2%)

Tabela 5.7 - Percentuais esperados para os itens de 70 a 75, com base no modelo (3.7)), e seus percentuais

empiricos correspondentes (entre parénteses) relativos as varidveis R;; (respondeu = 1, nfo respondeu

=0) e U;; (acertou = 1, ndo acertou = 0).

(a) item 70
R;;
0 1
0 280%  19,7%
(27,5%) (23,4%)
] 52,3%
(49,1%)
(d) item 73
R;;
0 1
0 35,0%  22,6%
(36,6%) (18,1%)
. 42,4%
(45,3%)

(b) item 71
R;;
0 1
0 31,3%  22,0%
(33,2%) (19,5%)
Ui;
. 46,7%
(47,3%)
(e) item 74
R;;
0 1
0 22.6% 5,2%
U (23,7%) (50,0%)
“ . 72.1%
(26,2%)

(c) item 72
0 1
0 37,5% 18, 7%
(38,5%) (21,9%)
] 43.8%
(39,6%)
(f) item 75
0 1
0 35,2% 7,6%
(36,7%) (40,4%)
1 57,3%
(22,9%)
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Figura 5.10: Distancias de Bhattacharyya entre a distribuicao observada e a esperada segundo o modelo

ajustado, por item e grupos de disciplinas. Valores a esquerda das linhas tracejadas sao estatisticamente

nulos (p-valores < 5%, por Monte Carlo).
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Figura 5.11: Dispersoes entre as frequéncias esperadas de ndo-respostas (7gg) e as observadas (7oo),

por grupos de disciplinas (I = filosofia, geografia, histéria, lingua portuguesa, e sociologia; II = fisica
e matemdtica, III = biologia e quimica, IV = artes cénicas, artes visuais e literatura). A linha sélida

representa o caso 7oy = Tgo-
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Figura 5.12: Dispersoes entre as frequéncias esperadas de acertos (711) e as observadas (711), por grupos
de disciplinas (I = filosofia, geografia, histéria, lingua portuguesa, e sociologia; I = fisica e matemética,
IIT = biologia e quimica, IV = artes cénicas, artes visuais e literatura). A linha sélida representa o caso

11 = T11-
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Figura 5.13: Dispersao entre os tracos 61 e 05 por grupos de disciplinas (I = filosofia, geografia, histéria,
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lingua portuguesa, e sociologia; II = fisica e matematica, III = biologia e quimica, IV = artes cénicas, artes
visuais e literatura). As linhas sélidas (vermelhas) representam as médias condicionais 61 |62 ajustadas nao
parametricamente pelo método LOESS.



Capitulo §

Conclusao

6.1 Consideragoes finais

Este trabalho apresentou um modelo bidimensional que descreve, conjuntamente, as
varidveis dicotomicas que representam o acerto (U;;) e a resposta (R;;) referentes a um
item ¢ e um examinando j. Esse modelo preescreve uma distribuicao para a varidvel U;; e
outra para R;;|U;; = 0, em fungio de tracos latentes e de parametros do item (dificuldade
e discriminagao). Essa distribui¢do condicional diz respeito a propensao de o individuo
j apresentar resposta ao item ¢ que divirja do gabarito oficial contra a possibilidade de
ele deixar o item em branco. Em nosso estudo, essas duas situagoes remetem ao evento
Uij = 0

Como contraponto, Rose et al.| (2010) discutem que treating missing data as wrong ap-
pears to be the least desirable way to account for responses MNAR (missing not at random)
in large-scale surveys. Para esses autores, de modo natural, os examinandos tendem a dei-
xar em branco os itens dificeis, além de suas capacidades. Dessa forma, os respondentes
administrariam seu proprio teste, escolhendo aqueles itens que sejam compativeis com suas
respectivas proficiéncias.

Porém, em um processo seletivo, por for¢ca da competicao, é necessario penalizar tanto
aqueles examinandos que propuseram respostas divergentes quanto aqueles que nao apre-
sentaram respostas. De fato, quando as nao-respostas sao consideradas respostas erradas,
as estimativas da proficiéncia sao viciadas (Rose et al., |2010; Bertoli-Barsotti e Punzo,
2013)). No entanto, para fins de sele¢ao de candidatos, o interesse do examinador se volta
para aqueles cujas proficiéncias sejam mais elevadas. Assim, a proficiéncia estimada com

base em um processo seletivo poderia ser diferente daquela estimada em uma avaliacao
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educacional.

Em geral, as frequéncias observadas de acerto foram inferiores as suas respectivas
frequéncias esperadas (Figura . Mesmo assim, 40 itens se mostraram aderentes ao
modelo ajustado (de um total de 100). Esse resultado nao é surpreendente, pois a prova
do PAS/UnB nao foi desenhada sob a perspectiva da TRI, sendo também processo se-
letivo. De fato, [Hambleton et al.| (1991)) discute que item responde models, unlike the
classical true score model, are ‘falsifiable’ models e, por isso, é justificaivel que haja um
conjunto particular de itens que nao seja adequadamente descrito por um modelo da TRI.

Este ensaio também sugere que a distribuigdo conjunta dos tragos latentes (6, 6) apre-
senta uma estrutura de dependéncia nao linear, havendo possiveis misturas de distribuicoes
(ou grupos de candidatos). Por exemplo, a presenca de examinandos que nao deixaram
respostas em branco é refletida mediante concentracao de pontos na distribuicao conjunta.
Além disso, observou-se que os candidatos menos proficientes sejam menos propensos a
responderem de forma divergente, pois tendem a deixar a resposta em branco. A medida
que a proficiéncia aumenta, porém, a propensao tende a se concentrar na regiao modal da
distribuicao.

Por fim, este trabalho mostrou que a resposta em branco deve ser tratada como uma
informacao nao ignoravel, sendo relacionada nao apenas com a baixa proficiéncia do res-
pondente, mas também com as caracteristicas do item e o traco #;. Ele representa a
propensao de um individuo apresentar resposta divergente contra a possibilidade de ele
nao responder. Com respeito a essa dimensao, todos os itens da prova mostraram-se
aderentes ao modelo ajustado, com base na distancia de Bhattacharyya. Possivelmente,
ha uma relagdo muito forte entre caracteristicas individuais (além do préprio item) e
as nao-respostas. Para estudos futuros, sugere-se a execucao de investigacoes compor-
tamentais para se examinar detalhadamente essa possibilidade (Evans, 2008; |Da Silva
et al., [2015). Os dados utilizados neste trabalho se encontram disponiveis em https:

//1drv.ms/f/s!Apx60k7TMXzegYhBVRKeIjggLcXixA.


https://1drv.ms/f/s!Apx60k7TMXzegYhBVRKeIjqgLcXixA
https://1drv.ms/f/s!Apx60k7TMXzegYhBVRKeIjqgLcXixA
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Apendice A

Simulacao

A.1 Exemplo em R para a obtencao dos valores criticos da estatistica
Dp, obtidos com base em 1 mil replicacoes, assumindo-se uma

populacao normal bivariada para as proficiéncias

# Preparacdo para a simulacéo:
# semente, n = numero de examinandos, replic = réplicas,
# thetas.s = proficiéncias gaussianas bivariadas,

# BD, BD.O, Chi.2 = disté&ncias de Bhattacharyya e chi~2

set.seed(81348530)

require (MASS)
n.1 <- 5000
r.1 <- 1000

Sigma.thetas <- matrix(c(1,0.5,0.5,1),2,2)

theta.s <- mvrnorm(n.1, rep(0, 2), Sigma.thetas)
colnames(theta.s) <- c("theta.1","theta.2")

BD <- NULL

BD.O <- NULL

Chi.2 <- NULL

Chi0.2 <- NULL

# par@metros do item
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# par.item = (a_1,b_1,a_2,b_2)

par.item <- ¢(1.9,0.1,0.9,-0.2)

eta.l <- par.item[1]*(as.numeric(theta.s[,1])-par.item[2])
eta.2 <- par.item[3]*(as.numeric(theta.s[,2])-par.item[4])
P.U <- 1/(1+exp(-eta.2))

P.R <- 1/(1+exp(-eta.1))

P.11 <- P.R

P.01 <- (1-P.R)*P.U

P.00 <- 1-P.11-P.01

B o
r.1 <- 10000000
q.1 <- p.espl3]
q.2 <- p.espl2]
q.3 <- p.espli]

hat.pi.1 <- q.1

hat.pi2.1 <- mean(P.1172)

hat.pi.2 <- q.2

hat.pi2.2 <- mean(P.0172)
hat.pi.12 <- mean(P.11%P.01)

v.l <- (hat.pi.1l - hat.pi2.1)/n.1
v.2 <- (hat.pi.2 - hat.pi2.2)/n.1
cov <- -hat.pi.12/n.1

Sigma <- matrix(c(v.1l,cov,cov,v.2),2,2)
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varepsilons <- mvrnorm(n = r.1, rep(0, 2), Sigma)
e.1l <- varepsilons[,1]

e.2 <- varepsilons[,2]

cov(e.1,e.2)

e.3 <~ -(e.1+e.2)

qg.3<-1-gq9.1 -q.2

Chi.2 <- n.1*((e.172)/q.1 + (e.2°2)/q.2 + (e.372)/q.3)
D.B.approx <- Chi.2 - n.1%((e.173)/q.172 +
(e.273)/q.272 + (e.373)/q.372)/2

D.B.exato <- -8#n.1*log(q.1l*sqrt(l+e.1/q.1)+
q.2*sqrt(1+e.2/q.2)+q.3*sqrt(1+e.3/q.3))
quantile(Chi.2, probs = c(0.999, 0.99, 0.95))
quantile(D.B.approx, probs = c(0.999, 0.99, 0.95))
quantile(D.B.exato, probs = c(0.999, 0.99, 0.95))
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