~
Universidade de Brasilia

Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Estatistica

Dissertacao de Mestrado

Estimacao dos Parametros da Mistura de
Densidades Estaveis Simétricas

por

Raucélio Coelho Cardoch Valdes

Orientador: Profa. Cira Etheowalda Guevara Otiniano

Junho de 2011



Agradecimentos

A Deus, em tudo e por tudo, sou grato.

A minha amada esposa, Flavia, por sonhar comigo e por seu apoio incondicional.
A minha filha Eliza Maria por ser o meu mais belo sonho.

Aos meus pais Raul e Cecilia por torcerem pela minha felicidade.

Ao meus irmaos por , cada um a seu modo, serem exemplos para mim.

A Professora Cira Etheowalda Guevara Otiniano por me aceitar como orien-

tando e compartilhar comigo a sua competéncia académica.

A Professora Cibele e Professor Geraldo por acreditarem na minha capacidade
para enfrentar o desafio do mestrado ao me concederem as cartas de recomen-

dacao.

Aos Professores Rathie e Peter pelos conhecimentos transmitidos.



Sumario

Agradecimentos
Lista de Figuras
Lista de Tabelas
Resumo
Abstract
Introducao

1 Conceitos e Notagoes Preliminares

1.1 Introducao . . . . . . . . . ...
1.2 Varidveis Aleatorias Estéveis . . . . . . .. ... ... ...
1.2.1 Propriedades . . . . ... ..o
1.3 Modelos de Misturas Finitas . . . . . .. ... ... .. ...
1.3.1 Definicao . . . . . ...

1.4 Funcao Caracteristica . . . . . . . .. . ... ... ... .. ..

2 Estimagao via Fungao Caracteristica

2.1 Introducao . . . . . . . . ..
2.2 Funcgao Distancia Objetiva . . . . . .. ... .. .. ... ...
2.3 Propriedades Assintoticas . . . . . .. .. ...
2.4 Estimador EFC Para Mistura de Normais . . . . . . ... ..
2.5 Estimador EFC Para Mistura de Cauchy . . . . . . . ... ..

2.6 Estimador EFC Para Mistura de Estaveis Simétricas

12
12
12
17
18
18
20



2.7

Aplicacao do Estimador EFC em dados reais . . . . . .

2.7.1 Aplicagao do Estimador EFC em misturas de Cauchy . . . . .

Estimacao pelo Algoritmo EM

3.1
3.2
3.3
3.4

Introducao . . . . . . ...
EM Para Mistura Finita de Variaveis Aleatérias . . . .
EM Para Mistura Finita de Densidades Estaveis . . . .
Aplicagoes do Algoritmo EM . . . . . . . .. ... ...
3.4.1 Aplicacao do EM a Dados Reais . . . . . . . ..
3.4.2 Aplicacao do EM a Dados Simulados . . . . . .

Consideragcoes Numéricas

4.1
4.2
4.3

4.4

Introducao . . . . . . ...
Sobre os Programas Utilizados . . . . . . .. ... ...
Densidade de Uma Variavel Aleatoria Estavel . . . . .
4.3.1 Algoritmo I - Formula de Inversao. . . . . . . .
4.3.2  Algoritmo II - Representacao pela Fungao H . .
4.3.3 Comentarios . . . . . . . ... ...

4.3.4 Simulagao de uma Mistura Finita . . . . . . . .

Influéncia de b na Matriz A"'XA™! na Estimacao EFC

5 Conclusoes

Referéncias Bibliograficas

A

Tabelas

A.1 Tabelas citadas no Capitulo 2
A.2 Tabelas citadas no Capitulo 3

Calculo de D, para componentes N (u,o?)

Calculo de D, para componentes Cauchy(u, o)

Calculo de D, para componentes Estaveis Simétricas

36
36
36
39
40
40
42

44
44
44
45
45
46
48
49
51

54

56

59
60
62

63

69

74



E Programas para Calculo da Densidade de uma Distribuicao Estavel 80

E.1 Programa R - Algoritmo I . . . . . . ... ... ... ... ... ... 80
E.2 Programa R - Algoritmo IT . . . . . . ... .. ... .. ... ..... 81
F Programa R para Gerar Valores de uma Distribuicao Estavel 88



Lista de Figuras

1.1 Efeito dos parametros de uma v.a. estavel sobre a sua fungao de den-

1.2 Efeito da parametrizacao da funcao caracteristica sobre a funcao de

densidade de uma v.a. estavel. . . . . . .. ...

2.1 Densidades propostas pelos estimadores EFC para o consumo de pe-
troleo com componentes Normais. . . . . . . . . .. .. ...
2.2 Densidades propostas pelos estimadores EFC para o consumo de pe-

troleo com componentes Cauchy. . . . . . . ... ... L.

3.1 Densidades propostas pelo algoritmo EM para o consumo de petroéleo

com componentes normais e componentes estaveis. . . . . . . . . . ..

4.1 Log de densidades de v.a’s estaveis obtidas pela formula de inversao e
expansao por série da funcao H. . . . . .. ..o

4.2 FEfeito de b sobre variancia dos estimadores EFC. . . . . . . . .. ..

A.1 Densidades das misturas de Cauchy para os caso Cle C2 . . . . . ..



Lista de Tabelas

2.1

2.2
2.3

3.1

3.2

3.3

Al

A2

A3

A4

A5

Experimento de simulacao para os estimadores EFC para componentes
Cauchy. . . . . . . .

Média das estimativas EFC para componentes Cauchy. . . . . . . ..

34

Estimativas EFC para o consumo de petréleo com componentes Cauchy. 34

Estimativas EM para o consumo de petroleo com componentes normais
e componentes estaveis. . . . . . ...
Experimento de estimacao EM para misturas finitas de variaveis alea-
torias estaveis. . . . . . . ... Lo

Estimativas EM para misturas finitas de variaveis aleatorias estaveis.

EQM das estimativas EFC para componentes Cauchy. . . . . . . . ..
Viés das estimativas EFC para componentes Cauchy. . . . . .. . ..
Valor do parametro, média , EQM e viés das estimativas EFC para os
casos Cle C2.. . . . . . . .
EQM das estimativas EM para misturas finitas de variaveis aleatorias
estavels. . . ... L L e
Viés das estimativas EM para misturas finitas de varidveis aleatoérias

estavels. . . . . ..



Resumo

Misturas de finitas de densidades de variaveis aleatérias a-estaveis é uma alterna-
tiva de modelagem para dados multimodais com origem em subpopulagoes que apre-
sentam assimetria e caudas pesadas. Na familia das variaveis aleatorias a-estaveis os
tnicos membros com densidade em forma fechada simples sao as Normais, Cauchy
e Lévy%. Entretanto, sua funcao caracteristica é bem conhecida e envolve quatro
parametros.

Neste trabalho, foram aplicados dois métodos de estimacao dos parametros de
uma mistura finita de densidades a-estaveis. O primeiro método é o Estimador via
Fungdo Caracteristica (EFC) que minimiza a distancia entre a fungdo caracteristica
teodrica e a fungao caracteristica empirica, quando as componentes sao Normais, Cau-
chy e a-estéveis simétricas. O segundo método é uma adaptacao do algoritmo EM
(Expectation-Maximization), devido ao calculo numérico das densidades a-estaveis si-
métricas. Ilustragoes numéricas dos resultados com dados reais e simulados também
sao apresentados.

Palavras Chave: Misturas finitas; Densidades a-estdveis; EFC; Algoritmo EM.



Abstract

Finite mixtures of a-stable random variables densities is an alternative model
for multimodal data stemming from subpopulations with skewed and heavy-tailed
distributions. Regarding the family of a-stable random variables, the only members
with simple closed-form density are the Normal, Cauchy and Lévy% distributions.
However, its characteristic function is well-known, and encompasses four parameters.

In this study, two methods of parameter estimation of a finite mixture of a-
stable densities have been applied. The first method is the Characteristic Function
Estimator (CFE), which minimizes the distance between the theoretical characteristic
function and the empirical characteristic function whenever there are Normal, Cauchy
and symmetric a-stable components. The second method consists of an adaptation
of the Expectation-Maximization (EM) algorithm, due to numerical calculations of
symmetric a-stable densities. Numerical illustrations of results, consisting of real and
simulated data, are presented in this study as well.

Keywords: Finite mixtures; a-stable densities; CFE; EM Algorithm.



Introducao

O objetivo deste trabalho é estimar os parametros de uma mistura finita de
densidades, cujas componentes sao variaveis aleatorias estaveis. Essa mistura é uma
alternativa para modelar dados multimodais com origem em subpopulagoes distin-
tas, nas quais a presenca de valores extremos nao é rara, assim, podem apresentar
assimetria e caudas pesadas.

Uma variavel aleatoria X tem distribuicao estavel, se a soma de copias indepen-
dentes dessa variavel ainda mantém a distribuicao de X, exceto por locacao e escala,
isto é,

Xi+...+X,=naX +D,,
onde X1,..., X, sao copias independentes de X. Essas distribui¢oes foram apresen-
tadas no trabalho Calcul des Probabilités, escrito por Paul Lévy em 1925, o qual
pesquisou sobre a soma de variaveis aleatorias independentes.

Até o momento, nao ha uma féormula fechada simples para a densidade de
uma variavel aleatoria estavel, exceto para os casos particulares de Normal, Cauchy e
Lévyy /2. Entretanto, hd meios numéricos para obter valores da fungao de densidade
e outras quantidades de interesse relacionadas a essas variaveis aleatoérias.

A fungao caracteristica de uma variavel aleatoria estédvel é bem conhecida e

envolve o vetor de quatro parametros 6 = («, o, i1, o) na relagao

(t:0) exp {iput — o®|t|*[1 — iBsign(t) tan(aZ)]} ,se a#1
Px \1; = )
exp {ipt — o®|t|*[1 — ifZsign(t) log(t)]} ,se a=1
com sign(t) = ﬁ, Vt € R, 0 < a < 2 ¢ o indice de estabilidade; —1 < 8 <1 ¢

o parametro de simetria; o > 0 é o parametro de escala e p € R é o parametro de

locagao. Por ser bem definida, a funcao caracteristica de uma variavel aleatoria estavel
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é usada em métodos de estimacao dos seus parametros desde, aproximadamente,
1965. Dentre os métodos propostos, os mais conhecidos sao apresentados em Famma
e Roll (1968), DuMouchel (1971), Press (1972), Paulson et al. (1975), Hill (1975),
Koutrouvelis (1980), Dorea et al. (2007).

Ainda sobre distribui¢oes estéaveis, sempre que as quantidades observadas pu-
derem ser aproximadas por somas normalizadas de pequenos termos e as densidades
empiricas dos dados exibirem caudas pesadas e assimetria, o Teorema do Limite Cen-
tral Generalizado junto com a evidéncia empirica forte indicam que um modelo mais
realistico pode ser obtido com essa familia de distribuigoes.

Os modelos de mistura sao utilizados para modelar populagoes, cujos dados
tém origem em K subpopulacoes distintas. Cada subpopulagao, ou componente da
mistura, é bem descrita por uma familia paramétrica. As densidades associadas a
cada subpopulacao sao ponderadas por suas frequéncias relativas, px, na populacao.

Assim, a densidade da populacao, ou da mistura, é a combinacao convexa
K
h(w;0)=> pif;(x:6;),
j=1

onde, p1, ..., px sao os pesos da mistura, Zjl.ilpj =1,0=(p1,...,pr—1,01,...,0K),
¢; sao os parametros da j-ésima componente e fi,..., fx, sao as componentes da
mistura.

Misturas finitas de densidades tém aplicagoes praticas em diversas areas. Os li-
vros Titterington et al. (1985), MacLachlan e Peel (2000) descrevem modelos, propri-
edades e aplicacoes em areas como: pesca, economia, medicina, psicologia, paleonto-
logia, botanica, agricultura, zoologia e confiabilidade, entre outras. Como aplicagoes
indiretas incluem: outliers, mistura de normais para teste de robustez, analise de clus-
ters, modelos de estrutura latentes, inferéncia bayesiana, estimacao nao-paramétrica
de densidades e aproximagcao de modelos de nao mistura com modelos da mistura.

A mistura de distribui¢oes normais é utilizada em aplica¢oes, nas quais os
dados sao multimodais e provenientes de subpopula¢oes normais, por exemplo, pro-
cessamento de imagens e de sinais para radares. Entretanto, a mistura de normais
nao leva a uma modelagem satisfatéria quando as densidades das componentes apre-

sentam assimetria ou caudas pesadas. Nessa situacao, a utilizagao de componentes



estaveis ¢ uma boa alternativa para a modelagem de dados nao normais. Um mo-
delo multivariado de sobrevivéncia com mistura de distribuigoes estaveis positivas foi
apresentado por Ravishanker e Dey (2000). Salas-Gozalez et al. (2009), Xu e Knight
(2011) aplicaram misturas de distribuigoes estaveis para modelar dados de finangas.

Para estimar os parametros de misturas finitas os métodos de estimagao mais
utilizados sao: Maxima Verossimilhanga, Algoritmo EM e métodos Bayesianos. O
algoritmo EM se destaca de outros métodos de estimacao pela sua eficiéncia em mo-
delos de mistura, porém, o algoritmo pode convergir lentamente devido a falta de uma
forma fechada dos estimadores ou pelo do valor inicial para o procedimento. Swami e
How (2000) e Hatzinakos (1988) mostram que o EM é eficiente e converge rapidamente
para mistura de componentes Normais, Cauchy e Lévy%. Um outro método numérico
alternativo de estimagao dos parametros de uma mistura de componentes normais é
minimizar a distancia entre a funcao caracteristica teodrica e a funcao caracteristica
empirica.

Paulson et al. (1975) propuseram esse método, que consiste em determinar o
estimador © que minimiza a funcdo distancia objetiva

Da©)= [ 18n(0) -~ px (60) P 1),

o0

onde ¢y (t;0) = E (¢"¥) ¢ a funcdo caracterfstica tedrica, @, (t) = %Z;‘Zl e*Xi ¢ a
fungao caracteristica empirica e W (t) = exp(—bt?). Heathcote (1977) obteve propri-
edades de consisténcia e normalidade assintoticas para © nos casos univariado e mul-
tivariado e, também, sugeriu que a escolha de W (t) pode influenciar na eficiéncia do
estimador e, como exemplo, mostrou que os estimadores tém baixa eficiéncia quando
W (t) = exp(—t?). Com base nesse trabalho, Xu e Knight (2011) propoem um método
iterativo para aumentar a eficiéncia dos estimadores de uma mistura de componentes
normais. Esse método tem como base o célculo da matriz de variancia-covariancia
dos estimadores obtidos pela minimizagao da distancia objetiva da mistura.

Neste trabalho, sao tratados dois métodos de estimacao dos parametros da
mistura h (x,0), cujas componentes sao estaveis simétricas. O primeiro método foi
baseado no trabalho de Xu e Knight (2011) e o segundo método ¢ o EM.

No Capitulo 1, sao apresentadas as notacoes e os conceitos preliminares uti-

lizados neste trabalho, como: variaveis aleatérias estaveis, modelos de misturas fini-
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tas e de funcdo caracteristica. No Capitulo 2, defini-se o estimador EFC, ©, como
aquele que minimiza a distancia entre a funcao caracteristica e, a sua contrapartida
amostral, a funcao caracteristica empirica; citam-se as propriedades assintoticas de
O, demonstradas por Heathcote (1977); revisa-se © para misturas de componentes
normais proposto por Xu e Knight (2011); é deduzida a forma fechada de © para
misturas de componentes Cauchy; apresentam-se os resultados alcangados a fim de se
determinar as formas fechadas de © para misturas de variaveis estaveis simétricas ; e,
por fim, os estimadores ©, para misturas de Normais e para misturas de Cauchy, sio
aplicados a dados reais e simulados. No Capitulo 3, o algoritmo EM para misturas
finitas é descrito e adaptado para estimar os parametros de uma mistura de variaveis
aleatorias estéveis, assim como, sao apresentadas aplicacoes em dados reais e simula-
dos. No Capitulo 4, sao feitas consideracoes sobre os programas utilizados, calculos
de densidades de varidveis aleatorias estaveis, geracao de valores aleatorios de uma
distribuigao estavel e sobre a matriz de covariancia do estimador ©. No Capitulo 5,

sao apresentas as conclusoes deste trabalho e propostas para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Conceitos e Notacoes Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados os conceitos e notagoes utilizadas nesta disser-
tacao. Na secao 1.2, apresentam-se defini¢oes e propriedades de variaveis aleatorias
estaveis. Na secao 1.3, descreve-se os modelos de mistura finita. Na secao 1.4, defini-se
a funcgao caracteristica de uma mistura finita, em particular, aquelas com componen-

tes estaveis.

1.2 Variaveis Aleatorias Estaveis

As variaveis aleatorias a-estaveis, também conhecidas por estéveis, foram intro-
duzidas pelo mateméatico Paul Lévy por meio do seu trabalho Calcul des Probabilités
no ano de 1925, no qual estudou o comportamento da soma de variaveis aleatorias
independentes. Em palavras, pode-se dizer que uma variavel aleatoria é estavel se for
invariante por somas exceto por locagao e escala. Uma varidvel aleatéria normal é
um caso particular dessa classe de variaveis aleatorias, pois a soma de normais resulta

em uma normal com mudangas nos seus parametros de locagao e escala.

Definicao 1.2.1. Uma varidvel aleatoria Z € estavel, se existem as constantes A > 0,

B>0,C>0eDEeR, tais que
AZy+ BZy,=CZ + D,
onde Zy e Zy sao copias independentes de Z .

12



Definicao 1.2.2. Sejam Z1,...,Z, cipias independentes de Z. Entao Z € chamada

a-estdvel se existirem constantes D,, € R tais que
Sy =2Z1+...4 Z,=naZ+ D,
onde o € (0,2] € chamado de indice de estabilidade ou expoente caracteristico.

Nao existe forma fechada simples da distribuicao de uma variavel aleatoria
estavel X qualquer, porém, sua funcao caracteristica é conhecida e bem definida por
Lévy (1925).

A definicao seguinte traz a representacao da funcao caracteristica de uma va-
riavel aleatoria estavel, conforme Zolotarev (1986) e Samorodnitsky e Taqqu (1994),

chamada de forma canonica da funcao caracteristica.

Definicao 1.2.3. Uma varidvel aleatoria Z com funcao de distribuicao de probabili-

dade
F(zya,0,8, 1) = Sa (0, 8, 1) (z)
e fungao de densidade
f(x:0) = F' (2:0)
com 0 = («, 0,8, 1), € considerada estdvel, quando sua fun¢ao caracteristica for

)} ,se a1,

) — ]
z88)= } ,se a=1,

(1.1)

exp {iut — o®|[t|*[1 — iBsign(t) tan(aZ
exp {ipt — o®[t|*[1 — iBZ sign(t) log(t)]

onde sign(t) = ﬁ, Vt e R; 0 < a <2 € chamado de indice de estabilidade; —1 < 5 <
1 € o pardmetro de simetria; o > 0 € o pardmetro de escala e p € R € o pardmetro

de locacao.
Uma variavel aleatoria Z é a-estavel simétrica se
Z ~ S4(0,0,p), (1.2)
cuja funcao caracteristica é
7 (t;0) = exp {ipt — o®[t|*} . (1.3)

A Figura 1.1 apresenta os graficos das fun¢oes de densidade da variavel alea-

toria X ~ S° (o, B3, o), definida em (1.1), onde apenas um dos seus parametros varia

13



e os demais permanecem fixos. O grafico (a) mostra o efeito da variagao po; o (b), o
efeito de o na escala; o (c), o efeito de 5 na simetria, e o (d) mostra o efeito de a nas

caudas. Tais gréaficos foram obtidos pelo Algoritmo I, descrito no Capitulo 4.

locacao n escala o

0.4

0.1

0.4

0.1

Figura 1.1: Efeito dos parametros pug, o, f e a no comportamento da funcao de
densidade de X ~ S° (o, 3, o). Em (a), uo € {—2,0,2}, a=1,8=0, 0 = 1; em (b),
o€ {0.5,%,0.9}, a=20=0e¢pu =0;em (c), f € {-1,0,1},a =08, 0=1¢
po =0; em (d), « € {0.5,1.5,2}, 6=0,0 =1¢€ pp=0.

A Definicao 1.2.3 para variavel aleatoria estével permite estabelecer as relagoes

abaixo com outras variaveis aleatoérias:

o Si (0,8, 1) ~ Levys(p,0),

1
2
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o S1(0,0,p) ~ Cauchy(u,0) e

o 5 (\%,O,u) ~ Normal(u, o).

Da definicao 1.2.3 tem-se que a distribuicao de Z é a distribuicao de somas
normalizadas de copias independentes de Z,

na

E sugere que uma distribuigao estavel pode ser obtida como a distribuigao limite de
somas normalizadas de varidveis aleatérias i.i.d.. Formalmente, isto corresponde ao
Teorema Limite Central Generalizado. Sejam X;, X,,... varidveis aleatorias i.i.d.

com variancia nao necessariamente finita. Entao,

tim P (270 < 7)) = 50, 00(2). (1.4)
s\ i (n)
onde, S, = X1 + ...+ X,,, 7 € uma funcao tal que
TG (1.5)
t=o0 (1)

EX [se 1<a<?2
b, =4 0 ,se 0<a<l (1.6)
0 ,se a=1e X simétrica.
Nolan (2011) propos uma parametrizagao de (1.1), com o objetivo de contornar
as dificuldades numéricas encontradas no calculo do termo So tan(a%) quando o — 1
e B # 0. Essa parametrizagao facilita a obtengao dos valores de interesse relacionados

a uma variavel aleatoria estavel como fungao de densidade ou func¢ao distribuigao.

Definicao 1.2.4. Uma varidvel aleatoria Z com fungao de distribuicao de probabili-

dade
F(z;0,0,8,p) = Sy (0, 8, 1) (x)
e funcao de densidade
f(z;0) = F' (z;0),
com 0 = (a, 0,0, 1), € considerada estdvel, quando sua fun¢io caracteristica for
exp {ipot—o°[t|*[1—iBsign(t) tan(ag) (lot|"™—1)]}, se a#1,

(1.7)
exp {ipot —o®[t|*[1—iB% sign(t) log(t)] } , se a=1,

vz (t;0)=

15



onde sign(t) = ﬁ, VteR; 0 < a <2 échamado de indice de estabilidade; —1 < 3 <
1 € o pardmetro de simetria; o > 0 € o pardmetro de escala e p € R € o pardmetro

de locacao.

Na Defini¢ao 1.2.3 e na Definicao 1.2.4 os parametros 0 < a <2, -1 < <1
, o > 0 tém significados iguais; mas, os parametros u € R e py € R se relacionam por

meio de

o — ﬁatan(a)g) ,se a#1, (1.8)

to — 320 In(o
Na figura 1.2, O grafico (a) corresponde corresponde a fun¢ao de densidade

correspondente a Definigdo 1.2.3 e o (b) corresponde a Defini¢ao 1.2.2.

o o
o o
o o
o o
N N
o o
o o
o o
o o
S S .
© T | | | | | | © T |

6 4 -2 0 2 4 6 -15 -10

(a) (b)
Figura 1.2: A funcdo de densidade de uma v.a. estavel X com a €

{0.8,0.9,1.0,1.1,1.2}, 0 =1, 8 = 1 e p = 0. Em (a), segundo a Defini¢ao 1.2.3
X ~ S%(1,1,0), e, em (b), segundo a Defini¢ao 1.2.2, X ~ S, (1,1,0).
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Os trabalhos Zolotarev (1986) e Samorodnitsky e Taqqu (1994) apresentam,

em detalhes, as seguintes propriedades.

1.2.1 Propriedades

Propriedade 1.2.1. Seja X ~ S, (0,8, 1) ou X ~ S%(c, B, 1), em (1.1) ou em (1.7),
entao,

Sa(1,5,0) = =S, (1, —4,0) (1.9)

Desse modo, a densidade e a funcao de distribuicao satisfazem, respectivamente, as

relagoes

f(l'|0[,6,0': ]-)/J“ZO) = f(—l’|06,—6,0': 17:“’:0)7

F(zla,B,o0=1,u=0) = 1—F(—z|la,—f,0=1,u=0).

O lado esquerdo de (1.9) representa uma distribuigdo estével padrao. Desta
forma, a utilidade dessa propriedade é a possibilidade de implementar algoritmos
que calculam valores de densidades ou de fungoes de distribuicao apenas no intervalo

[0,00) e usé-los para determinar essas quantidades quando z € (—o0;0).

Propriedade 1.2.2. Sejam p € R e0 < 0 < 00 a locagao e a escala, respectivamente.
A relagao entre uma densidade de uma varidvel aleatoria estdvel qualquer e a estdvel

padrao, p =0 e o =1, é dada por

g

f(.T;CY,B,O’,IU,) = %f (x_’u;a,ﬂ,l,()) .

Nolan (1999), apresenta um algoritmo para obter a densidade de uma variavel
estavel padrao e usa a Propriedade 1.2.2 para o obter a densidade de uma variavel

aleatoria estavel mais geral.

Propriedade 1.2.3. Seja X ~ S%(0,8,p1), com 0 < a <2 e —1 < 3 < 1, entao,

para x — 00,

lim 2P (X >z) = 0%(1+ f)z, (1.10)
T—00
lim 2P (X < —x) = 0%44(1 — P)z. (1.11)
T—00

[\
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As expressoes (1.10) e (1.11) podem ser escritas em termos de densidades e

Sao:

lim 2 f (sl Boops) = ao®ea(l+ ), (112
lim 2™ f (—z|a, B,0,1) = aoc®co(1—B). (1.13)
T—r00

As expressoes (1.10) - (1.13) permitem aproximar as caudas da densidade de
uma varidvel aleatoria estavel para valores suficientemente grandes, ja que nessa si-
tuagao podem ocorrer dificuldades numéricas. As expressoes (1.12) - (1.13) indicam
que o decaimento caudal da densidade de uma variavel aleatéria estével é uma fungao

poténcia de ordem «, e quanto menor o valor de o mais pesada é a cauda.

Propriedade 1.2.4. Seja X uma varidvel aleatdria estdvel, entdo para 0 < p < a o
momento absoluto de ordem p existe, isto €, E|X|P < co. Assim, para 1 < a < 2,

ElX|<ooepara0<a<2, E|X|?=EX?=00.

Essa propriedade indica que Var(X) = oo quando o < 2 e EX = oo quando
a < 1. Assim, esses momentos estao relacionados como os pesos das caudas. Cabe
notar que F|X|* = FX? < oo para a = 2.

O objetivo desta dissertacao é estimar os parametros de misturas finitas de
densidades estaveis, em particular as simétricas como em (1.2). Para tal, na proxima

secao é definida uma mistura finita de densidades e sua fungao caracteristica.

1.3 Modelos de Misturas Finitas

1.3.1 Definigao

Suponha que F' (z|0) representa a fungao de distribuigao de uma variavel aleato-
ria X dado © e G (©) representa a funcao distribui¢ao da variavel aleatoria ©. A
distribui¢ao marginal de (X, ©), denotada por

+o0
H (2) :/ F (z|0) dG(0), (1.14)

¢ a mistura de F' e G, onde F (z|f) é conhecida como nicleo, e G(O) ¢ a distribuigao

de mistura.
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Se toda a massa correspondente a G(0) esta concentrada em um conjunto finito
de pontos 61,05, ..., 0k, entao, (1.14) se torna uma mistura finita de K componentes,

cuja distribuigao é dada por

H(x)= Y F («]6,) G(6)). (1.15)

j=1
Para simplificar a notagdo, p; = G(0;) e F; (v) = F (x]6,), entao, (1.15) pode
ser escrito como

H (@)=Y piFe) (1.16)

onde p; > 0, paraj=1,2,...,K e

K
> op=1
j=1

Em (1.16), p; é conhecido com a j-ésima componente de proporcao, Fj (x) a

J-6ésima componente de mistura e K o niimero de componentes.

Definicao 1.3.1. Uma varidvel aleatoria X € dita ser uma mistura finita de K com-

ponentes, caso sua funcao de distribuicao for expressa por
K
H (x;0) = ijzfj(w;ej), (1.17)
j=1

onde j=1,...,K, Fj(x) € uma fungao de distribui¢do qualquer e p; > 0, com

K

j=1
¢ a probabilidade de ocorréncia dos pontos de massa 0; de uma varidvel aleatoria
G(©), onde © = (p1,...,pr-1,01,...,0k) €0; sio os parametros da j-ésima compo-

nente .

Se, em (1.14), G () é absolutamente continua, a densidade g (¢) existe de tal
forma que g () = G'(0) e se h(z) e f(x|f) s@o as densidades correspondentes as
distribuigoes H (z) e F'(x]@), a partir de (1.14), tem-se

+oo

h(x)= f(x|0) g(6)do. (1.18)

—0o0
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Analogamente, a expressao (1.18) pode ser escrita como

h(z) = ijfj (z) (1.19)

onde a densidade f; (z) é a j-ésima componente de mistura correspondente a distri-
buicdo Fj (x). Assim, a fungao de densidade de uma mistura H(z) , em (1.17), pode

ser escrita como

K
h(z;0) = ijfj (x;0;), (1.20)
j=1
onde ZJK:1 p; =10 = (p1,...,px-1,01,...,0K) e 0; sao os parametros da j-ésima
componente f;, para j =1,..., K.

1.4 Funcao Caracteristica

A funcao caracteristica é uma ferramenta estatistica na estimacgao de parametros

quando a funcao de densidade nao tem forma fechada ou é de dificil manipulacao.

Definicao 1.4.1. Seja X uma varidvel aleatoria. A fung¢do caracteristica de X € a

funcgao px : R — C definida por
ox (t;0) = F (eitX) , (1.21)
comt € R, i=+/—1 e0 sendo o vetor dos parametros de X.

Em termos da integral de Reimann-Stiltjes (1.21) é
+oo
o (£:6) = / X Py (2:0) (1.22)

onde Fx (x) é¢ uma funcdo de distribuicao de X. Quando X é absolutamente continua

com densidade f(z;0), a fun¢ao caracteristica dessa variavel é dada por

ox (t;0) = /_+°0 X f (2;0) da

o0

e por
n

x (0) =™ p(z;;0)

7j=1
quando X for discreta.

A contrapartida amostral da funcao caracteristica é a funcao caracteristica

empirica.
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Definicao 1.4.2. Seja Xy,..., X,, uma amostra aleatoria independente e identica-
mente distribuida (i.i.d.) de uma varidvel aleatoria X. A funcao caracteristica empi-

rica de X € definida por

s 1~

Po(t) == e (1.23)
n
j=1

As fungoes caracteristicas (1.22) e (1.23) s@o as bases do método de estimagao
estudado no Capitulo 2, que em sintese, minimiza a distancia entre essas fungoes.

No contexto de mistura de densidades, a funcao caracteristica da mistura finita

(1.20) ¢

pu (50) = B ()

+oo
= / "X n (x;0) dx

+o0 K
— / e’tXijfj (x)dx
oo p
K +oo
- Y / X f () da
j=1 /o
K
= > piex, (56). (1.24)
j=1

A seguinte proposicdo apresenta a funcao caracteristica (1.24), quando f; ()

sao densidades de variaveis aleatoérias estaveis.

Proposicao 1.4.1. Dada uma mistura finita H de Sy, (i, fiy0:) comi=1,... K.
A funcao caracteristica de H é

K

op (t;0) = Z Pi €Xp {i/iit — o |t|* 1 — iB;sign(t) tan(aig)]}
at1
£ T
+ Z Pi €Xp {Wz’t — o |t 1 — Zﬂiasign(t) log(t)]} . (1.25)
i=1
a;=1
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Capitulo 2

Estimacao via Funcao Caracteristica

2.1 Introducao

Na estimagao dos parametros de densidades estaveis a falta de uma forma fechada
simples para essas densidades levaram autores como Paulson et al. (1975), Heathcote
(1977) e Xu e Knight (2011) a contornarem esse problema mediante a minimizagao
da distancia objetiva da fungdo caracteristica ¢x (t;0) com a fungao caracteristica
empirica @y, (1).

Neste capitulo, apresenta-se esse método de estimagao. Na segao 2.2, é apre-
sentado o Estimador via Fungdo Caracteristica (EFC) de ©, pela minimizacao da
funcao distancia objetiva.

A consisténcia e normalidade assintotica do estimador EFC para © sao apre-
sentadas, para os casos univariado e multivariado, na secao 2.3.

O estimador EFC nao faz restricao ao tipo de variavel aleatéria para a qual
é valido. Assim, na secao 2.4, esse estimador é aplicado s misturas finitas de nor-
mais. Revisam-se os procedimentos adotados em Xu e Knight (2011) para encontrar
a forma fechada de D,,(O;z) e o seu processo iterativo para melhorar a eficiéncia dos
estimadores de O.

Com o mesmo procedimento de Xu e Knight (2011), na se¢ao 2.5, chega-se a
uma forma fechada para a fungao distancia objetiva correspondente a mistura finita
de densidades Cauchy, que permite obter estimadores EFC da mistura.

Na secao 2.6, apresenta-se os resultados alcangados na tentativa de obter esti-
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madores EFC para misturas de densidades de varidveis aleatorias estaveis simétricas.
Os estimadores descritos nas segoes 2.4 e 2.5 sao aplicados a dados reais e

simulados nas segao 2.7.

2.2 Funcao Distancia Objetiva

Definigao 2.2.1. Seja Xy, ..., X,, uma amostra aleatoria de uma varidvel aleatoria
X. A funcao distancia objetiva € definida por

+o00
D, (0,1) = / o (1) — o (0) PV (1), (2.1)

onde o, (t) € a fungdo caracteristica empirica definida em (1.23), px (t;0) € a fungao

caracteristica definida em (1.22) e W(t) é uma fun¢ao integrdvel.

Aplicando propriedades dos nimeros complexos e das integrais de Reimann-
Stiltjes em (2.1) obtém-se

ox (t) =u(t;0) +iv(t;0).

Assim, (2.1) torna-se

D,(0.2) = / 16 (1) — ox (4:0) PAW (1)

_ /_ UL () £V (1) — (8 60) — i (£:0) PV (1)

[e.9]

— /_+°° | (U, (t) —w(t;0)) +1i (Vi (t) — v (:0)) |PdW (t)

o0

+oo
- / (U (8) — u (8 0)° + (Vi (1) — 0 (1:6))2) dW (1)

—00

-/ (W () — (00 + (Vi (1) — 0 (10)7) w(t)dr.  (2.2)

A funcado w(t) = W'(t) , em (2.2), designada neste trabalho por fungao peso,
tem como objetivo garantir a convergéncia de (2.2). Paulson et al. (1975) usa
w(t) = exp(—t?) por conveniéncia computacional e sugere, em casos especificos,

w(t) = exp(—|t|). Heathcote (1977) descreve de forma genérica W (t) como uma
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funcao nao decrescente independente dos parametros e dos dados amostrais. Con-
tudo, considera a conveniéncia computacional como um fator relevante nessa escolha.
Xu e Knight (2011) escolheu w(t) = exp(—bt?), com b > 0, a fim de encontrar esti-
madores mais eficientes. Nesses trabalhos, o estimador de © a ser alcancado é O, que
minimiza (2.2), e é tal que
0 = argmim [/+OO (U () — u (t; 0)) + (Vi (t) — v (¢; 9))2) w(t)dt.|, (2.3)
6co —00

que é designado por estimador via fungao carateristica ou EFC.

2.3 Propriedades Assintoticas

Observada a condicdo de regularidade exigida para a prova da consisténcia de ©

que é

%Dn(@, 2) = /_: %](ﬁn (1) — o (£:0) 2V (L), (2.4)

Heathcote (1977) prova a consisténcia e a normalidade assintotica do estimador o.

O resultado alcancado é o seguinte.

Proposicao 2.3.1 (Heathcote(1977) - caso univariado). Mantida a condigdo de re-
gularidade (2.4):(i) hd um estimador © consistente, para ©, que minimiza (2.2); (i)

seu” (t;0) e v” (t;0) sao uniformemente dominados por uma fungdo integravel entao

~ Var (K (6))
n(@n—@> %N{O,W]
Moo = [ I e Paw 1)
Var (K (0)) = /_ 00/_ OO[cov{cos(tX),cos(sX)}u’(t, O)u'(s,0)
+ 2cov{cos(tX),sin(sX)}u (t,©)u'(s, O)
+ cov{sin(tX),sin(sX)}s'(t,0)s (s, ©)|dW (t)dW (s),
onde

+o0
K (©)= /_ [cos (tX) —u (t;0)] v (t;0) + [sin (tX) — v (£;©)] V' (¢; ©) dW (¢).
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A Proposicao 2.3.1 foi diretamente estendida para o caso multivariado no

mesmo trabalho, na seguinte forma

Proposicao 2.3.2 (Heathcote (1977) - caso multivariado). Mantida a condi¢ao de
reqularidade (2.4):(i) hd um estimador O consistente, para © = (01,...,0;), que
minimiza (2.2); (ii) se u” (t;0) e v" (t;0) sao uniformemente dominados por uma

fungao integrdavel entao
Vit (8, -0) = N [0 A3
onde, A"YX AT € a matriz de covaridncia das varidveis aleatorias.

KO@©) = /_ " cos(tX) — u(t: ©)] %éi@)dww

oo :
+ /_ [sin(tX) — v(t; @)]8(12 @)dW(t)7

o 00;
parai=1,...,k e A é uma matriz simétrica k X k na qual o elemento (i,j) €
T (Qu(t; ©) u(t; ©)  dv(t;©) du(t; ©) }
iy = / { ’ 0) vl O ). (2.5)
=) o 06 08, 96, 08,

A dificuldade na aplicacao da Proposicao 2.3.1 e da Proposicao 2.3.2 consiste
nos célculos envolvidos para determinar, analiticamente, Var (K (6p)), no caso uni-
variado, e a matriz A"'¥A~!, no caso multivariado. A proposicao a seguir, expressa

os elementos da matriz de covariancia em termos de esperanca matematica.

Proposigao 2.3.3 (Xu e Knight (2011)). Mantida a condi¢ao de reqularidade (2.4):(i)
hd um estimador © consistente, para © = (01,...,6;), que minimiza (2.2); (i) se
adicionalmente, u” (t;0) e v" (t;0) sao uniformemente dominados por uma fungdao
integravel, entao

Vi (8, -0) = N[04 A
cujos elementos da matriz A e ¥ sao

dD?(©; z)
Ay =E (W) (2:6)

B 0D, (0;x) 0D, (0;x)
i = E( 00, 90, ‘

onde ©; e ©; sao os elementos i e j do vetor de pardmetros ©.
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A Proposigao 2.3.3 permite a estimac¢ao numérica da matriz de covaridncia
A7'YA™! quando h& uma forma fechada para D,(O; ).

Heathcote (1977) alerta para a baixa eficiéncia dos estimadores EFC gerados
ao usar a funcao peso w(t) = e em (2.2). Xu e Knight (2011) usa o valor do traco
do inverso da matriz de informacao sobre o traco da matriz A~'XA~! como a medida
de eficiéncia para os estimadores EFC para uma mistura de normais. A essa medida
chamaram de Eficiéncia Relativa Assintotica. Com a escolha por w(t) = e %, b > 0,
todas as entradas da matriz A=*3¥A~! dependem de b e, por isso, propos um processo
iterativo para escolher o valor 6timo para b, com o objetivo de melhorar a eficiéncia
relativa assintotica dos estimadores obtidos ao minimizar (2.11). O processo iterativo

compoe-se das seguintes fases:
1. Determine um valor inicial para b, digamos by;

2. Faga b = by, execute o procedimento que minimize D,, (©,x) para estimar Oy,

ou seja, ©p = argmim {Dn (0 l’):| :
6co

3. Use ©, para calcular a matriz de covariancia A—*XA~! da Proposicao 2.3.3,

digamos Sy, na qual cada entrada esta em funcao de b;

4. Atualize b através da minimizagdo de uma certa medida (MS), tal como o

traco ou o determinante da matriz de covariancia estimada no passo 2, ou seja,

by = argmim {MS (50)1 ;

b1€R+
5. Usando o valor atualizado de b no passo 4, repita os passos de 2 a 4 até que

|b; — b;j_1] seja suficientemente pequeno.

2.4 Estimador EFC Para Mistura de Normais

Quando as K componentes de uma mistura finita, em (1.20), sdo

Sy | —2Z—,0,15 | ~ N(u;,02), 2.8
(\/@) u) (k5. 05) (2.8)

ou

fi (x;0;) . 7%<I;:j>



entao,

h(z;0) = ipj;e_é<z“;j>2, (2.9)

onde, Zlepj =1,0=p,....,pxk-1,01,...,0k) e 0; = (,uj,ojz) sa0 os parametros

da j-ésima componente f;, ¢ uma mistura finita de K componentes normais.

Para estimar O, de (2.3), com a fungao peso w(t) = e b > 0, minimiza-se

D, (0,r) = /joo |8 (t) — ox (t;0) |* exp (—bt?) dt, (2.10)

[e.9]

onde
n

~ 1 X
Pn (t) - § :eti]
n
Jj=1
é a funcao caracteristica empirica, e
2t2

exp(ipkt — T)

E

i=1

é a funcao caracteristica da mistura. A solucao é apresentada na proposicao a seguir.

Proposigao 2.4.1 (Xu e Knight (2011)). Se uma amostra aleatoria é gerada a partir
de uma mistura finita de K wvaridveis aleatorias com distribuicao Normal(,uj;a]?),

diferentes, a fun¢ao distincia objetiva D, (©,x) é

D, (©,z) = \/722@(1) 7))

=1 j=1
K

) T
+ Zpk\/ b+ o}

(e — i)
2 )
: zszﬂowﬁaﬁxﬂ B o )

k=1 h=1
h#k

K

2 — )’
- = / 2.11
n;pk 0.507 +bz 4b+20k 1202 ) (2.11)

A prova da Proposi¢ao 2.4.1 estd no Apéndice B. O resultado (2.11) é de
simples implementacao computacional, caracteristica que se mantém independente
do nimero K > 2 de componentes da mistura estudada. Além disso, depende do

valor escolhido para a variavel b > 0 da fungio peso w(t) = e ",
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No capitulo 4 é apresentado um experimento que mostra como o valor de
b influencia na variancia dos estimadores EFC gerados para estimar os parametros
6 = (u,0?) de uma variavel aleatoria normal. O resultado de uma aplicagdo com
dados reais de consumo de petroleo, do estimador de EFC, para uma mistura de duas
componentes normais é apresentado na secao 2.7.

O mesmo procedimento utilizado para obter (2.2) é aplicado para a mistura

de componentes Cauchy.

2.5 Estimador EFC Para Mistura de Cauchy

Quando as K componentes de uma mistura finita, em (1.20), sdo

S1 (04,0, 1) ~ Cauchy(p;, oj), (2.12)
ou
1
fj (17; 0]) = S
o [1 + (%) ]
entao

1
oT [1 + (%)2} ’

onde, Zlepj =1,0=(p1,....,px-1,01,...,0K) € 0; = (uj,0;) sdo os parametros

h(@:0) = > p; (2.13)

da j-ésima componente f;, tem-se uma mistura finita de K componentes Cauchy.

Para estimar ©, em (2.2), com a funcio peso w(t) = e blt| , b > 0, minimiza-se

+o0
Da(@.) = [ [pu(t)~ x (6:6) Fexp (bl 214
onde
~ _ l - ith
P () = — ; e (2.15)

é a funcao caracteristica empirica, e

2

i (t0) =Y prexp (—owlt| + ipt) (2.16)
k=1

¢ a funcao caracteristica da mistura. A solucao apresentada estid na proposicao a

Seguir.
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Proposicao 2.5.1. Se uma amostra aleatoria é gerada a partir de uma mistura fi-
nita de K distribuicoes Cauchy(u;; o;), diferentes, entdo a fungao distdncia objetiva

D, (©,z) ¢

2 - — b
D(@,IL’) - EZZbQ—F(l’Z—Jﬁ]P

K K
o+ ] + b
4 .
A L G S G

K n
4 O'k—f-b
S : 2.17
nzzpk(ak+b)2+(uk—xj)2 (2.17)

A prova da Proposigao 2.5.1 esta no Apéndice C. Estimativas para dados si-
mulados, ao minimizar (2.17), sdo mostradas na se¢ao 2.7.

O principal resultado deste capitulo é apresentado na proxima secao, quanto
a tentativa de obter o estimador EFC para uma mistura de densidades estaveis simé-

tricas.

2.6 Estimador EFC Para Mistura de Estaveis Simé-
tricas
Quando as K componentes de uma mistura finita, em (1.20), sdo
Fy(x; 04,05, Bj, 1) = Sa; (04, B, 1) () j =1,..., K

com

fi(x;05) = Fi(x;05) j=1,..., K

entao

h(z;0) =D pifi (@:0;), (218)

onde Zj[‘;pj =1,0=(p,....pk-1,01,....0k) e 8, = (aj, 04,5, = 0,;), € uma

mistura finita de K componentes estaveis simétricas.
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Para estimar © de (2.2), com a funcio peso w(t), minimiza-se
+oo _
D, (@)= [ 18 (0) - px (60) Pu (b (2.19)

onde
1 .
on (1) = = X 2.20
Pult)=—D e (2.20)

é a funcao caracteristica empirica, e

K
= Zpi exp {ip;t — o [t|*}
i=1

¢ a fungao caracteristica da mistura. Procedemos a obter uma forma fechada de
(2.19), como no caso Normal e Cauchy.

Nesta situagao, nao foi possivel chegar a uma forma simples para (2.19), mas,
chegou-se a uma representagao por série para a mistura com K = 2 densidades estaveis
simétricas com o mesmo indice de estabilidade «. Para chegar nos resultados (2.2) e
(2.19) utilizam-se de célculos de integrais que envolvam a fun¢do Gama. A expressao

encontrada é

D,(©,x) = — 4 77
) a(209) s a(208) s
n 4p(1 —p) f: (=1)%(p1 — po) 2T (2EE=D)
a P (0_? + 0_3)2194»061717
Ap N o= (= 1)F (g — a5) T (2E=0)
T oan : Z 0_%k+1—b
j=1 Lk=0

_ 4<10”—7J p) i [i (_1)k(ﬂ2 ;2:31)2]?‘(%)] | (2.21)

k=0 2

quando, em (2.19), w(t) = [t|7%, 0 < b < 1. Outra representagao para (2.19) é

D, (6, 7) =2 i (—1)’“(20?]’3P(ak LV PR i 2agk)r(ak; +1)
g
R i
_ 8<1n—p> - i (—1});;0—# m{; ;— ffﬁ?ﬁffﬁ ;;2 irclt?jli,ﬁ 1—)]%.)] 2.22)
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quando, em (2.19), w(t) = eIt
Tanto em (2.21) como em (2.22) ndo se obteve sucesso nos procedimentos de

minimizagao, entretanto nao se deve descartar a possibilidade de minimiza-las.

2.7 Aplicacao do Estimador EFC em dados reais

A fim de ilustrar o uso de (2.11), o log do consumo per capita de petroleo,
em 135 paises no ano de 2001, disponiveis no site do Banco Mundial no endereco
http://data.worldbank.org/indicator/UE.USE.PCAP.KG. OF, foi modelado como uma,
mistura finita H,(X) de duas normais.

Para isso, considere K = 2, em (2.11), para obter

D, (6,z) = fzzexp z;)?)

i=1 j=1

) T
ton b+ o?
T
+ (=p) b+ o2
2

T (Ul_“2)2
2p1(1 — B
+ 2 pl)\/ b+o5<a%+a§> PG+ o)

_ p)?
\/0501—1—172 4b+201>
p1)?
- ~(1-p),/ 2.2
Py 0502+bZ 4b+202) (2.23)

A estimativa gerada pela minimizagao de (2.23), com b = 1, valor sugerido por Paulson

et al. (1975), resulta na mistura
H(z) = 0.447 x N (6.278,0.255) + 0.553 x N (8.020,0.500) .

A Figura 2.1 mostra o histograma dos dados e a linha continua ¢ a densidade de

H(x).
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Figura 2.1: Histograma do consumo de petréleo em 135 paises no ano de 2001 e a

densidade H(z) estimada por (2.23).

2.7.1 Aplicagao do Estimador EFC em misturas de Cauchy

A fim de obter estimativas EFC para misturas com duas componentes Cauchy
pela uso de (2.17), foram replicadas 1000 (mil) vezes as misturas da Tabela 2.1.
Essas misturas foram escolhidas para verificar o desempenho do EFC quando ha:
diferencas nos tamanhos das amostras, Al e A2; nos pesos das componentes, Bl e
B2; nos parametros de locacao, C1 e C2 ; e nos parametros de escala, D1 e D2.

Para executar esses experimentos é necessario exprimir D (0, z), em (2.17),
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Tabela 2.1: Pesos e parametros, das componentes Cauchy, e tamanho das amostras

utilizadas nos experimentos.

Experimento

Componente 1 | Componente 2 | n

D1 H1 01 D2 H2  O2

Al
A2

050 -3 1 |0.50 1 | 100
050 -3 1 |0.50 1 | 200

B1
B2

0.50

0.75 1 1025 1 {100

C1
C2

3
3
1 1050 4 1 {100
4
6

0.50 1 10.50 1 | 100

D1
D2

0.50
0.50

1 1050 0 5 |100

0
0
0
0.50 0 1 1050 10 1 |100
0
0 1 1050 0 10 | 100

para K = 2, que resulta em

D(©,z) =

n n

2 b
ﬁZZbQ—I-(xi—xj)Q

i=1 j=1

1

2p? ————
p120'1—|'b

1
2(1—p1)°
( p1) 209 + b

o1+o02+0b

4py (1 —
pl( pl)(01+02+b)2+(u1—u2)2

4271: 01+b
n P o 0+ (i — )

4i(1_ ) O'Q—I—b
" P o+ 02+ (2 — 1))*

(2.24)

A Tabela 2.2 apresenta as médias das estimativas EFC. Nessa tabela, chama

a aten¢ao o mau desempenho do método nos casos D1 e D2, onde os parametros de

locagdo sao iguais. Também, foram calculados o erro quadratico médio (EQM) e o

viés médio das estimativas obtidas, esses resultados estao nas Tabelas A.1 e A.2 do

Apéndice A.

Também foi aplicado (2.24) ao log do consumo per capita de petroleo em 135

paises no ano de 2001. As estimativas obtidas estao na Tabela 2.3. A Figura 2.2

contém o histograma desses dados e a densidade estimada da mistura, representada
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Tabela 2.2: Média das estimativas EFC geradas nos experimentos descritos da tabela

(2.1).

Experimento P1 1 ozl 2 09
Al 0.50053 -2.99598 0.99678 3.00464 1.00435
A2 0.49976 -3.00125 1.00765 3.00210 0.99352
B1 0.50690 0.00744 1.00115 3.98398 0.97763
B2 0.72005 -0.02182 0.95188 3.87715 1.05853
C1 0.50256 -0.00014 1.00789 6.00745 0.98205
C2 0.50052 -0.00260 1.01660 9.99094 0.99291
D1 0.51771 -0.87086 3.26692 0.95838 3.15718
D2 0.50287 -1.14071 5.66872 1.08797 5.65397

pela linha continua.

Tabela 2.3: Estimativas EFC do log do consumo de petréleo com componentes Cau-

chy.

D1 451 01 D2 M2 02
0.5041649 6.4152190 0.2816420 0.4958310 8.0439988 0.3317306
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Figura 2.2: Histograma do consumo de petroleo em 135 paises no ano de 2001 e a

densidade de H(x) estimada por (2.24)

35



Capitulo 3

Estimacao pelo Algoritmo EM

3.1 Introducao

O algoritmo EM é um dos métodos mais usados para estimar os parametros de
modelos de misturas finitas, sempre que as componentes satisfacam certas condi¢oes
de regularidade. O EM foi utilizado neste trabalho por apresentar um algoritmo que,
em tese, pode estimar qualquer mistura finita de varidveis aleatorias, em particular,
de estaveis.

Na secao 3.2 é apresentado o algoritmo EM para mistura finita de variéveis
aleatorias. Na secao 3.3, o EM ¢ aplicado a misturas finitas de densidades estaveis,
enfatizando-se o célculo numérico dessas densidades. Na secao 3.4 esse método de

estimacao ¢ aplicado a dados reais e a dados simulados.

3.2 EM Para Mistura Finita de Variaveis Aleatoérias

A estimacao dos parametros da mistura de K > 2 densidades ¢ uma das aplicacgoes

mais utilizadas do algoritmo EM. Nesse caso, considere a seguinte densidade

K
h(z;0) =Y pif;(x:0;), (3.1)
j=1
onde © = (p1,...,px—1,61,...,0K) é o vetor de pardmetros, Zlepj =1, e cada

componente da mistura f; ¢ uma densidade com parametro ¢;. A expressao da log-
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verossimilhanga incompleta de © dado X = {zy,...,xy} &
N N K
log(L(O]X)) =log [ [ h(x:;0) =) log (ijfj (23 @)) . (3.2)
i=1 i=1 j=1

Considere X como incompleto e Y = {3}, como uma varidvel aleatoria
desconhecida, cujos valores informam qual componente gerou cada dado, isto é, y; €
{1,..., K} para valor em X | e y; = j se o i-ésimo dado foi gerado pela j-ésima
componente da mistura. Nessa situa¢do, a expressao da verossimilhanca, em (3.2), é

simplificada. Assim,
log(L(Olz,y)) = log(f(X,)[0))

= log (H f(fUz,yl’@))

i=1

- Zlog(f(leyi,@)f(yi|@))

=§]@mmmm (3.3)
f(yi|9) = P(Y = yi) = Dyi, (3‘4>
f(@ilyi, ©) = fui(yil6y:) (3.5)

que pode ser otimizada utilizando varias técnicas.

Para contornar o fato da nao existéncia de ), esses valores devem ser es-
timados. Primeiro, deve-se encontrar uma expressao para a distribuicao dos dados
faltantes. Assuma-se que os parametros da mistura @ = (p@, - p,(f), ng), e (9,(;’))
sdo apropriados para a verossimilhanga L(0@|X,Y). Dado O, calcule f; (xi|0§q))

para cada ¢ e j. As proporg¢oes da mistura, p;, podem ser consideradas como sendo

probabilidades a priori para cada componente da mistura. Entao, pela regra de Bayes,

B pé‘i)fyi(%lé’@,yi) B pi,?fyi(xilm"),yi)

|z, 0 = 3.6
P & =) S0, o

¢ N
F(112,09) = T f(yil2:,09) (3.7)

i=1
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onde t = (y1,...,yn) € um exemplo de dado faltante com espago paramétrico Y. Com
isso, foi possivel encontrar a densidade marginal assumindo a existéncia de variaveis
e escolhendo valores iniciais para os parametros da distribuigao.

Neste caso, define a equagao

Q0,0') = E[log f((x,Y|0)|X,0)]

K N

= 3 " log(pefe(wilfe) f(C]zi, ©9)
/=1 i=1

3 lonlp (U 6) (3.8)
ZKl le

+ > log(felwil0e) f(¢lzi, ©1) (3.9)
=1 i=1

onde ¢ € {1,...,K}.
Essa expressao é maximizada em termos de p; e de 0, separadamente. Atento
a restri¢ao Zfil pe = 1, com a finalidade de encontrar a expressao de p, pelo método

do multiplicador de Lagrange A,, chega-se a

N
1
__E =10
be = Ni:1 f<€|xl7®q)

Para encontrar as atualizagoes dos parametros 6, basta maximizar a segunda parcela

de (3.9) em relagao a 6y, assim

0 = “§es” ZZlog folwil00) f (¢as, ©@)

/=1 i=1
Em sintese, o algoritmo EM para estimar os parametros de uma mistura de
distribuicoes € a repeticao dos seguintes passos até que algum critério de convergéncia

seja alcangado.

e Passo E
Calcular
K N
Q0,019 =3 7> " log(pefolxil0;))f (Ui, ©1) (3.10)
(=1 i=1
onde

(@)
el 60 = L IB10)

(3.11)
SR P £ (657
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e Passo M

Determinar os estimadores de p, e 6,, usando

N
1
—— ye1C)
Pe= Zl F(0)z;,0@) (3.12)
e

K N
b ="52e" | D D log(felwlbi) f(t]z:, ©9) | . (3.13)

(=1 i=1
E frequente encerrar o algoritmo quando um namero de iteracoes ¢ = 1, ..., L alcanca

o valor L, ou quando

1Q(O, @(q+1)> —Q(o, @(q)))‘ <e,

para um valor de € > 0 pequeno.

3.3 EM Para Mistura Finita de Densidades Estaveis

Quando as K componentes, em (1.20), de uma mistura finita de distribuigoes sao

F}(xvoéjaajvﬁj7uj) = Saj(o-j7/8j7uj>('r>7 ] = 17 e ‘7K

com

entao,

h(z;0) = ijfj (z;0;), (3.14)

K )
onde } - p; =1, 0 = (p1,...,pr-1,01,...,0k) e 0; = (aj,05,8; = 0,p;) ¢ uma
mistura finita de K componentes estaveis.

As seguintes etapas descrevem o algoritmo EM para estimar (3.14).
1. Faga ¢ =1,..., L um contador de iteragoes.
2. Faga ¢ =1,..., K um identificador de componentes.

3. Determine ©¥ como valor inicial para ©(9.
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4. Passo E

Calcular .
Q(0,09) = 3N " log(pefe(wil0{)) f(£]x:,01), (3.15)
/=1 i=1
onde “ “
q 10 q
f(f\%@(‘”) T =M J21<)%| ‘ )(q) ’ (3.16)
Zj:l pe fo(wil,")
com fg(xlﬁéq)) gerados pelos algoritmos I ou II na secao 4.3.
5. Passo M
Determinar os estimadores de p, e 8,, com
| X
=52 [z, 69) (3.17)
i=1
e
K N
O = “GES 1D log(ful@105”)) £ (U], ©9) | . (3.18)

/=1 i=1

6. Atualize ©tY com as estimativas obtidas no passo M em 5.

7. Se o critério de convergéncia nao foi alcangado retorne a etapa 4.

Devido ao fato de nao haver uma forma simples para a densidade da maioria
dos membros da familia das distribuicoes estéveis. Neste trabalho, os valores da den-
sidade fy (x]€), em (3.15) e (3.16), s@o obtidos, por meio numérico, pelos algoritmos
apresentados na se¢ao 4.3. O primeiro, proposto em Nolan (1999), utiliza a formula
de inversao, o segundo foi proposto por Otiniano et al. (2011) e utiliza a funcao
especial H. O segundo algoritmo possibilita tratar melhor o calculo de densidade para
valores extremos, uma dificuldade apresentada nos dois procedimentos.

Em casos onde todos os componentes da mistura sao uma distribuicao Normal,

ou uma Cauchy ou uma Levy: podem ser encontrados estimadores exatos para 6.
2

3.4 Aplicacoes do Algoritmo EM

3.4.1 Aplicagcao do EM a Dados Reais

Para ilustrar o uso do Método EM em dados reais, analisou-se o log do consumo

per capita de petréleo em 135 paises no ano de 2001. Esses dados foram ajustados
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por uma mistura
Hn(x) = pN(Ml’ U%) + (1 - p)N(M% O‘%), (319)

cujas componentes sao duas distribui¢coes normais e pela mistura

HS(ZL‘) = pS?(Ulv 0, :ul) + (1 - p)52(02v 0, M2)7 (320)

cujas componentes sao duas distribui¢oes estaveis simétricas. As estimativas encon-
tradas estao na Tabela 3.1, pag. 42.

A equivaléncia entre H,(z) e Hs(x) pode ser melhor observada, lembrando que

g
S2<0-707:u) ~ N(M?ﬁ)a

assim, o modelo H(z), em (3.20), sendo uma variavel aleatoria simétrica com valor
de a = 2, pode ser expresso por meio de componentes com distribuicao normal
mantendo-se os valores de locacdo e multiplicando os parametros de escala por v/2.
Logo
Hy(x) = 0.4823223 x 55 (0.3753994, 0, 6.3301055)
+ 0.5176777 x S5 (0.4713789, 0, 8.0929957)

= 0.4823223 x N (6.3301055, 0.5308949)
+ 0.5176777 x N (8.0929957,0.6666317) .
A Figura 3.1, pag. 43, mostra as densidades de H,(z) e Hy(z) junto com o histograma

dos dados analisados.
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Tabela 3.1: Estimativas EM para o consumo per capita de petréleo em 135 paises,

no ano de 2001, considerando componentes normais e componentes estaveis.

Parametros Misturas
H,(x) H,(z)
D1 0.4769274 | 0.4823223
D2 0.5230726 | 0.5176777
o} - 2.00
1 6.3210750 | 6.3301055
5 8.0809060 | 8.0929957
o1 0.5259982 | 0.3753994
lop) 0.6735426 | 0.4713789

3.4.2 Aplicagao do EM a Dados Simulados

Para fazer uma aplicacao do Método EM com dados simulados, foram geradas

100 amostras, com 200 observagoes, de misturas com duas componentes estaveis si-

métricas, e com o mesmo valor para . Nas sete situacoes analisadas, o valor de «

é diferente, mas, os demais parametros permanecem constantes. A Tabela 3.3 apre-

senta os valores médios das estimativas alcancadas em cada experimento. As Tabelas

A.5 e A.4 apresentam, respectivamente, o viés e o EQM dos parametros estimados.

Tabela 3.2: Experimento de estimacao EM para misturas finitas de variaveis aleatorias

estaveis.

Experimento | p a [y fy 01 09
A 050 20 -3 3 1 1
B 050 1.8 -3 3 1 1
C 050 16 -3 3 1 1
D 050 14 -3 3 1 1
B 050 12 -3 3 1 1
F 050 1.0 -3 3 1 1
G 050 08 -3 3 1 1

42



0.4

0.2
|

0.1

—— Estavel simétrice

= = Normal

0.0

Figura 3.1: Histograma do consumo per capita de petréleo em 135 paises no ano

de 2001 e as densidades propostas pelo Método EM, considerando as componentes -

distribuicoes estaveis e distribui¢oes normais.

Tabela 3.3: Estimativas EM para misturas finitas de variaveis aleatérias estaveis.

Experimento P o 41 [ho o1 09
A 0.49860 1.98986 -3.00380 3.01856 0.99465 0.98742
B 0.49913 1.82035 -2.99848 3.00830 0.99067 0.97044
C 0.50332 1.60558 -3.02056 2.99551 0.97801 0.99503
D 0.50283 1.41429 -2.99396 3.00051 0.99767 0.98565
E 0.49539 1.20096 -3.01940 2.98301 0.98991 1.00026
F 0.50275 1.00280 -2.99881 3.01236 0.99090 1.00507
G 0.50314 0.79295 -3.00071 3.00181 0.99423 0.93766
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Capitulo 4

Consideracoes Numeéricas

4.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados detalhes computacionais importantes que deixa-

ram de ser explicitados nos capitulos anteriores.

4.2 Sobre os Programas Utilizados

Nesta dissertagao todas as operagoes numéricas de integracao, otimizacao e pro-
dugao das figuras foram executadas no programa R. A parte algébrica do trabalho que
envolve as integrais em (2.2), no caso de misturas de Normais e Cauchy, e o célculo
das derivadas parciais da Proposig¢ao 2.3.3 foram conferidas no programa Maple 14.

As otimizacoes foram realizadas pela funcao OPTIM. Essa escolha, deve-
se ao fato dessa funcao disponibilizar, dentre outros métodos de otimizacao, uma
adaptacao do método Quasi-Newton, na qual é possivel determinar intervalos de
valores possiveis para as variaveis das fungoes otimizadas. Assim, pode-se impor as
restricoes 0 < a <2, —1 < <1 e o >0 aos métodos de estimacao EM e EFC.

As integragoes numéricas realizadas utilizaram a fun¢ao INTEGRATE. Du-
rante o calculo das densidades utilizadas pelo método EM, observou-se que essa fun-
¢ao de integracao alcancava com maior frequéncia o ntiimero méaximo de subdivisoes
permitidas para o procedimento, & medida que o valor de o diminuia. Esse fato, gera

um alerta que interrompia a execucao do programa R. Para contornar esse problema,
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usa-se a opcao STOP.ON.ERRO=FALSE como uma opc¢ao ao aumento do ntmero
de subdivisdes permitidas na opcao SUBDIVISION, pois a situagao acima nao indica
erro de estimativa.

Outro fato observado é que, quanto menor for «, maior é o tempo computaci-

onal para o algoritmo EM atingir o critério de convergéncia
|97t — e < 0.001,

e maior o nimero de interacoes realizadas no procedimento.

4.3 Densidade de Uma Variavel Aleatoria Estavel

4.3.1 Algoritmo I - Férmula de Inversao

Nolan (1999) apresenta como a funcao de densidade de uma variavel aleatoria
X ~ §%1,3,0) padrao (o =1 e u = 0), obtida por meio da férmula de inversao, a
funcao

(z;0,8) = l/Ooocos(h(ac,t;oz,ﬂ))e_tadt, (4.1)

™

onde,

rxt+ p(tanT2) (t —t%), se a#1
xt+ﬁ%tlnt, se a=1

cujo dominio é

[u—a(tan%),—i—oo), se a<l,pf=1
T E [—oo,,u—l—a(tan%) , se a<lpg=-1

( — 00, —|—oo), caso contrario.

Para calcular a densidade de uma v.a. estavel X ~ S%(o, 3, 1) com o > 0 e

—00 < p < 400 usa-se a relagao
0 Loofr—n
f(x;@7670—7u):_f —;0476 )
o o

onde o e p sdo parametros de escala e locagao, respectivamente.
Em situacoes onde a parametrizagao utilizada é a de Samorodnitsky e Taqqu

(1994), isto &, X ~ S,(0,5,1u) com 0 > 0 e —oco < p < +00, pode-se utilizar (4.1)
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assim:

g

— 20’ n(o

o )

flz;a,B,0,1) =

com dominio

[,u,—f—oo), se a<l,f=1
T € [—oo,,u), se a<l,f=-1
( — 00, +oo), caso contrario.

Apesar de facil implementagao, o uso de (4.1) apresenta algumas dificuldades

numeéricas:

1. Para o < 0.75, a regiao de integragao torna-se maior e é dificil alcancar resul-

tados precisos da integracao numérica.

2. Para f # 0 e 0 < |a — 1] < 0.001, ha problemas numéricos com o termo

(tan Z2) (¢ — ¢*).

3. Para x muito grande, o integrando oscila muito rapido.

4.3.2 Algoritmo II - Representacao pela Funcao H

Usando a funcao especial H, Otiniano et al. (2011) propoem uma f.d.p. para

X ~ So(o,B, 1), com pp =0, 0 < a <2, mas a # 1, e para x > 0. Assim, definindo

1
c=0 <1 — * tan? (a%)) * (4.2)
e
E _ % arctan (ﬁ tan O‘—;) , se 0<a<l1 (4.3)
ﬁ arctan (ﬁtan @) , o se 1l<a<?2

a f.d.p. proposta, para 1 < a < 2, ¢

)Ly L+ 0) (-1 (3)"
ARy A D Wi v o o ey v

e,nocasode 1 <a <2, afdp. é

e P (14 20) (-1) ()%
ac = 1 [#_%5(14—5)} r [#— (1"‘5)]

f (m; a,’&,ﬁ) =



As densidades (4.4) e (4.5) podem ser escritas como duas séries especificas. A
série h(z) para gerar os valores centrais da densidade, e a série ¢(x) para gerar, as de
caudas. Essas séries sao definidas em quatro situagoes, que dependem se 0 < o < 1

oul<a<2esex <pouzx > p, como a seguir.

l.Sea>lex<pu

e centro
v1 17(v+1)(a—Ba+25) vHlY (z=v )V
h(z) = - (2 o ) L (%) (%5%) (46)
v=0 Oéﬁﬂ'r(]/ -+ 1)
e cauda
oz sin (3(2 4 va 4 Bra) (1) (55) T+ va)
c(x) = <2 > ( u) (4.7

—(x — p)rl(v + 1)
2.Sea>lex>p

e centro

U1 sin (%W(V'i_l)(ojga_?@) T (&1) (—-Z’gy)l/

h(z) = 2 BT+ ) (4.8)

v2 sin (%77(2 +va+ fra — 21/5)) (—1)" <%>m I'(1+ va)
(x = p)rl'(v +1)

v=0
(4.9)
3.Sea<lex <y
e centro
v sin (4r(1— B+ v —vf)) T (£L) (25£)”
hz) = sin <27r( 64 NV v )) (L) (=£) o)
v=0 Oéﬁﬂ'r(y -+ 1)
e cauda
o) v sin <%7T(2 +vo — ﬁl/@z)) (—1)" (%) I'(l+va) 1)

—(x —p)rl(v + 1)

4. Sea<lex>p
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e centro

h(z) = > T (4.12)

v2 sin (%7‘(‘(1 + B—F v+ V@) r (V_H) (_w)y

v sin (%71’(2 +va+ gyoz)> (—1)” (ﬁ)ya I'(1+va)
c(x) = 2 RNy R (4.13)

Ao utilizar esse procedimento de calculo no algoritmo EM, a densidade de z é
o menor resultado gerado pelas séries h(z) e c¢(x). Neste trabalho, os argumentos 14

e V5, definidos de modo empirico, assumem os valores 100 e 10, respectivamente.

4.3.3 Comentarios

O Algoritmo I é de simples implementacao computacional. Entretanto, ao ser apli-
cado em valores extremos, gera valores que assumem um comportamento oscilatorio.
Esse comportamento pode resultar em valores negativos, que no caso do método EM
impossibilita o uso desses valores. Um modo de contornar esse problema é aplicar a
Propriedade 1.2.3, a dificuldade encontrada nessa solucao é determinar a partir de
quando a aproximagao deve ser utilizada.

O Algoritmo II é de simples implementagao computacional. Aplicado em valo-
res extremos, os valores gerados por h(z) nao oscilam, crescem. Esse comportamento
facilita determinar o momento que deve ser usado os valores de ¢(x), para aproximar
as caudas.

A Figura 4.1 mostra o log da densidade gerada pelo Algoritmo I, linha ponti-
lhada, e, pelo Algoritmo II , linha continua, para o € {0.5,1.1,1.5,1.9}. Nota-se que,

no centro, as alternativas sao equivalentes, mas nas caudas, a segunda nao oscila.
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Figura 4.1: Log das densidades geradas pelo Algoritmo I, linha pontilhada, e, pelo
Algoritmo II, linha continua, para « € {0.5,1.1,1.5,1.9}.

4.3.4 Simulacao de uma Mistura Finita

A fim de gerar amostras de valores aleatorios de uma mistura finita, utilizou-se
o algoritmo a seguir, simples de ser implementado, mas que exige ser possivel gerar

valores aleatérios para as componentes da mistura.

O procedimento para uma mistura H(x), em (1.17), de K componentes Fj,

Jj=1,..., K, e pesos pj, tais que Z]K:lpj =1, é o seguinte:

1. parai=1,..., N, gere u; ~ U(0,1);
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2. se u; < py, gere H; ~ Fy;
3. paraq=2,..., K, se Z;’;}pj <w; <3001 pj, gere Hy ~ Fy;
4. se u; > Z]K:lpj, gere H; ~ F;

Uma alternativa ao algoritmo acima, caso seja facil simular valores inteiros

1=1,..., K, com probabilidade de escolha p;, é o seguinte:

1. gere uma amostra de tamanho N dos valores de i = 1,... K, com reposicao e

probabilidade de escolha p;;
2. faca m; a frequéncia de cada valor de ¢ na amostra;
3. simule de X ~ F; uma amostra de tamanho m;.

A fim de gerar valores aleatorios de X ~ S, (0,3, 1), em (1.1), usa-se a pro-
posicao seguinte para gerar Z ~ S, (1, 3,0), padrao (u =0, o = 1).

Proposigao 4.3.1 (Chambers et al. (1976)). Seja Y uniformemente distribuida no

intervalo (=75, %) e W € exponencialmente distribuida com média 1 (um) e0 < o < 1.

A varidvel aleatdria simétrica

sin(aY) |cos((a—1)Y)| o _
7 = cos(Y)é |: w ] %o a L ,
tan (Y), se a=1.

tem distribuigao S, (1,0,0).

No caso de assimetria, para —1 < 3 < 1, defina

arctan (6 tan (%))
0 .

(07

Entao,

1—a
sin(a(6o+Y)) |:cos oz@g—i—(a 1)Y):| a

T
(abo) cos(Y)) @

(%[(g—i—b’Y)tan( )—510g(ggi—(;(fm>}, se a=1.

, se a=1
7 —

tem distribuicao S, (1, 5,0).
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Uma vez gerados os valores para Z ~ S, (1,3,0), pode-se simular X ~

Sa(0, B, 1) por meio das relagoes
oz + se a#1
oZ+p+B2cln(o) se a=1.
Para gerar valores aleatorios de X° ~ S%(u,3,0), em (1.7), calcule Z ~
Sa(1,3,0), na Proposigao 4.3.1, e use as relagoes

o (Z—p2cn(o)) +p se a#l
ol +p se a=1.

X’ =

4.4 Influéncia de b na Matriz A~'XA~! na Estimacao

EFC

Xu e Knigth (2011) apresenta que as variancias assintoticas dos estimadores EFC
do parametro © = (u,0?) para uma tnica distribuicio Normal podem ser escritas

CcOomo

(4.14)

02( b + 2bo? + o >

var(i) = -\ 5 202 7 07501

(4.15)

var(ob) =

16(b +0%)* [16(b+ 0?)*(b* + 2b0° +0*) .
9In (462 + 8bo? 4 304)2

e cov(fi,0) = 0, pela Proposicao 2.3.1.

A Proposicao 2.3.3 expressa os elementos da matriz A~'XA! de
Vi (6, - ©) = N[0 A2 ]

em forma de esperanca matematica

dD?(©; z)

B 0D, (0;x) 0D, (0;x)
S =E ( o o) (4.17)

onde ©; e ©; sao os elementos 4, j do vetor de parametros ©.
Desse modo, é possivel estimar numericamente matriz de covariancia assinto-
tica A™'X A7 quando h&d uma forma fechada para D, (0;x). Essa estimativa pode

ser calculada da seguinte maneira:
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1. Determine os elementos da matriz do produto das primeiras derivadas.
2. Determine os elementos da matriz das segundas derivadas.

3. Gere um namero, J, grande de amostras.

4. Para cada amostra determine os valores em 1 e 2.

5. A média desses valores determina as estimativas das matrizes 3 e A.

A fim de experimentar o algoritmo acima, para os estimadores EFC de uma
Normal (1,22), para b = 1, obteve-se a funcao distancia objetiva (2.11) para K = 1,

assim

100 100

D, (©,z) = 1002 ZZGXP ;)%

+ \/b+02
)2
— 1/ 4.1
100 0502+bz 4b+202) (4.18)

e calculou-se por (4.14) e (4.15) a variancia assintotica var(i) = 0.05195664 e var(s) =

0.4627235. Depois, com 10.000 amostras de tamanho 100, estimou-se var(p) =
0.05162112, var(c?) = 0.4629334 e cov(fi, &) = 0.003286041 pelo algoritmo acima.
As estimativas das var(ji) e var(d) foram bem proximas, com as diferengas surgindo
a partir da terceira casa decimal. A cov(fi,6) obtida pelo algoritmo diminui com o
aumento das amostras usadas no algoritmo.

A Figura 4.2 mostra a influéncia que o valor de b tem na variagao conjunta,
var(fi)4var(s), dos estimadores EFC. Percebe-se que a variancia conjunta tende a

0.36, & medida que b cresce, e esse valor ¢ menor que 0.52 quando b = 1.
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Capitulo 5

Conclusoes

O algoritmo EM para misturas de densidades estaveis é mais lento conforme o
valor de o diminui e o tamanho da amostra aumenta, precisando de mais iteragoes
para alcangar os critérios de convergéncia. Isso pode ocorrer devido a maior presenca
de valores extremos.

Outra dificuldade encontrada ao aplicar o algoritmo EM é o calculo das den-
sidades de variaveis aleatorias estaveis pelo Algoritmo I. Em testes, esse método de
calculo, além de gerar densidades que oscilam nas caudas, em alguns casos apresentou
valores de densidades negativos para valores extremos. Além disso, a aproximacao
para valores extremos na Propriedade 1.2.3 nao é facil de ser aplicada. Uma solucao
é utilizar o menor valor gerado pelas duas séries proposta em Otiniano et al. (2011),
como um método de calculo para densidades. Essa solugao também tem a vantagem
de nao envolver a operacao de integracao, apesar de usar duas somas.

A virtude do algoritmo EM para estimar os parametros de uma mistura finita
de distribuicoes estaveis ¢ a sua generalidade, isto ¢, pode ser aplicado a qualquer
mistura finita dessas distribui¢oes. As dificuldades a serem enfrentadas sao as otimi-
zagoes e a escolha dos valores iniciais, principalmente para « e 5.

Para trabalhos futuros, em relagao ao algoritmo EM, propoe-se estabelecer
procedimentos para determinar valores inicias para os parametros, com foco em a e f3.
Verificar o desempenho desse método de estimagao para misturas estaveis quaisquer.
Também, é importante testar, de modo mais exaustivo, os procedimentos de calculo

de densidades em Otiniano et al. (2011), visto o bom desempenho que apresentou no
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caso de distribuicoes estaveis simétricas.

O método de estimacao EFC, para modelar misturas de densidades simétricas,
envolve séries e mostrou-se de dificil otimizagao.

Outra dificuldade é determinar de forma analitica a matriz de covariancia
A~1¥A~! da Proposicao 2.3.2, pois as operacoes de derivacao e integracio tornam-se
cada vez mais trabalhosas & medida que o nimero K de componentes da mistura
cresce.

Como virtudes dos estimadores EFC citam-se: menor custo computacional
comparado com o EM; a consisténcia e normalidade assintética; possibilidade de
melhorar a eficiéncia dos estimadores por meio de uma escolha 6tima para b > 0 para
w(t) = e " para a mistura de normais, e para w(t) = e "l no caso de misturas
de Cauchy; simples implementagao computacional; e a existéncia de procedimento
numérico de estimacao para matriz de covariancia A'X A~ da Proposicio 2.3.2.

Como continuacao deste trabalho, com foco no processo de estimacao EFC,
sugere-se otimizar as formas de D, (0;z), em (2.21) e (2.22), que foram definidas
para estimar os parametros de misturas finitas de duas distribui¢oes simétricas, cujos

valores para o sao constantes e, generaliza-las.
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Apéndice A
Tabelas

Os estimadores EFC e EM foram aplicados a dados simulados como forma de
se observar os seus desempenhos, mas apenas as médias das 1.000 (mil) estimativas
dos parametro obtidas em cada uma das simulagoes realizadas foram apresentadas.
Neste apéndice sao apresentados o erro quadratico médio (EQM) e o viés associados
as estimativas obtidas.

Para cada modelo simulados foram geradas 1.000 (mil) amostras de determi-
nado tamanho, e para cada amostra foram obtidas as estimativas e interesse. No

contexto de simulacao os valores procurados sao conhecidos, assim toma-se

EQM = Z = 9})2 (A1)

viés = Z (9 - 9) , (A.2)

=1

onde v é o nimero de de simulacoes realizadas, 6 é o valor conhecido do parametro e

0 é o valor estimado do parametro.
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A.1 Tabelas citadas no Capitulo 2

As Tabelas A.1 e A.2 apresentam o EQM e o viés associados as estimativas EFC

do experimento descrito na Tabela 2.1, pag. 33, no Capitulo 2.

Tabela A.1: EQM das estimativas EFC para componentes Cauchy.

Experimento P1 41 o1 2 09
Al 0.00518 0.04444 0.07164  0.05468  0.06986
A2 0.00240 0.02377 0.03488  0.02545  0.03275
Bl 0.00878 0.06021 0.08312  0.06543  0.08899
B2 0.01520 0.04080 0.05692  0.44283  0.30917
C1 0.00486 0.05525 0.06991  0.04826  0.07464
C2 0.00343 0.04733 0.06281  0.04388  0.05699
D1 0.05037 4.92619 15.95894 12.42316 17.79740
D2 0.02070 9.98003 55.83803 9.33180 52.36811

Tabela A.2: Viés das estimativas EFC para componentes Cauchy.

Experimento D1 I o1 2 09
Al 0.00053  0.00402 -0.00322 0.00464 0.00435
A2 -0.00024 -0.00125 0.00765  0.00210 -0.00648
B1 0.00690 0.00744 0.00115 -0.01602 -0.02237
B2 -0.02995 -0.02182 -0.04812 -0.12285 0.05853
C1 0.00256 -0.00014 0.00789  0.00745 -0.01795
C2 0.00052 -0.00260 0.01660 -0.00906 -0.00709
D1 0.01771 -0.87086 2.26692 0.95838 -1.84282
D2 0.00287 -1.14071 4.66872 1.08797 -4.34603

A Tabela A.3 apresenta em forma compacta o valor real dos parametros, a
média das estimativas, o EQM e o viés para os casos C1 e C2 descritos na Tabela 2.1,

pag. 33.
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Tabela A.3: Valor do parametro, média , EQM e viés das estimativas EFC para os

casos Cl e C2.

Estatistica | Caso P1 41 o1 2 09
Valores C1 0.5 0.0 1.0 6.0 1.0
C2 0.5 0.0 1.0 10.0 1.0

Média C1l | 0.5027 -0.0001 1.0079 | 6.0075  0.9821
C2 | 0.5005 -0.0026 1.0166 | 9.9909  0.9929
EQM Cl | 0.0049 0.0553 0.0699 | 0.0483 0.0746
C2 | 0.00343 0.0473 0.0628 | 0.0439 0.0570
Viés C1 | 0.0026 -0.0001 0.0079 | 0.0075 -0.0180
C2 | 0.0005 -0.0026 0.0166 | -0.0091 -0.0071

A Figura A.1 mostra as densidades, considerando as estimativas médias, e os

histogramas os valores das 1.000 (mil) amostras dos casos C1 e C2.

0.2
|
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Figura A.1: Densidades das misturas de Cauchy para os caso Cl e C2
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A.2 Tabelas citadas no Capitulo 3

As Tabelas A.4 e A.5 apresentam o EQM e o viés das estimativas do experimento

de simulacao descrito na Tabela 3.2, pag. 42, no Capitulo 3.

Tabela A.4: EQM das estimativas EM para misturas finitas de variaveis aleatorias

estaveis.
Experimento P « ! Lho o1 09
A 0.00144 0.00078 0.02521 0.02845 0.00785 0.00630
B 0.00137 0.00611 0.02331 0.02842 0.00896 0.00933
C 0.00165 0.00532 0.02284 0.02821 0.00878 0.00820
D 0.00140 0.00456 0.02071 0.01798 0.01341 0.01178
E 0.00152 0.00386 0.01019 0.01536 0.01394 0.01606
F 0.00163 0.00223 0.00443 0.00825 0.02013 0.02409
G 0.00234 0.00096 0.00857 0.00257 0.02903 0.02490

Tabela A.5: Viés das estimativas EM para misturas finitas de variaveis aleatorias

estaveis.
Experimento P Q@ 41 Lo o1 lop)
A -0.00140 -0.01014 -0.00380 0.01856 -0.00535 -0.01258
B -0.00087 0.02035 0.00152  0.00830 -0.00933 -0.02956
C 0.00332  0.00558 -0.02056 -0.00449 -0.02199 -0.00497
D 0.00283  0.01429 0.00604 0.00051 -0.00233 -0.01435
B -0.00461  0.00096 -0.01940 -0.01699 -0.01009 0.00026
F 0.00275  0.00280 0.00119 0.01236 -0.00910 0.00507
G 0.00314 -0.00705 -0.00071 0.00181 -0.00577 -0.06234
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Apéndice B

Calculo de D,, para componentes

N(p,0?)

Demonstracao da Proposicao 2.4.1

parte I

A primeira parte da demonstragao consiste em transformar
|0 () — ¢x (t;©) 7
em uma soma de 4 parcelas. Assim, com
@ (1) = ox (0) P = [Un —u(60)]° + Vo — 0 (16)]°

onde

n K
1
Uy, —u(t;0) = - Z cos (tz;) — Zpk cos (put) e~ 2%kt
j=1 k=1

n K
1
Vo, —v(t;0) = E sin (tz;) — E prsin (pgt) e 2%
n
=1

k=1
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Entao,

1 [& ?
U= ulO) = | Socosea)
j=1
9 n K
- — [Z cos (tz;) x Zpk cos (put) 6_5"’39}
n
j=1 k=1

K 2
! {Z P €08 (1it) G;U'ﬂ

k=1

V- (0 — %{ésin (mj)r

n

K
2
- —{E sin (tx;) x E pksin(ukt)e_éaitﬂ
n
k=1

j=1
K 2
1
" {Z prsin (put) 620it2} ’
k=1

Dai, obtemos que [U, — u (t;0)]” + [V,, — v (t;0)] ¢ igual a

% [(i cos (txj)> 2 + (i sin (t:q)) 2}

K n n
P |
— 2 preidi £ ta;) — sin (ut) Y _ sin (tz;
" kZkae [cos (pgt) Y cos (tx;) —sin (pxt) » sin( x])}

Jj=1 Jj=1

K 2
" {Z Pr cos (puxt) 6_%#}
k=1

K 2
- {Z P sin (pxt) 6_%0%} '
k=1
Expandindo (B.1) e (B.2), temos que

(B.1) = pi COSQ(Ml)fo%t2 +...+0} COSQ(“kt)G_Jzﬁ
K K 1
2 242
+ 2 Z Zpkpj cos (put) cos (u;t) e (ot+ad)t

k=1 j=1
J#k

(B2) = pisin®(m)e i 4 ...+ pf sin®(uyt)e k"
K K 1
2 2\42
+ 2 Z Zpkpj sin (pxt) sin (p;t) €_§<Uk+0]-)t _

k=1 j=1
J#k
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Assim, adicionando (B.1) a (B.2) temos
ple—it’ |:COS2(,ult) + Sin2(u1t)} ot pe ot [cosz(ukt) + sin2(,ukt)]

K K

+ 2 Z Zpkpje_%<"z+(’fz)t2 |:COS (pit) cos (p;t) + sin (pt) sin (ujt)]
k=1 j=1
Ik

K K K

= D e 2y z:Z91cpj€_%(a’3+0?)t2 {COS (purt — th)] :
k=1 k=1 j5=1
Jk

Finalmente, temos que |, (1) — px (t;0) > ¢

% [(; cos (m])) . <; sin (txj)) T

K
k=1
K K 1
2 2)42
#2373 s D st = o)
k=1 j=1
j#k
9 K n n
1
-z Zpke_zaitQ[cos (pxt) Z cos (tx;)—sin (pxt) Z sin (txj)] (B.3)
n
k=1 j=1 j=1

Demonstracao Parte II

A segunda parte da demonstragao consiste em integrar (de —oo a oco)cada parcela do

resultado final da parte I, multiplicada pela fungdo w(t) = exp(—bt?).

Calculo Auxiliar

A integral
/oo (—cat?) cos (cat) exp (—cst?) dt T x ( % ) (B.4)
exp (—c1t”) cos (caot) exp (—c = exp | ———— .
. p 1 2 p 3 o+ s p 4(c1 + c3)

¢ a forma geral das quatro que deverao ser calculadas, assim esse resultado pode ser

usado nas demais. Para o calculo da integral acima, observe que o lado esquerdo de
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(B.4) pode ser expresso como

/_OO exp (= (1 + ) ) [exp (ic2) + exp (—icg)] P

o 2
3 exp (— (c1 + c3) ¥ +icot) dt + 3 exp (— (c1 + c3) ¥ — icat) dt
) Y an 37
Logo, com
1 [ icot
I = = - t* — dt
2 /—oo eXp{ (14 ca) ( (c1 +03))}
1 [ [ ic 2 ic 2
2 2
- = — t— dt
2 /_ooexp{ (Cl +C3) < 2(01 +03)) + (2(61+C3)) }
1 [ : ic 2 ic 2
2 2
= = - t— dt
2 /_Ooexp{ (Cl +C3) L 2(01 +03):| } x eXP (2(01 +Cg)) ]
1 [~ [ iCo 2 c
= = - t— dt -
2 /—oo eXP { (Cl + C3) L 2 (Cl -+ C3)j| } X eXP < 4 (Cl + 03)
1 T e < c )
= = X —
2\ ¢ +c3 P 4(c1 + c3)
e
1 = /Ooex —(c +c)(t2—|— 1eat )}dt

Assim, finalmente, chegamos ao resultado

T 3
exp| ————=— ).
¢+ 3 P 4(c1 + c3)
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Integrando B.3

A integral do primeiro termo de (B.3) é
00 n 2 n 2
{(Z cos (tml)> + <Z sin (txj)) } x exp (—bt*) dt
oL\ 4 o
= — Z Z/ cos | ;) t] x exp (—bt?) dt.

i=1 j=1

Usando (B.4) com ¢; =0, ¢o = x; — xj e ¢c3 = b, temos o resultado

_ \/g X exp (——(""” ) ) (B:5)

A integral do segundo termo de (B.3) é

/ Zpkexp (—0pt?) x exp (—bt?) dt.

0 k=1

Usando (B.4) com ¢; = 07, ¢ = 0 e c3 = b, temos o resultado

Vo ()
- \/Z (B.6)

A integral do terceiro termo de (B.3) ¢é

o K K i -
/ 2 Z Zpkpj exp (—% (J,% + 032-) t2> cos (put — pit) | X exp (—bt2) dt

k=1 j=1
J#k

= 2 Z Zpkpj / exp (—% (o7 + 032) t2> cos (it — pit) | x exp (—bt?) dt.
k=1 j=1 L i
Jj#k

Usando (B.4) com ¢; = 0.5 (o7 + 0]2), co = (ur — p15) € c3 = b, temos o resultado

(fn NJ)
222pkp]\/05 ak+0)+bxexp <_2(0k+0)—|—4)> (B7)

k=1 j=1

A integral do quarto termo de (B.3) é

n n

[ 23 (L Yfos 3ot s 3 sy ()

Jj=1 j=1
- 2,2 9
= - ;pk /_oo exp <—§akt ) ;cos((:cj — ) t) X exp (—bt )dt,
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Usando (B.4) com ¢; = 0.50%, ¢ = (z;

Somando as parcelas de (B.5)

D(0,r)

— px) € c3 = b, temos o resultado

2 ¢ 0 - (2 — )’
2 T (=)
nzp’“\/o.502+bxzeXp< 202+4b)'
k=1 k j=1 k

/mm() ox (£:6) 4G (1
ENED3p ETE AT

=1 j=1
K

>y

QZZPkph\/b+05<U +U) XP(—

k=1 j5=1
J#k

_Z[p’“\/ 0. 5ak+bZeXp 4b+20
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a (B.8) chegamos ao resultado esperado

(Mk - Nh)2

4b + 2(0f + 03)

)

k

o)

)

(B.8)

(B.9)



Apéndice C

Calculo de D,, para componentes

Cauchy(p, o)

Demonstracao da Proposicao 2.5.1

Parte I

Seja X uma mistura discreta finita, cujas K componentes sao distribuigdes C'auchy( g, ox)
comk=1,...,Kex,...,x, ¢ uma amostra aleatéria de X. Neste contexto, a funcao

caracteristica de X é

K
Ox (t; @) _ Zpkewkt_akltl,
k=1

e, a sua contra-partida amostral, a funcao caracteristica empirica, é

1 o .
""n t — thj.
Pu(t) =~ jE_l e

Com o uso da igualdade e = cos(y) + isin(y), chega-se a

K
x (t;,©) = Z cos(pxt)e 7 4 Zpk sin(pgt)e " = u (£ 0) + iv (; 0)

k=1 k=1

_ 1 & 1 &
On (t) = — cos(tx;) + i— sin(tx;) = U, +1V,,
0= 3 et 417 3 s
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Afim de determinar D,,, a primeira acao é expressar

Pn (t) —ox (0) P = |(Un +iVy) — (u(t;0) +iv (£:0))
= |(Up—u(t;0) +i(Va + v (t;0))[?
= [Un—u&0)] + Vo — v (t0)].

como parcelas de uma soma. Para isso, com

n K
1
U, —u(t;0) = - E cos (tx;) — E i cos (pugt) e+l
j=1 k=1

e
1 n K
Vo—v(t;0) = — Z sin (tx;) — Zpk sin (put) e,
i k=1
tem-se
: _ L[y i
Un—u(0) = — [Z cos (mj)}
j=1
9 n K
- = [Z cos (tx;) x Zpk cos (fut) e‘”’“'tl]
(L k=1
K 2
+ {Zpk cos (ut) e‘”’“'t}
k=1
e

Vo= o (0 — %[ism(mj)r

K

) % {2”: sin (f25) x 3 pesin (sxt) e—akm}

j=1 k=1

K 2
+ [Z D sin (pgt) e”’“'t]

k=1

Disso, tem-se que

U — u(0)] + [V — v (£:0))?

_ % [(Z: cos (mj))Q + (Zi; sin (txj)>2]

9 K n

- - Z Zpke—ak\tl {cos (prt) cos (tz;) + sin (pgt) sin (txj)] (C.1)

+ Lz:; P s (xt) e“’“'r + [gpk sin (pt) 6‘”’“'tr. (C.2)
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Escrevendo os somatorios em (C.1) e (C.2) como
K 2
{EEIIWCCOS(Mkt)G_Uktq = pPeos?(py)e 2 M 4 4 p? cos?(ju)e 2w
k=1

K K
+ 2 Z Zpkpj cos (put) cos (u t) e~ (ortay)lt]

k=1 j=1

Jj#k

K 2
{Z pi.sin (pxt) 6“’”'] = pisin®(uy)e M 4+ pf sin® (g )e 2k
k=1

K K
+ 2 Z Zpkpj sin (put) sin (;th) e_(0k+0j)|t|’
k=1 j=1
J#k
além disso aplicando as propriedade trigonométricas cos(r + y) = cos(x) cos(y) —

sin(z) sin(y) e cos?(z) + sin?(y) = 1 obtém-se

K 2 K 9
{Z P cs (t) e‘“k't} + {Z pesin () e—aklt}
k=1 k=1

ple2oltl [COSQ(mt) + Sin2(,u1t)} + ... pRe 2okl [COSQ(,ukt) + Sin2(,ukt)]
K K
b 230D e o cos () cos (1) + sin (s (1)
k=1 j=1
j#k
K K K
= Zpie_mltl +2 Z Zpkzpje_(a”aj)‘t' {COS (purt — th)] :
k=1 k=1 j=1
J#k
Também escrevendo
9 K n
- Z Zpke_”’“ltl [cos (pgt) cos (txj) + sin (pit) sin (txj)}
k=1 j=1
9 K n
= - Z Zpke_"’“m cos [(u — x;)t] (C.3)
k=1 j=1

1 n n

% Kg cos (tiﬁi)> 2 + (2: sin (tivj)) 2} = 2 PIPILICEEI

i=1 j=1
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Finalmente, chega-se a

n n

@n () —ox (£0) > = cos [(x; — x;) t]
=1 j=1
K

E : 2 _—20|t
+ pke oklt|
k=1

K K
+ 2 > e M cos (g — )]
k=1 j=1
J#k
K n

- % >0 e cos (e — )] (C.4)

kljl

Demonstracao Parte II

A segunda parte da demostragao consiste em integrar, em relacdo a t, de (—oo a 00)
cada parcela, desenvolvida na parte I, multiplicada pela funcao w(t) = exp(—b|t|).

Com a mudanga de variavel s = |t| e organizando os expoentes tem-se

D(O,z) = —ZZ/ cos [ z;) t] e Pdt

i=1 j5=1

+ 22]%/ e~ 20k+btdt

A s [ e o

k=1 j=1
J#k

- Y [ sl (©5)

k=1 j=1
Usando a igualdade

a
a? + b2’

/ e “cos(bt)dt =
0
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onde a > 0 e b > 0, nas parcelas de (C.5), obtém-se o seguinte resultado

D(©,z) = ZZ T o)

=1 j5=1

K
+ z:: 20k+b
K K
O'k+0'j+b
_ f:zn: Okt | (.7)
n = =" (o +b)* + (e — ;)
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Apéndice D

Calculo de D,, para componentes

Estavels Simétricas

Demonstracao do Resultado (2.21)

Parte I

Seja X uma mistura discreta finita, cujas K componentes sao distribuigdes S, (a, 0, pt))

comk=1,...,K exq,...,x, Neste contexto, a funcao caracteristica de X é
K
. _ ippt—od |t
@X(tag)_ § pkeuk el )
k=1
e, a sua contra-partida amostral, a funcao caracteristica empirica, é
n
1 )
~ itx
on (t) = — E e,
n <
J=1

Com o uso da igualdade e® = cos(y) + isin(y), chega-se a

K K
x (t;0) = Z cos(pt)e ok g Zpk sin(ut)e 781 = w (t;0) + iv (£ 0)
k=1 k=1

1 1
o, (1) = — cos(tx;) 4+ i— sin(tx;) = U, +1V,, D.1
()= 5 Y osttay) + i ) sine) (D.1)
A fim de determinar D,,, a primeira acao é expressar
2n (1) —ox (10) 2 = (U +iVy) — (u(t:0) 4 iv (:60))]?
= |(Un —u (t; 0)) + Z(Vn +v (t; 0))|2
= (U, —u(t; 9)]2 + [V, — v (¢ 9)]2 .
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como parcelas de uma soma. Para isso, com

n K

1 «@ «@

Up,—u(t;0) = - E cos (tx;) — g i cos (pgt) e k1
j=1 k=1

e
1 n K
Vo—v(t;0) = — Z sin (tz;) — Zpk sin (put) e 7k 11
A k=1
tem-se
2 _ L[y i
U —u(0) = — {Z cos (txj)l
j=1
9 n K
- - [Z cos (tx;) X Zpk cos (fut) e‘”gﬁa}
(L k=1
K 2
k=1
e

Voo - & [Z sin (txj)r
B %[é sin (t;) X gpk sin (ut) eaﬁ‘lt“]

K 2
" {Z Prsin (pt) G_UW}
k=1

Disso, tem-se que

U — u(0)] + [V, — v (£:0))

_ % Kil cos (txj)>2 + (il sin (t%’)>2}

9 K n

- - Z Zpke—aﬁ\tla [cos (pgt) cos (tz;) 4 sin (pgt) sin (txj)] (D.2)

K

2 K 2
+ [Z P €os (ugt) e‘”ﬁtla} + [Z Prsin (ugt) e“’glt'a] . (D.3)
k=1 k=1

Escrevendo os somatoérios em (D.2) e (D.3) como

K 2
[Z Pr cos (puyt) e_"g”a] = p?cos?(py)e 2T 1 4 p? cos?(puy)e 2R "
k=1

K K
+ 2 Z Zpkpj cos (pxt) cos (p;t) o~ (TR +af)lt

k=1 j=1
J#k
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2
[Z prsin (pgt) e_"’(vx'ta} = p2sin?(py)e Y 4 4 p? sin® (g )e R "

K K
+ 2 Z Zpk:pj sin (put) sin (u;t) e~ (OR+o)lt®
k=1 j=1

JF#k
,além disso aplicando as propriedade trigonométricas cos(z + y) = cos(z) cos(y) —

sin(x) sin(y) e cos?(x) + sin*(y) = 1 obtém-se

K 2 K 2
k=1 k=1
2

ple 2t |:COS2(ﬂ1t) + Sin2<ﬂlt)1 + .o+ pre 2RI {COSQ(Mkt) + SinQ(ukt)]

+ 2 Z Zpkp e~ (koI |:COS (prt) cos (pyt) + sin (pxt) sin (,ujt)]

k=1 j5=1
j#k
K K K
= 2 A2 D e [cos (it — u;-t)]-
k=1 k=1 j=1

J#k

Também escrevendo

K n
2 (e} [e3
— g E pre okl [COS (pit) cos (tx;) + sin (pxt) sin (txj)}
n

k=1 j=1

- _% SN pre M cos (e — ;)] (D-4)

k=1 j=1

%KZC%W) +<Zsin<twj>)] - %ZZcos[m—xj)tJ

i=1 j=1
Finalmente, chega-se a

1 n n

B0 (t) — ox (EO) P = > cos [(w — ;) 1]
=1 j5=1
K

_ oot
+ § pie 209t

+ 2ZZmpe 7D cos [(ju — )]

k=1 j=1
J#k
9 K n
= 30D pee T cos (g — )] (D.5)

k=1 j=1
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Demonstracao Parte II

A segunda parte da demonstragdo consiste em integrar, em relagao a t, de (—oo a
o0) cada parcela, desenvolvida na parte I, multiplicada pela funcao w(t) = |t|*. Para
K = 2, com a mudanga de variavel s = |t|, ignorando a primeira parcela em (D.5) a

funcao a ser minimizada é

oo oo
E, = 2p2/ e 27T = qt + 2(1 —p)2/ e 2021 =gy
0 0

+ 4p(1—p) / e~ I cos [(jn — po)t] ¢t
4p Z oot —b
- cos [(p1 — x;)t]t77dt

4(1 — a
- Z/ ~93 cos [(pg — x;)t] t0dt (D.6)

Com t* =y, tem-se que t = yi edt = éyi_ldy, declara-se

/ 6—20’ t — / —20¢ yy ab _yolé ldy
0 0

= ey
0

o
1 (&
_ L&) (0.7
« (20-04)7
1—5b>0,istoéb < 1. Com (D.7) aplicada em (D.6), resulta que
o WY 20—y
n 1-b 1-b
a(207) & a(208) @
+ 4p(1-p) / e~ I cos [(jn — po)t] "t
— 4pZ Tt cos [(p1 — z; b
(1 — xj)t]t7dt
_ ﬂz / =75 cos [(1p — ;1] ¢ Vdt. (D.8)
n o !
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A mesma substituicao é aplicada nas trés ultimas integras. Assim,

2p°T (1 ) 2(1 - p)’T(*3")

a(207) = a(208)"5

4 1 - e% e% —
;2 )/ e T8 cog [(Nl uz)yé] y's ldy
- Z/ "1%08 ul—%)y ]y =y

1_
- Z / 75 cos [ — )y | 'Sy (D.9)

E, =

.—Q

Em (D.9), substitua

cos(az) = » (—1) IR (D.10)

O resultado é

E, = 15 15
a(207) aww
4 ]__ - Yo e% —
v 2D / 12;52) e oty Ty
P (ul—x) o 2k+1—b
- Q—z/ R ey
=1 k=0

41 —p — ;)% .
_ Z / Z u Ju 21, (D)

Organizando os somatorios e integrais, chega-se

L WT(SY 20— pPrs
T a(200) a(209) %"

4p(1 — p) — — 1) [ el aya -
+ p( p) Z(_l)k (/-Ll NQ) 6_(0—1 +0)t yw_ldy
o 2k! 0

k
4 1 - > - ] 2k & ato 1—
_ ( p) Z(_l)ku/ e o3t ywrail_ldy, (D.12)
- 0
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cs Comparando a integral em (D.12) com (D.7), obtém-se o resultado desejado

PO T e T
L v i (—1)*(u — ”2)2;11;(,%)
« k=0 (of +o0g) @
4p & [i (—1)* (s — x»%F(%)]
anI e 0_%k+1—b
41 -p) i li (—1)(uz — m%n%ﬂ
an el e ngﬂw :
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Apéndice E

Programas para Calculo da
Densidade de uma Distribuicao

Estavel

E.1 Programa R - Algoritmo I

### Objetivo: calcular a f.d.p. de uma v.a. estéavel X,

### com parémetros a, b, u , s.

### 0 algoritmo utilizado é proposto por Nolan (2011) e
### utiliza a parametrizagdo O padronizada (u=0,b=1).

### Para@metros: alpha = a , beta = b, mu = u, sigma = s e

### X o vetor de valores a ter a f.d.p. calculada.

destavel<-function (x,a,s=1,b,u=0){

### para a !=1

fdpl <- function (t)

{

res <- (1/(pi*s))*cos(((x[i]-(u))/s)* t + bxtan(pixa/2)*(t-t~a))*exp(-t~a)
}

### para a = 1

fdp2 <- function (t)
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{

res <- (1/pixs)*cos (((x[i]l-(u))/s) * t+bx(2/pi)*t*log(t))*exp(-t)

}

### calculo

aux2 <- rep(0,length(x))

for (i in 1 : length(x))

{

if (a!=1) auxli<-integrate (fdp1,0,Inf, subdivisions = 1000)

else auxl <- integrate (fdp2,0,Inf, subdivisions = 1000)
aux2[i]<-auxi$value

}

return (aux2)

}

E.2 Programa R - Algoritmo II

### Objetivo: calcular a f.d.p. de uma v.a. estavel Y,
### com parametros a, b, u , s.

### 0 algoritmo & proposto por Otiniano et al. (2010)
### e utiliza parametrizagio SO padronizada (u=0,b=1).
### Par@metros:

### caracteriza a f.d.p: alpha=a,beta =b,mu=u,sigma=s
### vetor de valores para ser calculada a f.d.p.: y
### Retorna:

### uma matriz 4 * n, n & numero de elementos

### do vetor y. Nessa matriz as coluna armazenam

### col. 1 - valor de y

### col. 2 - valor do centro da f.d.p
### col. 3 - valor da cauda da f.d.p
### col. 4 - valor da f.d.p

stable2 <- function (y, a, m, s)
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{

## variaveis auxiliares

X <-y

# o valor de b = 0 para calculo de f.d.p estéaveis
# simétricas, mas pode assumir valores no inter-
# valo [-1,1]

b <-0

# Nameros de termos dos somatodrios
vi<- 100
v2<- 10

# tamanho da amostra

n <- length (x)

## variaveis locais
# variavel s2

s2<-s* (1 +M®~2)x ((tan(a*xpi/2))"2))"(1/(2*xa))

# variavel b2

if (a >0&a<1)

{

b2 <- (2 / (pi*a) ) *xatan (bx tan ( (pixa) /2))

} else if (a >1& a<2)

{

b2 <- (2 / (pi* (a-2))) *atan (b*xtan ( (pi*xa) /2))
by

### definigdo das séries para o centro e caudas
### da f.d.p. que depende do valore de ’a’ se

### y >=mouy <nm
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## Centro da densidade: a > 1
# f1 quando x >=m

f1 <- function (x , lim)

{

aux <- 0

for (v in 0 : lim )

aux <- aux +( sin ( 0.5 * pi * (v+ 1) *x (a+b2*xa-2x*Db2) / a)
x gamma ( (v+ 1) /a)*(-(x-m) /s2) ~v)

/ (a* s2 * pi * gamma (v + 1))

return ( aux )

# f2 quando x < m

f2 <- function (x , lim)
{

aux <- 0

for (v in 0 : lim )

aux <- aux +( sin (0.5 * pi * (v + 1) * (a -b2 *xa+2*Db2) /a)
* gamma ( (v +1) /a)*x ((x-m) /s2) ~v)
/ (a* s2 * pi * gamma (v + 1))
}
return ( aux )

by

f <- function (x)

{
if ( x <m ) aux <- f2 (x,vl)
else if ( x >=m ) aux <- f1 (x,v1)

return (aux)
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## Caudas da densidade: a > 1
# rl quando x >= 0

rl <- function (x , lim)

{

aux <- 0

for (v in 0 : lim )

aux <- aux +( sin ( 0.5 * pi * (2 + v *a+ b2 *v*xa-2x*vx*xDb2))
*x ((-1) "~ v)
* (s2/(x -m)) ~ (v *xa) *x gamma (1 + v¥a) )
/ ( (x - m) * pi * gamma (v + 1) )

}

return ( aux )

}

# r2 quando x < 0.

r2 <- function (x , 1lim)

{

aux <- 0

for (v in 0 : lim )

aux <- aux +( sin ( 0.5 * pi * (2 + v *a -Db2 *v *xa+2x*xv*xDb2))
* ((-1) "~ v)
¥ (-s2/(x -m)) =~ (v * a) * gamma (1 + v¥a) )

/ (-(x - m) * pi * gamma (v + 1) )

}

return ( aux )

}

r <- function (x)
{

if ( x <m) aux <- r2 (x,v2)
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else if ( x >=m ) aux <- r1 (x,v2)
return (aux)

by

## centro da densidade: a < 1
# al quando x >=m

al <- function (x , lim)

{

aux <- 0O

for (v in 0 : lim )

aux <- aux +( sin ( 0.5 *x pi * (1 + b2 + v + v *x b2) )
* ganma ( (v +1) /a)*x (- (x-m) /s2) ~v)
/ (a* s2 * pi * gamma (v + 1))

+

return ( aux )

}

# a2 quando x < m

a2 <- function (x , lim)

{

aux <- 0

for (v in 0 : lim )

aux <- aux +( sin ( 0.5 * pi * (1 - b2 + v - v *x b2) )
* gamma ( (v+ 1) /a)*x( (x-m) /s2) ~v)
/ (a* s2 % pi * gamma (v + 1))

}

return ( aux )

by

a3 <- function (x)

{

85



if ( x <m) aux <- a2 (x,v2)
else if ( x >=m ) aux <- al (x,v2)
return (aux)

}

##caudas da densidade: a < 1
# hl quando x >= mu O .

hl <- function (x , 1lim)

{

aux <- 0

for (v in O : lim )

aux <- aux +( sin (0.6 *x pi * (2 +v*xa+b2*xv*xa))x*x((-1)"v)
* (s2/Cx -m) ~ (v *a) *x gamma (1 + v¥a) )
/ ((x - m) * pi x gamma (v + 1) )

}

return ( aux )

}

# h2 quando x < O

h2 <- function (x , 1lim)

{

aux <- 0

for (v in 0 : lim )

aux <- aux +( sin (0.5 * pi * (2+v*xa-b2*xv*xa))x*x ((-1)"v)
* (-s2/(x -m)) - (v * a) * gamma (1 + vxa) )

/ (-(x -m) * pi *x gamma (v + 1) )

}

return ( aux )

}

h <- function (x)
{
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if ( x <m ) aux <- h2 (x,vl)

else if ( x >=m ) aux <- hl (x,v1)
return (aux)

}

## montando a desnsidade

g <- matrix (0 , n, 4, byrow = TRUE )

if (a > 1)

{

for (i in 1 : n)
{

g [i,1] <- yl[i]

g [i,2] <- f(y[iD)

g [1,3] <- r(y[il)

g [i,4] <- min(abs(g [i,2]),abs(gl[i,3]1))
}

}

else if (a< 1)
{

for (i in 1 : n)

{

g [i,1] <- yl[il

g [1,2] <- a3(yl[il)

g [1,3] <- h(y[i])

g [1,4] <- min(abs(g [i,2]),abs(gli,3]))
+

+

return (g)

Htfim da fungio
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Apéndice F

Programa R para Gerar Valores de

uma Distribuicao Estavel

### Simula uma v.a. estavel X com parametros a, b, u , s.
### 0 algoritmo utilizado é proposto por Nolan.

### Se p == 0, Y tem a parametrizacgdo SO (Nolan);

### se p != 0, Y tem a parametrizagdo S (canonica Taqqu) .

### Parametros: alpha = a ,beta = b, mu = u, sigma = s, p=0.

restavel <- function(n=1,a,s=1,b,u=0,p=0){
# Distribuig¢des auxiliares

v

runif (n,-pi/2,pi/2)

W = rexp (n,1)

# Fungdo auxiliar

theta <- function (a,b)

{

atan(bxtan(pi*a/2))/a

}

if (a !=1) {

B<- theta (a,b)

X1<- sin(a*x(V+B)) /(cos(a*B)*cos(V))~(1/a)

X2<- (cos(a*B + (a-1)*V)/W)~((1-a)/a)
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X <- X1 * X2
Y0<- s*(X-bxtan(pi*a/2))+u
Yi<- s*X + u
} else {

X<- (2/pi)*((pi/2+b*V)*tan (V) -b*log(pi/2*Wxcos(V)/(pi/2+b*V)))
YO<- s*X+u
Y1<- s*X + (u + bxtan(pi*a/2))

}
if (p==0) return (Y0) else return (Y1)
3
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