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Resumo

A Teoria de Resposta ao Item (TRI) caracteriza-se por ser um conjunto de mo-
delos matematicos cujo proposito ¢ modelar a probabilidade de uma resposta de um
item 7 por um individuo ¢ em funcao de parametros associados ao item e de tracos
latentes associados ao individuo. No entanto, outros fatores externos e desconhecidos
podem influenciar esta probabilidade de acerto, causando heterogeneidade nos dados
(superdispersao), muitas vezes nao ajustada pelos modelos de resposta ao item.

Por outro lado, Molenberghs, Verbeke, Demétrio e Vieira (2010) descreveram
alguns modelos no campo dos Modelos Lineares Generalizados Mistos (MLGM) para
tratar dados binarios longitudinais com superdispersao. Tais modelos que conseguem
capturar este efeito acrescentando um efeito aleatério com distribuicao conjugada
que, desta forma, captura esta heterogeneidade atribuida a fonte desconhecida.

O modelo de resposta ao item de Rasch foi reescrito de forma que ele pudesse
ser tratado como membro da familia dos MLGM e um novo modelo que capture a
superdispersao dos dados foi proposto e definido. Além disso, utilizando resultados
analiticos apresentados por Molenberghs et al. (2010), definiu-se o0 modelo de Rasch
estendido analitico (REMol), sendo este uma simplificacdo do modelo de Rasch es-
tendido com ligacao probit.

Por fim, os modelos propostos e o modelo de Rasch tradicional sao aplicados a
dados da Prova Brasil 2007. Os resultados demonstram que os ajustes dos modelos
sao similares, exceto o modelo REMol, que gerou estimativas e erros padroes distintos,
indicando que capturou uma maior variabilidade dos dados, cumprindo a proposta
inicial do modelo.

Palavras Chave: Superdispersao, Teoria de Resposta ao Item, Modelo de Rasch,

Heterogeneidade, Modelos Lineares Generalizados Mistos.



Abstract

The Item Response Theory (IRT) is characterized as a set of mathematical models
whose purpose is fit the probability of some response of the i-th subject to respond
correctly the j-th item in function of the items’ parameters and ability’s subject.
However, others external and unknown factors may influence this probability causing
heterogeneity (overdispersion) in the data, oftentimes not fitted by the item response
models.

On the other hand, Molenberghs, Verbeke, Demétrio e Vieira (2010) described
some models in the field Generalized Linear Mixed Models (GLMM) to treat binary
longitudinal data with overdispersion. Such models capture this effects by adding
an random parameters with conjugated distribution that, this way, it capture this
heterogeneity from unknown source.

The Rasch model was rewritten so that it belongs to GLMM’s family and a new
model that capture the overdispersion from the data was proposed. Furthermore,
using the analytical results shown by Molenberghs et al.(2010), it was define the
analytical extended Rasch model (REMol), being this a simplification to extended
Rasch model with probit link function.

Finally, the proposed models and traditional Rasch model was applied to data
from Prova Brasil 2007. The results show that the fits of the models are similar,
except the REMol model. This model found distinct estimates and standard errors
adjusted to the greater variability from the data, fulfilling the initial proposal of the

model.

Palavras Chave: Querdispersion, Item Response Theory, Rasch Model, Hetero-

geneity, Generalized Linear Mized Models.



Capitulo 1

Introducao

Ao se realizar um teste (avaliagdo ou prova de conhecimentos), é muito comum
calcular somente o escore total do individuo, o nimero de acertos ou até mesmo
percentuais de itens corretamente respondidos. Tal abordagem tem como suporte a
Teoria Cléassica dos Testes (TCT), onde o foco estd no desempenho do individuo na
prova como um todo (De AYALA, 2009). No entanto, para uma comparac¢ao dos
respondentes, utilizam-se os mesmos testes e os mesmos instrumentos de medida.

Na década de 1950, uma nova teoria foi proposta para revolucionar o referido
cendrio: a Teoria de Resposta ao Item (TRI). Esta tem como objetivo principal “re-
presentar a probabilidade de um individuo responder a um certo um item como fungao
dos parametros do item e de certos tragos latentes (ou habilidades)” (ANDRADE; TA-
VARES; VALLE, 2000). A TRI tem como grande diferenga da TCT o fato dela se
basear nas estruturas dos itens, e nao na prova como um todo, tornando assim provas
com itens diferentes comparaveis, devido ao grau de dificuldade dos itens que foram
colocados no instrumento de avaliacao - cada item tem um grau de dificuldade es-
pecifico e consegue discriminar os individuos de uma maneira diferente. Esta teoria é
utilizada no Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, no Sistema Nacional de Ava-
liagao da Educagao Bésica - SAEB, no Sistema de Avaliagao de Rendimento Escolar
do Estado de Sao Paulo - SARESP e em vérios outros aqui no Brasil.

Os modelos tradicionais de resposta ao item pressupoem, em especial, independéncia
condicional entre as respostas de diferentes individuos. Tais individuos podem ser

estudantes que pertencem a agrupamentos diversos (e.g. provenientes de escolas



publicas ou privadas, diferentes classes socio-econdmicas, dentre outras), que sdo po-
tenciais fontes de heterogeneidade de fonte desconhecidas (ou conhecidas mas nao
consideradas na modelagem dos dados) e que tendem a inflacionar a variabilidade
observada dos resultados dos testes ou exames. A consequéncia é menor precisao na
inferéncia sobre os parametros dos itens e nas habilidades latentes estimadas para os
respondentes.

No entanto, Molenberghs, Verbeke, Demétrio e Vieira (2010) apresentaram re-
sultados que estendem os modelos lineares generalizados (MLG) sobre modelos de
distribuicoes conjugadas com um parametro de efeito de aleatério, onde este pro-
blema é tratado. A grande ideia presente no artigo é acrescer parametros com efeitos
aleatorio que iré captar toda esta heterogeneidade como variacao extra-Bernoulli.

O objetivo desta pesquisa é adaptar o modelo de Resposta ao Item de 1 parametro
(modelo de Rasch) para a familia de modelos de Molenbergh et al. (2010), criando
assim um novo modelo que trata a heterogeneidade atribuida a fonte desconhecida.
Apos isto, utilizar um grande banco de dados para observar como esse modelo se
comporta. Além disso, alguns pressupostos dos modelos de resposta ao item poderao
ser testados como, por exemplo, o principio da independéncia entre as respostas de
diferentes individuos.

No primeiro capitulo tem-se a apresentacao de uma revisao bibliografica que abor-
dara alguns métodos de otimizagao de curvas e integracao numérica, topicos relacio-
nados aos Modelos Lineares Generalizados - MLG e aos Modelos Lineares Generali-
zados Mistos - MLGM. Finalizando a segao, o artigo de Molenberghs et al. (2010), o
texto-base da pesquisa, serd apresentado.

Em seguida, no segundo capitulo, o modelo de TRI sera definido e alguns aspec-
tos, como os pressupostos do modelo, a interpretacao de seus parametros, o Fun-
cionamento Diferencial do Item - DIF, serao apresentados. Apds isto, o modelo de
Rasch estendido serd definido e os seus resultados analiticos serao apresentados. Neste
mesmo capitulo, serd apresentado um breve estudo de simulacao via Monte Carlo
comparando desempenho do modelo de Rasch estendido com o modelo de Rasch tra-
dicional em cenarios previamente estabelecido. Por fim, os modelos de Rasch e de
Rasch estendidos demonstrados no capitulo anterior serao aplicados aos dados da

Prova Brasil 2007, a fim de colaborar na reflexao sobre a importancia do modelo.
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Capitulo 2

Revisao Metodoldogica

Neste capitulo tem-se uma revisao metodoldgica de algumas técnicas e classes de
modelos que sao importantes para o entendimento da proposta de pesquisa. Primeiro,
serao estudados alguns métodos de otimizacao de fungoes e técnicas para a integracao
numérica. Em seguida, serao definidos os Modelos Lineares Generalizados (MLG) e
os Modelos Lineares Generalizados Mistos (MLGM). Por fim, sera estudado um artigo
publicado por Molenberghs, Verbeke, Demétrio e Vieira (2010), que servira de texto-

base para esse trabalho.

2.1 Meétodos para otimizacao de funcoes

2.1.1 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um dos mais conhecidos para encontrar raizes
de fungoes. Este método é baseado na aproximagao de fungoes reais por expansoes
em séries infinitas de Taylor, é bastante rapido e nao necessita de muitas iteracgoes
para convergir. Tal convergéncia é sempre garantida para um intervalo [a,b] onde
as derivadas primeiras e segundas, f'(x) e f”(x) , respectivamente, sejam continuas
e f"(x) seja diferente de 0 (NOCEDAL; WRIGHT, 1999; YANG; CAO; MORRIS,
2005). Assim, basta que um valor inicial z( esteja dentro deste intervalo para haver

convergencia.



A férmula iterativa é a seguinte:

(®
@y _ o _ _I@Y)
N T Ga)) (2.1)

Um caso especial é quando necessitamos estimar algum parametro utilizando o
Método da Méxima Verossimilhanca. Se se quer encontrar o ponto # que maximiza
a funcao de log-verossilhancga [(#), tem-se a seguinte fungao:

(oY)
B l//(@(t))

g+ _ g0 (2.2)

Para uma fungao multivariada, o método é bem similar. Dado que X = (X3, ..., X})’

¢ um vetor p-dimensional, a férmula iterativa para calcular o zero de F(X) é:

X(t+1) _ X(t) - f/(X(t)) (2 3)
f//(X(t)) ’

No caso da maximizagao da funcao de log-verossimilhanca multivariada, tem-se:
O(t-‘rl) _ O(t) . ll(e(t))ll/(e(t))—l (24)

onde I'(8Y) é a funcao escore e I"(0") é a matriz Hessiana.

2.1.2 Meétodo scoring de Fisher

Nesse caso, a matriz Hessiana ¢é substituida pela matriz score de Fisher 1(8), sendo
que ela é uma aproximacao para a fungao —!"(6) (VIEIRA, 2008). No entanto, a ma-

triz de informagao de Fisher 1(0) é usualmente desconhecida, assim ela é aproximada

5°1(8)
por —E [waet

} Logo, a fungao iterativa pelo método scoring de Fisher é:

0+ _ g 4 /(g <_E {521(9)])1 (2.5)

0060

2.1.3 Meétodo da secante

O método da secante é limitado pois sé pode ser aplicado a funcoes univariadas.
No entanto, o método da secante tende a convergir em casos onde o método de
Newton-Rapson nao converge como, por exemplo, proximo dos limites do intervalo e

tem como grande vantagem o fato de nao ser necessario o calculo de f”(z).



A funcao iterativa é:

:E(t) — ’I(t*l)

f1@®) = fr(zt=0)

Para iniciar este método sao necessarios dois valores, os valores zq e x1, dentro

2D — () f’(x(t))

(2.6)

do intervalo [a,b].

2.1.4 Métodos Quasi-Newton

Apesar do método de Newton-Raphson ser bastante efetivo, o cdlculo da matriz
jacobiana da fungao F(X) (ou a matrix Hessiana de log-verossimilhanca) e a sua
atualizacao a cada iteracao sao grandes complicadores. No entanto, segundo Yang
et al. (2005), existe uma classe de métodos que propoe a substituigdo da matriz
Hessiana por uma outra matriz de pesos B que também ¢é atualizada a cada iteracao

. A sequéncia x¥) é gerada através da férmula:

<+ — x (k) 4 g(k) (2.7)
onde s®) é o resultado do sistema linear:

BMs® — _F(x®) (2.8)

2.2 Meétodos de integracao numérica

Em muitos casos, principalmente na estimagao de parametros, nos deparamos
com integrais analiticamente dificeis de serem resolvidas. O que pode ser feito nestes
casos é tentar aproximar o integrando por uma fun¢ao mais facil de ser integrada
ou aproximar a propria integral. Quando é adotada a segunda estratégia, deseja-se

encontrar uma aproximacao que seja da seguinte forma:

/ f(x)dz ~ Aog(xo) + Arg(z1) + -+ + Ang(as) (2.9)

x; € [a,b],i=0,1,....,n e g(.) sendo uma fungao a ser especificada.
Assim, abaixo serao listados alguns métodos de aproximacgao de integrais, mais
conhecidos como métodos de integracao numérica. Mais detalhes a respeito deste

métodos em Vieira (2008), Yang et al. (2005) e Nocedal e Wright(1999).
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2.2.1 Foérmulas de Newton-Cotes

As formulas de Newton-Cotes sao métodos de interpolacao de integrais definidas

em intervalo [a, b] baseados em nds igualmente espacados. Sendo que:

(b—a)

To=a, T;= it+a, rt,=>b 1=0,1,...n (2.10)

(b—a)

e tem-se que o espacamento h = = Tj41 — x;. Assim, seguindo a forma es-
pecificada mais acima, basta trocar a fungao g(.) pela funcao f(.) a ser integrada e

aproximacao sera definida.

/ F(@)de =~ Aof(zr) + Avf(an) + -+ Anf(n) (2.11)

2.2.2 Quadratura Gaussiana

Em certos casos, os métodos anteriormente listados podem nao ter o desempenho
esperado e podem até falhar no célculo da aproximacao da integral. Uma alternativa
que pode contornar esse problema ¢é utilizar a Quadratura Gaussiana - método muito
mais eficiente que os anteriores, uma vez que nao ha a necessidade de que os pontos
que definem os subintervalos estejam igualmente espacados e os pesos da soma em

(2.11) sao definidos em fungao da ordem da aproximagao. Por definigao, tem-se

b Q
/ f(z)dx =~ quf(wq), (2.12)

onde Q é a ordem da aproximacao. Uma estratégia muito utilizada é transformar
a integral f: f(x)dx para f_ll fla+52(t + 1))%5%dt, e depois calcular estes pesos.
Uma particularidade deste método ¢ que ele é exato quando para polinomios de grau

menor ou igual a 2Q) + 1.

2.3 Modelos Lineares Generalizados

2.3.1 Introducao

Na década de 30, Kopman, Pitman e Darnois proporam uma nova familia de

distribuicoes de probalidade onde, dentre elas, estavam a Normal, a binomial, a beta,
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a bernoulli, e muitas outras distribuicoes que conhecemos hoje. Esta nova classe foi
denominada Familia Exponencial, e a sua criacao impulsionou grandes avancos e a
descoberta de importantes resultados na Estatistica devido as propriedades especiais
que os seus membros possuem (DEMETRIO; CORDEIRO, 2007).

Ja em 1972, Nelder e Wedderburn publicaram um artigo de extrema relevancia
que agrupou diversas metodologias e técnicas estatisticas criando uma nova classe de
modelos: os Modelos Lineares Generalizados. No entanto, estes modelos tinham como
um de seus pressupostos o fato da variavel de estudo pertencer a familia exponencial.
Logo, primeiramente, faz-se necessario definir tal familia e discorrer sobre suas pro-
priedades mais importantes. Finalizando isto, discutir-se-a sobre os Modelos Lineares

Generalizados: definicao, estimativas de seus parametros e analise dos modelos.

2.3.2 Familia Exponencial

Dada uma variavel aleatéria Y com funcao de densidade de probabilidade de-
pendente unicamente do parametro 6. Ela pertencera a familia exponencial de sua

distribuicao for da seguinte forma:

f(y) = h(y)expn(0)t(y) — v(0)] (2.13)

onde h(y), n(0), t(y) e v(#) sao fungdes conhecidas.

Esta classificacao nao se restringe ao caso univariado e nem ao tipo de variavel
aleatoria que esta sendo estudada: continua ou discreta. Ha ainda uma outra forma
de apresentar tal classe, definindo que as fungdes 7() e t(y) sdo iguais a fungoes
identidades e v(f) e h(y) serem fungoes conhecidas, ndo necessariamente iguais as

funcoes apresentadas na féoruma anterior.

f(y) = h(y)exp|fy — v(8)] (2.14)
Nesta nova parametrizacao, # é denominado como parametro canonico, logo esta
nova classe é definida como familia exponencial canonica. Diante desta definicao, é

possivel enunciar algumas propriedades importantes.
E(Y)=1v'(6) (2.15)
Var(Y) =1"(0)
Portanto, tem-se que a média e a variancia estao conectadas ao parametro canonico.

12



2.3.3 Familia Exponencial com parametro de dispersao

Agora, esta nova familia é definida introduzindo um parametro de dispersao ¢~ >
0 na familia exponencial canonica. Este parametro é um parametro de dispersao e

foi introduzido por Nelder e Wedderburn na formulagao dos MLG’s. Assim, tem-se:

f(y) = h(y)exp{o~ [0y —v(0)] + Ao, y)} (2.16)

onde as fungoes v(.) e A(.) sao conhecidas. Logo, as propriedades anteriormente

descritas para o modelo acima sao:
EY) = o'(6)
Var(Y) = ¢"(0) (2.17)

Assim, nota-se que o parametro ¢ estd presente na féormula da Var(Y). Logo,
¢ é um parametro de dispersao e o seu inverso, ¢!, é um parametro de precisao.
A fungao que relaciona o parametro § com a média p é dado por ¢(u) = 6, onde
pw=1'(0). A funcao que envolve somente a média p na expressao da variancia de Y é
denominada fun¢ao de variancia. Essa fungao é descrita por V(i) e é igual a v”(0).

Nota-se ainda que o parametro canonico 6 pode ser obtido por 6 = f V=Y p)du, pois

dp

2.3.4 Modelos Lineares Generalizados

A possibilidade da criacao de modelos que simulem ou, até mesmo, que modelem
certos fenomenos é uma grandes contribuicoes da Estatistica a sociedade atual. Seja
na agropecudria, na industria ou na analise risco de créditos, a modelagem é uma
aliada poderosa, seja para entender o fenomeno, seja para prever comportamentos
das forcas que agem em um determinado evento. Assim, os modelos estatisticos
vem cada vez sendo mais explorados, principalmente nesses ultimos tempos, onde a
informacao e o conhecimento sao tao valiosos.

Conforme expresso na introducao deste capitulo, Nelder e Wedderburn criaram
uma nova classe de modelos que unia diversas técnicas e metodologias estatisticas em
um unico grupo especial de modelos lineares. Demétrio (2002) descreveu o modelo da
seguinte maneira: considere-se uma amostra de n observacoes, sendo essas indepen-

dentes e identicamente distribuidas; defina-se ainda uma matriz X com p+ 1 colunas
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que representam p variaveis explicativas do modelo e um vetor y de observagoes que

foram amostradas de Y. Logo, sao definidos os 3 componentes de um MLG:

1. Uma variavel aleatéria Y membro da familia exponencial, com uma funcao de
probabilidade ou fun¢do densidade de probabilidade (para varidveis discretas e

continuas, respectivamente) igual a

FWi 0;,07") = hy)exp{ o Oy — v(6:)] + Mo~ 1:) } (2.18)

E(y) = v'(6h) (2.19)
Var(y,) = ¢v"(6:)

este componente Y é chamado de componente sistemdtico do MLG.

2. As variaveis explicativas entram no modelo como uma soma ponderada pelos
fatores . Assim, estas covariaveis e os fatores estao relacionados através de um

preditor linear
n =z’ (2.20)
3. Uma funcao que liga o componente sistemético e o preditor linear,

mi = g(1:) (2.21)

conhecida como funcao de ligagao, sendo que esta funcao deve ser mondtona e dife-

renciavel.

Estimacao dos parametros

O objetivo agora é estimar o vetor de parametros 3, pois através deste, todas as
outras estimativas podem ser realizadas utilizando as relagoes anteriormente descri-
tas. No entanto, o método proposto por Nelder e Wedderburn para a estimacao dos
parametros é o método da Maxima Verossimilhanca. Logo, tem-se que o logaritmo

da funcao de verossimilhanca terd a seguinte forma
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[(Bly) = log [H f(l/z‘;@'ﬁ)] :Zl(yi70i> (2.22)

= {07 s — w0 + Ay 67}

O j-ésimo componente do vetor escore é igual a

L dup

_ o1e) _ ZZCb 1(yi_ﬂi>md_nxz‘j j=1,...p (2.23)
i=1 A

U: — A N
T 0B, “— db; dp; dn; dp;

assumindo ¢! conhecido.
Assim, para a obtencao das estimativas de Maxima Verossimilhanga de 8, deve se

executar o seguinte algoritmo até que atinja-se um determinado critério de parada:

1° Passo:
p
j=1
= g™ (2.24)
2° Passo:
o™ = ™+ (i + ™) g (™)
Q(m) _ [(ﬁm)jqém)7 m’qibm)}T
Wi = N
V(™) g (™)]?
W = dz’ag{W}m)} (2.25)
3° Passo:
B = (XTW ™ X)L XTW (m Q™) (2.26)

4° Passo: Caso o ciclo venha a convergir, [; = (™). Se nao, volta-se para o
Passo 1 utilizando B = B3(™) no passo m + 1.
Mais detalhes sobre a estimacdo dos parametros ver em Demétrio(2000), Vi-

eira(2008), Dobson(2002) e McCullagh(2001).
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Medidas de Discrepancia

As medidas de discrepancia sao importantes para analisar o quao o valor predito
pelo modelo estimado distante do valor real observado. Assim, Nelder e Wedderburn

propuseram a seguinte medida de desvio (ou deviance):

D n
5= =2 17 ys) — Ui ) (2.27)
=1

onde I(f1;y;) é o valor da log-verossimilhanga calculada utilizada y; e uma estimativa
de p; e l(y;; ;) é a mesma funcdo sendo que agora y; é também o valor da estimativa

da média. Assim, esta medida é chamada de scaled deviance e

n
D=Y d, (2.28)
i=1
denominada deviance residual, sendo o componente do somatério

1223 _ .
&2 = —2/ Y=Y, 9.29
V) (2.29)

Estimacao do Parametro de Dispersao

Em algumas distribuicoes, como a Binomial e Poisson, o parametro de dispersao
¢ é igual a 1 (DEMETRIO, 2002; VIEIRA, 2008). No entanto, em outros casos
este parametro pode ser desconhecido; logo deve-se calcular uma estimativa para esse
valor. Esta estimativa é necessaria para a formulacao dos intervalos de confianca
e dos teste de hipdteses relacionados aos parametros [ - ferramentas essenciais na
inferéncia estatistica. Outra utilizacao dessa estimativa é que ela oferece uma idéia
do quao bem ajustado estd um modelo. Por exemplo, se estivermos trabalhando com
uma variavel aleatéria Bernoulli e essa estimativa g% for maior do que 1, isso indica
que esta ocorrendo o fenomeno de superdispersao, ha uma variagao extra-Bernoulli
que nao foi captada pelo modelo. Todavia, isso sera estudado nas se¢oes seguintes.

Demétrio (2002) define em seu trabalho alguns estimadores do parametro de dis-

persao qAb:

¢ D , . - .
® p; = i encontrado pelo método dos momentos, utilizando a funcao Desvio;
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- 1 (yi — 1) :
e ¢p = Z - encontrado pelo método de Pearson;

2Dp
nlt+ (1+222)]

Analise de Residuos

- encontrado pelo método Méxima Verossimilhanca.

A andlise de residuos é extremamente importante para analise do ajuste do modelo.
No entanto, ha varias tipos de residuos, sendo que pode-se destacar essas duas formas

de célculo:

e residuo do componente da deviance:

rq, = sinal(y; — f;)y/ d? (2.30)
e residuo de Person:
(yi - ﬂi)
rp, = 2.31
Vi) (231)

2.4 Modelos Lineares Generalizados Mistos

2.4.1 Introducao

O MLGM é uma extensao do MLG, sendo que além do efeito fixo 3 no preditor
linear, ha um efeito aleatério, que pode ser definido como b. Este modelo esta ali-
cer¢cado na independéncia condicional de Y dado o efeito aleatério b, na distribuicao
condicional f(y|b) e na distribuicao desses efeitos aleatérios (JIANG, 2007).

Como estd definido em Jiang (2007), suponha que, dado um vetor de efeitos
aleatorios b, as respostas v, ..., y, sao condicionalmente independentes tal que a dis-
tribuicao condicional de y;, dado o vetor de efeitos aleatérios b é membro da familia

exponencial

filyilb ) = exp {7 [yt — v(0:)] + Ni(yi, 07") } (2.32)

onde v(.) e X\;(.) sdo fungoes desconhecidas e o parametro de dispersdo ¢ pode

ou nao ser conhecido. O parametro 6; estd associado com a média condicional p; =
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E(y;|b), associada ao preditor linear
m=z;B+zb (2:33)

onde x; e z; sao vetores de varidveis conhecidas provenientes das matrizes X e Z, com
dimensoes p e q, respectivamente. Define-se ainda que 8 é um vetor de parametros
desconhecidos e fixo e a funcao g(.) ,que liga p; ao preditor linear, é chamada de
funcgao de ligagao, onde g(p;) = n;. E, para finalizar, é assumido que o vetor b ~

N,(0,b), sendo D uma matrix de variancia-covariancia desconhecida.

2.4.2 MLGM para dados longitudinais

Os MLGM’s podem ser utilizados para analisar dados longitudinais, uma vez
que os parametros de covariancia dos efeitos aleatorios podem acomodar a correlacao
entre as medidas repetidas no tempo.

Como serda mostrado mais a frente e por conveniéncia, serd definido o MLGM
para dados longitudinais, modelo este que é um caso especial do MLGM mais geral.
Estes modelos sao utilizados quando necessita-se modelar a ocorréncia (ou nao) de
um evento em determinados individuos em diferentes tempos (MOLENBERGHS;
VERBEKE, 2005). No entanto, ndo é necessario que os tempos sejam iguais, cada
individuo ¢ pode ser medido n; vezes, em tempos totalmente diferentes, onde ¢ =
1,...,N.

Suponha que Yj; é a j-ésima medida de um sujeito,7=1,...,N,j=1,...,n,eY;
é um vetor de dimensao n; de todas as medidas que estao disponivel para o individuo
1. Assume-se ainda que os componente do vetor b; sao independentes com densidade

normal multivariada, com vetor de médias 0 e matriz de variancias e covariancias D

e as respostas Y; sao independentes com as seguintes densidades:

FWiil0is, 071, bi) = h(yij)exp{ o™ 0555 — v(035)] + Myij, ¢~ } (2.34)

com 7(y;;) = n(E(Yy;]b;)) = x};8 + z;;b; para uma funcao de ligagao 7(.), com xj; e
zz-Tj vetores com dimensao p e q, respectivamente, das conhecidas covariaveis, com um
vetor 3 p-dimensional dos coeficientes de regressao desconhecidos e um parametro de
escala ¢. Para finalizar, tome f(b;|D) como a densidade da N(0, D) para o vetor de

efeitos aleatorios b;.
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Estimacao dos parametros pelo Método MV

Neste modelo é necessario maximizar a fungao verossimilhanca marginal, obtida
pela integracao em relagao ao vetor de efeitos aleatérios b;. Assim, a contribui¢ao do

individuo ¢ para a funcao de verossimilhanca é
fiyilB, D, ¢7") = /Hf(yz‘j|9z‘ja¢_1,bz‘)f(bi|D)dbi (2.35)
j=1
para a construcao da funcao de verossimilhanca que é

N
L(B,D,¢7") = Hﬁ(yi!ﬁ,D,w) (2.36)

7/; .
- H/Hf(yij|9ij7Cb_l,bz‘)f(bﬂD)dbi
=1 j=1

O grande problema deste tipo de estimacao sao as N integrais sobre os vetores de
efeitos aleatérios g-dimensionais b;. O problema ainda é mais agravado se o tamanho
da amostra for muito grande. Se métodos de estimagao bayesiana forem utilizados,
as integrais a serem resolvidas podem ser muito mais complicadas, tornando o pro-
cesso computacional muito mais intensivo e complexo. Mais detalhes a respeito sao

descritos em Molenberghs e Verbeke (2005) e Verbeke e Molenberghs (2000).

2.5 Modelos combinados para dados com super-
dispersao

Molenberghs, Verbeke, Demétrio e Vieira (2010) descreveram alguns modelos para
tratar dados binarios longitudinais com superdispersao. Este fendomeno ocorre quando
héd uma variabilidade maior que a predita pela relagdo média-variancia (HINDE;
DEMETRIO, 1998). Como foi explicado na secao relacionada aos Modelos Lineares
Generalizados, quando a variavel resposta tem como distribuicao de probabilidade
Bernoulli, ¢ é igual a 1. No entanto, quando o valor estimado gzg ¢ maior do que 1,
diz-se que ha uma variacao extra-bernoulli, logo, a variacao existente no modelo nao
foi bem ajustada. Tal problema pode ser compreendido mais facil se pensarmos no

caso unidimensional, pois:
Var(Y) = ¢n(l —7) = ¢n(1 — ) (2.37)
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sendo que ¢ = 1 no modelo Bernoulli.

Diante da questao apresentada, descreve-se uma alternativa para modelos com
dados bindrios que estao sujeitos a superdispersao e estao sendo medidos longitudi-
nalmente. Para este tipo de modelagem necessita-se de uma extensao particular do
MLGM, classe esta mostrada em segoes anteriores.

A alternativa proposta é o acrescimo de um efeito de aleatdério para tratar su-
perdispersao com distribuicao conjugada a distribuicao da variavel de estudo. Tais

distribuicoes recebem essa nomenclatura quando:

fyl) = exp{o7'yh(v) — g+ sy, 07 )} (2.38)
f(0) = exp{w[h(y) —g()]+ sy, v )} (2.39)

onde h(7) e g(v) sdo fungoes e 1), ¢ e w sao parametros, e sy, 1) e s(y, ¢~ ') sao
constantes normalizadoras.

Definida esta questao, descreve-se uma relagao de casos onde as distribuigoes sao
conjugadas, sendo que um deles é quando tem-se a distribuicao da variavel resposta
Y com distribuicao de probabilidade Bernoulli e o efeito aleatério v com distribuicao

Beta(a,3), onde:

fly) = [xP[L -7 (2.40)
B il e i
) B(ay. o)

Suponha que y;; seja uma medida bindria (sendo 0 caso nao ocorra o evento e
1 caso contrario) do i-ésimo elemento no tempo j; 7;; sendo o parametro aleatério
para a superdispersao na (ij)-ésima observagao; b; o vetor aleatério de dimensao q
associado ao vetor z;; com q fatores e/ou covariaveis; 3 o vetor de parametros fixos de
dimensao p associado ao vetor x;; com p fatores e/ou covaridveis; m;; a probabilidade
de sucesso para a (ij)-ésima medida, P(Y;; = 1) = m;;. Tendo definido esta questao,
dois modelos combinados serao propostos: o modelo logit-bernoulli-normal-beta e o

modelo probit-bernoulli-normal-beta.

2.5.1 Modelo combinado Logit-Bernoulli-Normal-Beta

Assumindo que a distribuicao da varidvel resposta Y;; é Bernoulli, que a distri-

buicao para os efeitos aleatérios, distribuicao esta que ira modelar a correlagao entre
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as medidas longitudinais, b; seja Normal e a distribuicao para o parametro de su-
perdispersao v;; seja beta, propos-se um novo modelo assumindo a func¢ao de ligagao

logit, o modelo logit-bernoulli-normal-beta:

Yi;|bi ~ Bernoulli(m;;) (2.41)
exp(x;;8 + z;;b;)

Ty exp(x;;8 + zi;b;)

’Yij ~ Beta(al, Oég)

7Tij =

bi ~ Nq<0, D)

sendo que a; e as sao parametros da distribuicao do efeito de superdispersao e a
matriz D é a matriz de variancia-covariancia referente ao efeito aleatério b;.

Como pode ser visto, o parametro de superdispersao foi agregado ao modelo com
um efeito multiplicativo no predito linear da probabilidade de sucesso. Logo, a funcao
de probabilidade condicional para Y;;|b;,v; é

1=yij

(yw b, %J)

exp(x; 5"’% i) " 1 — exp(x; /6_'_2@] i)
T exp( B+ 2 b) T F exp(BB + 255)

sendo que:
e 0 parametro B é desconhecido e fixo;

e o0 parametro b; é aleatorio, desconhecido e tem distribuicao Normal com média

0 e com matriz de variancia-covariancia D;
e 0s parametros a; e ag sao fixos e desconhecidos.

No entanto, assumiu-se a independéncia entre v;; e b;, e por isso tem-se que a

contribuicao da (ij)-ésima observacao é:
F Wiz, vig, bi) = fyislig, 0a) f () f (735) (2.42)
e por consequéncia:

f(yi i bi Hf Yiglvig, D) F (03) f (7). (2.43)

Para a estimacao dos parametros fixos aq, as, 3 e D foi utilizado o método da

maxima verossimilhanca. Assim, para encontrar uma funcao de probabilidade que
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dependesse somente da varidvel Y;; foi necessario integrar a funcao de densidade

conjunta em relagao ao parametro de dispersao e ao vetor de parametros aleatérios

b;. Fazendo os célculos, sabendo que f(y;,v;) = [ TI5Z; f(yijlvig, bi) f (vi3) f (bi)dby,

obteve-se a funcao de verossimilhanga condicionada a < para os N individuos:

(2.44)

exp(x% B + zi;b;) "
L(ﬂ,D,a7ﬁ) = H/H ]1—|—eXp] ,6+jZ2j Z)]

1—y;;
- exp(x; ,3 + 2;;b;) Y
Vi 1 + exp(x] B + z;;b;)

o=l A a1
1 ( 1bTD 1b>%] (1 'YZJ) db;

Werg \/|D Jol P B(an, a2)

No entanto, essa fun¢ao ainda esta condicionada pelo efeito aleatério 4. Porém,

X

como Y;; tem distribuigdo Bernoulli, a funcao f(y;;|bi,7:;) tem a seguinte relacao:
Fiilbivig) = fyis = 1byg, 7i)" f(ys; = 0]by, vi5) ¥ (2.45)

Assim, definindo k;; = [exp(x;8 + z;;b;) /(1 + exp(x;;8 + z;;b;))], tem-se, por
defini¢ao, que f(y;; = 1|b;) = fol f(yi; = 1bi,vij) f (i) dryi; = ankij(ar +as) ™t e, por
outro lado, f(y;; = 0b;) = [ f(yi; = 1bi, 7)) (i) dvij = ax (1 — ki) (on + an) L.

Logo, a funcao de verossimilhanca, condicionada apenas pelo vetor de efeitos

aleatérios b;, sera seguinte da forma:

Yij 041(1+/€ij)—|—042) 1—yi;
L(B,D, a1, ) H/H <Oz1—|—a2> { T £(b;)db;

= H / H o Jlr o (ki)™ [oa (1 + kig) + as]' ¥ f(by)db; (2.46)

Os autores do artigo, nao satisfeitos, construiram um modelo similar utilizando a

funcao de ligagao probit ®~!(+), onde ®(z) = P(X <z) = [* \/ﬂ exp[=L£]dt.
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2.5.2 Modelo combinado Probit-Bernoulli-Normal-Beta

O modelo probit-bernoulli-normal-beta é praticamente o mesmo, sendo que agora

a funcao de ligacao é a probit. Assim, o modelo é definido da seguinte forma:

Yi;|b; ~ Bernoulli(m;;) (2.47)
T = Y P(xB + 2i;by)
fyij ~ Beta(al, 052)

bi ~ Nq<0, D)

Para esse modelo, a fungao de probabilidade condicional Y;;|b;,7;; ¢ descrita

Ccomo:
Fiil 05, 0:) = (ihkis)" (1 — ik~ (2.48)

T 1 42
onde kij = O(x];8 +z;b;) e ®(z) = P(X <) = [7_ —=exp[7-]dt
No entanto, se utilizar os mesmos resultados descritos anteriormente, os mes-
mos passos, chega-se que a funcao de densidade de Y;; condicionada ao vetor efeitos

aleatodrios b; é da forma:

1 ’ .
f(yijbi) = m(alkij)y” [ar (1 + ki) + ag]' ¥4 (2.49)

A funcao de verossimilhanca condicionada ao vetor aleatério b; é igual a:

(ﬂD%ﬂ2:H/H«a%jYﬂmu+%H%)H”WMm

a1+a2 041+042

—H/H%+%mkWMM+%Hﬂﬂ%ﬂ)%(%m

Nota-se que a formula é praticamente a mesma que a apresentada para o modelo
logit-binomial-normal-beta. As estimativas de ai, as, D e 3, assim como no mo-
delo anterior podem ser encontradas através de técnicas de otimizacao e processos
iterativos.

Todavia, o grande ponto do artigo estd justamente nesse embréglio. Os autores
conseguiram encontrar uma solugao analiticas para as integrais envolvidas em (2.56),
algo muito substancial e que trata justamente o problema das Zf\il n; integrais en-

volvidas a cada iteracao feita. Tal descoberta é ainda mais significativa quando se
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esta trabalhando com grande amostras. Para isto, a probabilidade conjunta de Yj,

b; e ~, foi reescrita como:

f(yivi i) = H fWijlvig, bi) f(b:) H f(ig)- (2.51)
j=1 j=1
Logo, a funcao de densidade marginal para Y; = 1 pode ser escrita como
fri=1) = [ [TLow =t b)s ) ] fos) b,
j=1 j=1
_ / . / Y5 + 25b:) f (03) [[ £ (i) dbidryiy
j=1 j=1
= /H (I)(Xz;‘,@ + 2;50;) f (b;)db; / H%’jf(%’j)d%'j
j=1 j=1
= H / D (x.;3 + z;;b;) f (b;)db; H/%‘jf(%‘j)d%‘j (2.52)
j=1 j=1

Na realidade, a segunda integral em (1.52) é um produtério de esperanca da

distribuicao beta. Logo,

flyi=1) = (@1 +@2> II [ 5058+ 2 (b (2.53)

Ap6s isto, Molenberghs et al. (2010) fizeram varios calculos analiticos e chegaram
a uma solugao simplificada deste modelo. Os célculos feitos pelos autores estao no
Apéndice D do artigo. A solugao obtida foi que a probabilidade marginal para Y;
para o modelo probit-bernoulli-normal-beta pode ser escrita como

651

a1 + g

fly,=1)= < ) O(X;3;L; "), Li=1-2Z;D "'+ Z]Z;)"'Z] (2.54)

Diante do referido resultado, as integrais que deveriam a ser calculadas desa-
parecem, sendo que o unico termo que depende de integracao é ®(.), porém ela é
facilmente calculada em qualquer software basico de estatistica. Isto torna o método
muito menos intensivo e mais simples, necessitando somente encontrar os valores dos
estimadores dos parametros que maximizam a funcao de verossimilhanca.

E importante ainda ressaltar que, aberta essa janela para o modelo com a fungao

de ligagao probit, abre-se também uma oportunidade de aproximagao ao modelo logit.

24



Segundo Zeger, Liang e Albert (1988):

R
1+ e¥

~ O (ey) (2.55)

onde € = (161/3)/(157). E, por meio dessa aproximacio, tem-se que:

exp(x;;3 + z;;b;)
T ~ Yij
LA exp(x;3 + zi;b;)

~ 7 @1 (e(x; 8 + 2z;;by)) (2.56)

Aplicando (2.51) em (2.53) chega-se a:

a7

fly;=1)~ ( ) dy(eX,6; ijl), L, =1-€2Z,D ' +277,)'27 (2.57)
a1+ Qo

Esta transformacao é bastante véalida, pois possibilita o calculo de medidas como

a razao de chances e a construcao de seus intervalos de confianca.
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Capitulo 3

Teoria de Resposta ao Item - TRI

Normalmente, quando se quer avaliar um grupo, individuo ou populacao, estes
sao submetidos ha provas, testes, exames, diversos meios e métodos para avaliar o
desempenho. Uma das formas de se avaliar é utilizando escore, como por exemplo, o
ntimero de acertos em um determinado teste (De AYALA, 2009). Em outros casos,
podem-se ponderar tais acertos, atribuindo assim mais pontos a questoes mais dificeis.
Este é um cendrio classico da Teoria Cléssica dos Testes (TCT), onde a modelagem
¢é baseada no escore total que o individuo obtém nas provas.

A Teoria de Resposta ao Item - TRI surgiu na década de 1950 na forma de modelo
ogiva-normal com um tnico parametro relacionado ao item (BAKER, 2004), e tem
como principal foco nao a prova em si, mas os itens, as suas dificuldades e quao
bem eles discriminam os individuos de acordo com sua proeficiéncia. A TRI permite
com que provas, mesmos com questoes diferentes e em tempos diferentes, tornem-
se comparaveis mesmo apresentando itens com parametros de dificuldade diferentes.
Além do Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, o Sistema Nacional de Avaliagao
da Educagao Basica - SAEB, que foi o pioneiro do uso dessa teoria em 1995, e o
Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo - SARESP
sao exemplos do uso da TRI nas avaliagbes educacionais brasileiras (ANDRADE;
TAVARES; VALLE, 2000).

Diante disto, o modelo de resposta ao item sera definido na secao seguinte e
logo apds serd apresentado o modelo mais geral (modelo de 3 parametros). De-

pois, discutir-se-a a interpretacao dos parametros através da Curva Caracteristica do
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Item - CCI, qual escala de habilidade serd adotada e como é feita a estimativa dos
parametros. Por fim, é definido o modelo de Rasch, caso particular do modelo de 3

parametros e que sera adaptado nesta pesquisa.

3.1 Definicao e pressupostos

Segundo Andrade et al.(2000), a Teoria de Resposta ao Item é definida por um
conjunto de modelos matematicos que tem a finalidade de modelar a probabilidade
de acerto de um item j por um individuo ¢ em funcao dos parametros dos item e da
habilidade do individuo. Esta relagao é baseada na idéia de quanto maior a habilidade
do individuo, maior a probabilidade de acerto do item. De acordo com o autor, estes

modelos dependem fundamentalmente de cinco fatores:

e da natureza do item: se eles sao dicotomicos ou nao;

e quantas populagoes estao sendo envolvidas, se é apenas uma ou sao mais de

uma populacao;

a quantidade de tracos latentes a serem medidos;

do modelo ser linear ou nao;

do modelo ser cumulativo ou nao-acumulativo (de desdobramento).

Pelo fato de ser somente uma demonstragao do modelo e por este trabalho propor
uma nova abordagem ao modelo de Rasch, serao somente apresentados modelos para
itens dicotomicos. Nestes casos, os itens podem ser de muiltipla escolha ou até mesmo
com respostas abertas, sendo que exista uma definicao de “certo” e “errado” na
correcao. Tais itens sao chamados de dicotomizados.

Outra suposicao a ser feita é que somente uma wunica populacao esta sendo
envolvida e com apenas um unico trago latente a ser medido, sendo essa classe de
modelos chamada de modelos unidimensionais. Em situacoes reais é muito dificil
assumir que somente um traco latente esteja influenciando na probabilidade de acerto
desse individuo. No entanto, supondo que haja um traco dominante, essa suposicao

¢é considerada como satisfeita. Supoe-se ainda que as respostas, condicionadas a uma
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habilidade #; fixa, sdo independentes. Esta suposicao é chamada de independéncia
local e é de extrema importancia para que o modelo possa ser ajustado.
Em tal classe de modelos, conhecidos como modelos de 1, 2 e 3 parametros, que

consideram, respectivamente:
e o parametro de dificuldade do item;
e o0 parametro de dificuldade e o parametro de discriminacao;

e o parametro de dificuldade, o parametro de discriminacao e um parametro de

acerto ao acaso.

A fim de introduzir o modelo, serd apresentado o modelo mais completo, o
modelo com 3 parametros. Cabe ressaltar que na secao seguinte os parametros b’s e
0 possuem significados diferentes dos apresentados nas secoes anteriores. Isto se deve
ao fato de que procurou-se ser mais fiel possivel a parametrizacao usual dos modelos

de TRI apresentada pela literatura especializada, logo, esta notagao foi mantida.

3.2 Modelo de TRI com 3 parametros

Nesta classe, os dois tipos de modelos mais utilizados sao:

e 0s modelos que utilizam a funcao de ligacao logit:

Logit(z) = %}S()x)

e 0s modelos que utilizam a funcao de ligagao probit, ou Ogiva Normal:

Probit(z) = ®(z) = P(X < x) = / OO \/12_7Texp {_Tﬁdt]

Normalmente, utiliza-se a ligacao logit por ser mais simples que a transformagao
probit, que envolve uma integracao nao trivial. A partir dai, o modelo de TRI com 3
parametros e fungao de ligagao logit é definido por Andrade et al.(2000) da seguinte

maneira:

exp{Dl[a;(0; — b;)]|}
1+ exp{D]a;(6; — b;)])}

PU; =116;) = ¢; + (1 — ¢;) (3.1)

comi=1,...nej=1,....1 e
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Ui; ¢ uma varidvel dicotomica que assume valor '1’ caso o individuo ¢ acerte o

item j, e assume o valor ‘0’ caso contrario;
0; é a habilidade (traco latente) do individuo ¢;

P(U;; = 1]6;) é a probabilidade do individuo ¢ responder o item j, dado que ele
tenha a habilidade 6;. Tal fungdo é chamada de Funcao de Resposta ao Item

(FRI);

b; é o parametro de dificuldade do item j, medido na mesma escala das habili-

dades dos individuos;

a; ¢ o parametro de discriminacao do item j, com valor proporcional a inclinagao

da Curva de Caracteristica do Item - CCI, no ponto b;;

c¢; ¢ o parametro que representa a probabilidade de individuos com habilidade
muito baixa acertar o item j, comumente chamado de parametro de acerto ao

acaso;

D é um fator constante e igual a 1. Quando deseja-se aproximar os valores
fornecidos pela funcao ligacao logit para os dados fornecidos pela probit, esse

fator D é igual a 1,7, gerando estimativas dos parametros dos itens diferentes.

3.3 Interpretacao dos parametro e o grafico CCI

E importante notar que a funcio P(U;; = 1/6;) varia de acordo com a habilidade

do individuo 7, tendo os outros parametros fixos. A ideia por traz desta funcao é que

a probabilidade de acerto do item j aumente de acordo com o grau de habilidade do

individuo 7, No entanto, a representacao grafica que mostra como é esse comporta-

mento da fungao de probabilidade no item j é chamada Curva Caracteristica do Item

- CCI, curva esta que ¢é exemplificada abaixo:

Nota-se que a curva tem um formato de sigmoidal, tendo a sua inclinagao e des-

locamento na escala de habilidades definidas pelos parametros do item. A escala

do parametro de habilidade é arbitrdria, pois nao ha importancia na comparacao de

magnitude dessas habilidade, mas na existéncia de ordem, de um rank. A escala
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Curva caracteristica do item - CCI

prob. de resposta correta

40 -30 -20 -10 0.0 1.0 20 3.0 40
habilidade

Figura 3.1: Curva Caracteristica do Item - CCI (ANDRADE et al.,2002)

do parametro de dificuldade b segue a mesma escala da habilidade, enquando que o
parametro c¢ varia entre 0 e 1, pois trata-se de uma probabilidade de acerto ao acaso.

Se olharmos com mais atengao para o modelo, nota-se que o parametro b representa
a habilidade que o individuo 7 necessita para ter a probabilidade de acerto igual a
@. Quando c é igual a zero, quando nao considera-se o acerto ao acaso no modelo,
o parametro b simboliza o valor da habilidade que o individuo necessita para ter
a probabilidade de acerto igual a de erro. Caso o individuo tenha uma habilidade
maior que b, ¢ como se ele vencesse o item, conseguisse ter mais chance de éxito do
que fracasso. Diante disso, conclui-se que quanto maior o valor de b, mais dificil é o
item.

Por outro lado, o parametro a é responsavel pelo grau de inclinacao da CCI.
Quanto maior o valor de a, maior a capacidade do item de separar os individuos com
habilidade alta dos individuos com baixa habilidade na regiao em torno do parametros
de dificuldade b. E importante notar que nao ha a possibilidade do a ser negativo, pois

supoe-se a probabilidade de acerto do item aumente quando maior for a habilidade

do individuo.

3.4 Identificabilidade

Um problema muito comum em TRI é o problema da falta de identificabilidade.
Segunda Andrade et al. (2000), esta nao-identificabilidade ocorre quando mais de
um conjunto de parametros produz o mesmo valor no modelo de resposta ao item e,

consequentemente, na verossimilhanca. Para o modelo de 3 parametros com ligacao
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logit, os autores citam o exemplo onde 8} = ¢0; + o, b] = Cb; + 0, a] = 4oect

G =%

onde ( e p sao constantes reais com ¢ > 0. Logo, tem-se que:

a

P(Us = 1167, 05,65,¢)) = ¢ + (1= )){1 + exp{=D[a;(6: = ])}} ™"
<

2O+ o= (S +0) 3}
= ¢+ (1 —¢j){1 + exp{—DJa;(

0i = b))}
— P(U; =116, a5,b;,¢;) (3.2)

= ¢j+(1—c¢){1l+exp{-D

Uma maneira de tratar esta identificabilidade é definindo uma métrica (unidade

de medida) para as habilidades e, consequentemente, para os parametros dos itens.

3.5 Escala de habilidade

Na grande maioria dos testes, a analise do desempenho de um individuo é feita pelo
escore que ele obteve em J questoes, sendo as respostas classificadas como “certa” ou
“errada”. No entanto, a TRI vai além e é capaz de mensurar o nivel de habilidade
desse individuo, e essa habilidade pode, teoricamente, assumir qualquer valor entre
—00 e +00. Assim, é necesséario definir uma escala padrao que consiga representar o
valor médio e a variabilidade das habilidades da populacao em estudo. O mais comum
é tomar a média igual a “0” e o desvio igual a “1”, porém isto nao é obrigatério. Em
muitos casos, até para o efeito de entendimento e comparacao, utilizam-se outros va-
lores para estes parametros, pois talvez nao seja tao trivial imaginar que um individuo
tenha uma habilidade negativa, por exemplo. O mais interessante é que essa mudanca
nao compromete as estimativas da probabilidade de acerto, estas permanecem iguais,

independentes da escala adotada.

3.6 Estimacao dos Parametros

Para ajustar o modelo é necessario que se estime os parametros dos modelos.
Conforme Andrade et al.(2000), as estimativas para os modelos de resposta ao item

podem ser feitas de trés maneiras:

e estima-se os a;s, bis e cgs fixando os valores das habilidades dos individuos;

31



e estima-se os 0.s fixando os valores dos parametros dos modelos;
e cstima-se simultaneamente todos estes parametros.

Caso o método de estimagao seja o método da Maxima Verossimilhanga (MV),
este se baseara, independente da forma que for feita, na funcao de verossimilhanca,

que sera da seguinte forma:

i=1 j=1

onde ¢; ¢ o vetor (aj,b;,¢;)T. Assim, procura-se os valores de ¢ e 6 que maximizem
essa funcdo. Mais detalhes sobre a estimacao desses parametros estao em De Ayala
(2009), Baker (2004) e Andrade et al. (2000). No entanto, pode-se adiantar que essas
estimativas via MV sao computacionalmente muito intensivas, principalmente se o
tamanho da amostra for muito grande, pois além das habilidades, tera que se estimar
o vetor ¢ de parametros e considerando-os fixos. Considerado o traco latente como
efeito aleatorio, provenientes de uma funcao de probabilidade conhecida, simplifica
a parametrizagao do modelo, gerando estimadores consistentes, porém demandando

de outros algoritmos computacionais associados ao método de estimagao por Maxima

Verossimilhanga Marginal (ANDRADE et al.,2000).

3.7 Modelo de Rasch

Este modelo foi primeiramente proposto por Rasch, utilizando a funcao de ligacao
Ogiva Normal (Probit). Posteriormente, este modelo foi definido utilizando a fungao

de ligacao Logit por ser computacionalmente mais simples que a Ogiva Normal.

exp{ﬁi — b]}
P(U.: = 116,) = 4
(UZ] ‘61) 1 T exp{&i . bj} (3 )

sendo que para o modelo de Rasch a = 1.
O parametro b; é o ponto de inflexao da CCI e é o valor do trago latente que o
individuo ¢ precisa para ter iguais as probabilidades de acerto e de erro do item.
Mesmo ele sendo muito parecido com o modelo de resposta ao item de 1 parametro,
suas filosofias sao diferentes, segundo De Ayala (2009). Segundo ele, “o modelo de 1

parametro ajusta os dados da melhor forma possivel, dada as restrigoes do modelo.
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Em contrapartida, o modelo de Rasch ¢é utilizado para “construir” a variavel de
interesse. O autor ainda explica que o modelo de Rasch é o modelo padrao para que

alguém possa criar um instrumento para medidas com tracos latentes unidimensionais.

3.8 Funcionamento Diferencial do Item - DIF

Segundo Lord (1980), citado por Karino et al.(2012), “um item possui DIF quando
a Curva Caracteristica do Item (CCI) difere para dois ou mais grupos, considerando
o nivel da variavel latente”. Além de comparacao das CCI’s, pode-se analisar a
existéncia de DIF por meio da comparacao dos parametros de dificuldade dos itens.
Esta técnica foi proposta por Lord e define que um item apresentara DIF se o valor
do parametro b estimado para uma populacao possuir diferencas significativas com o

valor estimado em outra popula¢do. (KARINO et al, 2012).
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Capitulo 4

Modelo de Rasch Estendido para
Heterogeneidade Atribuida a Fonte

Desconhecida

4.1 Definicao do modelo

Suponha um teste composto por J itens aplicado a N pessoas e que as suas res-
postas sejam independentes. Estas respostas, definidas como Y;; sendo ¢ referente
ao i-ésimo respondente e j ao j-ésimo item, serao classificadas como erradas ou cer-
tas,“0”ou “1”, respectivamente. Assume-se o modelo probabilistico Bernoulli para
a distribuicao dessas medidas bindrias, a distribuicao Beta para o efeito aleatério
que ird acomodar a superdispersao e a distribuicao Normal para modelar a habili-
dade habilidade do respondente. Com base nos resultados de Molenberghs, Verbeke,
Demétrio e Vieira (2010), tem-se o modelo de Rasch estendido para acomodar o efeito
de heterogeneidade atribuida a fonte desconhecida (ou superdispersao).

Considerando Y;; a resposta de cada respondente do teste, sendo 70”ou ”1”, tem-se
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que

FrigoiWiglOsvi) = [miy"o[1— ]~ (4.1)
mij = 7kl — b))
f(v) ~ Beta(ag,as)
6 ~ N(0,1)

sendo 6; o nivel da habilidade do i-ésimo respondente (trago latente); b; o nivel de
dificuldade do j-ésimo item; 7; o trago latente que ira acomodar a heterogeneidade
atribuida a fonte desconhecida (ou superdispersao); x(-) uma fungao de ligacao (ado-
tada no presente trabalho como sendo a fungao Logit ou Probit) e 7;; a probabilidade
do i-ésimo individuo acertar o j-ésimo item.

De acordo com a definicao descrita, a densidade Y;; condicionada aos efeitos

aleatérios 6; e ; é:
Figl0s,7:) = [rac(0: = by)]" [1 = 70 — b;)] ™ (4.2)
Logo, a densidade conjunta das variaveis aleatéria é definida por:
fyi.000: Wi, 0, 7)) = fyigie.,r: (Wisl 03, 7i) fo, (0:) fri (7:) (4.3)

Assim, a contribuicao da i-ésimo respondente, assumindo independéncia condici-

onal, é:
J
[(Yi, 0i,7:) = Hinj\ei,n (i510i, vi) fo, () fr,(7i) (4.4)
=1

Neste caso, como foi feito na formula¢do do modelo de Molenberghs et al.(2010),
o método da estimacao adotado é o da Maxima Verossimilhanca. Para poder estimar
o vetor de parametros de dificuldade dos itens ¢ = (by, ...,b,)T, a1 e ay é necessdrio

definir a funcao de verossimilhanca conjunta.

N J
L(C7 a1, a2|®7 I y) = H H fﬂ'j\@mri(yijwi’ Vl)f@z(el)flﬂz (fyl) (45)

i=1 j=1
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Desta forma, a fun¢ao de verossimilhanca marginal é definida por:

N J
Lanazy) = [[ [+ [ TL oo slts o (65 Gi)dvdds (46
i=1 j=1

= 1/ [ Tt = b 1t = mts; =) (0.7

—p,2 Z,a171 1— iagfl
x (V2m)le2 X BEOCI 0723 dry;db;.

De Molenberghs et al. (2010) tem-se como resultado a fungao de Méxima Veros-

similhanca Marginal integrada em ~:

Oél—|—Oéz

L(¢ a1, an1y) = H//H (8 — b1 [(1— R(0 — b)) s + ) "
X (\/%)—16%%@

No entanto, quando a funcao x(-) é a probit, o modelo entra no grupo descrito em

Molenberghs et al. (2010), onde:
fYi=1) =X L"), Li=1—Z(D™" + 2] Z,)" 2} (4.8)

Para o modelo de Rasch estendido tem-se que X;=-1 e 3=( e, por consequéncia,

Z;=I, D=Ie Li:%I. Adaptando o modelo, chega-se a:

a1 + Qo

e )Jf[1<1><—bj;2>. (19)

Por meio do referido resultado, os parametros de dificuldade ¢ e os parametros
a1 e ap poderao ser estimadas ao maximizar essa fungao utilizando um dos métodos

anteriormente apresentados.

4.2 Uma nova parametrizacao da distribuicao Beta

No intervalo de estudos para a formulacao do novo modelo foi utilizada uma
nova parametrizacao para a distribuicao Beta. Esta reparametrizacao foi proposta
por Ferrari & Cribari-Neto (2004) e consiste na reparametrizagdo da densidade de

probabilidade Beta de forma que ela dependa de um parametro referente a média e
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outro referente a dispersao dos dados. Dada uma variavel aleatéria X com distribuicao

de probabilidade Beta reparametrizada, a densidade de X ¢é escrita da seguinte forma:

fﬂﬁ%@:rwmﬁﬁLMWWWAG‘@WM%%WMOSxS1

onde0<pu<leq¢>0.
Para obter tal estrutura os autores adotaram a parametrizacao pu = alaTlaz e p=

a1 + g, isto é, a1 = ug e as = (1 — p)¢.Desta forma, as expressdes da esperanca e

variancia sao:

EX) = n
Var(X) = %

onde V(u) = p(1 — p). Assim, nota-se que o parametro p é a média de X e ¢ pode
ser considerado um parametro de precisao pois, fixada a média, quanto maior for o
seu valor, menor serd a variancia de X.

A partir desta nova parametrizagao pode-se redefinir o modelo de Rasch Esten-
dido. Neste caso, se a distribuigao de probabilidade do parametro aleatério ~ for

definida por essa reparametrizacao, a densidade de Y;; condicionada a 0;:

f(wij|0:) = [o1ri(0; — b))% [(1 — K(6; — b)) 1 + ] ¥ (4.10)

ar + o
pode ser reparametrizada comor:
Flusl0) = om0, = )" - {11 = k(0= bl o+ (1= ) 0} ™
= o ol — ) {810 = ) + (1 (1 — (0 — b))
=m0 — D) - 1011~ (u (1 — w (0= B))Y
= sl — )1 (61— g (6~ by}
= @M [um(G; — b)) AL — (6 — b)Y
Lt = [0 = )] - [ = (6 = b))
E importante notar que neste passo o parametro ¢ do modelo desaparece da

densidade condicional de Y;;, simplicando o ajuste. Deste modo a funcao de Maxima

iJ

Verossimilhanca Marginal reparametrizada sera:

LGély) = [T [+ [ TLu bot6s = b (1= p(0s = b1 (4.10)
X (\/%)—%#dei
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Do mesmo modo, se k(-) for a fungao de ligacdo probit, a forma analitica encon-
trada por Molenberghs et al. (2010) pode ser utilizada, chegando a um novo resultado

para a distribuicao de probabilidade marginal do individuo %

J

f(¥i=1) = () [ @(-b;:2). (4.12)

j=1

Logo, todos estes modelos apresentados neste capitulo sao, na realidade, modelos
nao-lineares (ou nao-lineares mistos). Como todo modelo nao-linear, dificuldades na
obtencao de valores iniciais para iniciar o algoritmo, dificuldades na convergéncia
de superficies de log-verossimilhancas mal comportadas, correlagao entre parametros
estimados, etc, sao parte da atividade de modelagem. Durante o trabalho de ajuste

destes modelos estes problemas foram encontrados e serao melhor discutidos no Anexo

C deste trabalho.

4.3 Simulacao de Monte Carlo para o modelo de

Rasch Estendido

Apés a definigdo do modelo de Rasch estendido definido em (4.11) e do modelo de
Rasch Estendido analitico definido em (4.12) foram realizadas simulagoes via método
de Monte Carlo a fim de avaliar o ajuste do modelo a dados com efeitos aleatérios
previamente estabelecidos. Além disto, desejou-se ajustar o modelo de Rasch Tradi-
cional apresentado em (3.3) para compara-lo com os modelos propostos acima. Para

isto, o modelo de Rasch foi reescrito como um MLGM e definido da seguinte maneira:
Friptos(yiglos) = [my] (L — ] =0 (4.13)
Ty = k(0 —b;)
sendo que a fungao k(.) é uma funcao de ligacao a ser definida. Para este estudo, a
fungao «(.) escolhida foi a probit devido ao resultado analitico encontrado em (4.12)
necessitar desta suposicao.

Para a geracao dos dados utilizou-se a estrutura do modelo de Rasch estendido

definida em (4.1), sendo que neste caso o efeito aleatério v segue a distribuigao beta

38



reparametrizada de Ferrari & Cribari-Neto(2004). Como foi descrito anteriormente,
a distribuicao de probabilidade dos v’s dos individuos depende dos parametros u e
¢. Logo, observou-se a necessidade de testar como os modelos se comportam quando
a média do efeito aleatorio u sao fixos em diversos valores, criando varios cenarios.
Assim, fixou o valor de pem 0.7, 0.75, 0.8, 0.85, 0.9 e 0.95. Diante disto, era necessario
fixar o valor do parametro de dispersao ¢ da distribuicao de .

A definicao de um critério de escolha do valor de ¢ é importante devido a sensibi-
lidade da distribuicao beta em relacao a mudanca deste valor e a variacao da forma

da sua distribuicao de probabilidade, como pode ser visto abaixo.

Grafico da distribuicdo Beta reparametrizada - alpha_1=1

1.0

0.8

0.6

Probabilidade de acerto

0.4

0.2

0.0 : ; ; ; ; ; ; ; ; ;
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Valor de X
Cenario: - alpha_2=0.429 — alpha_2=0.333 — alpha_2=0.250

alpha_2=0.176 — alpha_2=0.111 alpha_2=0.053

Figura 4.1: Grafico da distribuicao beta com a; fixo em “17 e «y variavel

aj
a1+az

Logo, sabendo que p = e ¢ = ay + ag, fixou-se o valor de a; em 1’ e,
utilizando a relacao ay = p@, chegou-se aos seguinte valores de ¢ para cada valor de
i preestabelecido, apresentados na tabela 4.1.

Definidos os valores de © e ¢ para cada um dos 6 cenarios, gerou-se 100 amostras
com as respostas de 20000 individuos para 14 itens. A tabela com os parametros de
dificuldade dos itens segue no Anexo B.

O passo seguinte foi ajustar os modelos de Rasch estendido aos bancos de dados de

cada cendrio utilizando a fungao de Maxima Verossimilhanca Marginal (MVM) des-

crita em (4.11) para a fungao probit (REMP), o modelo de Rasch estendido definido
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Tabela 4.1: Cenarios gerados
e51 2 &%) o
0,70 | 0,429 | 1,429
0,75 | 0,333 | 1,333
0,80 | 0,250 | 1,250
0,85 | 0,176 | 1,176
0,90 | 0,111 | 1,111
0,95 | 0,053 | 1,053

— = = = e

em (4.12)(REMol) e o modelo de Rasch tradicional.

Para a realizar a ajuste dos modelos foi utilizando o sistema SAS e o procedimento
NLMIXED. Para a utilizacao deste procedimento é necessaria a descricao do ntcleo
de sua fungao de maxima verossimilhanca. Para o modelo REMP a funcao de MVM
é acima apresentada e, por consequéncia, o nucleo também. Para o caso do modelo
de Rasch tradicional o procedimento possui uma opcao que se adequa as respostas
bernoulli de cada respondente. No entanto, para o modelo REMol a funcao de Maxima
Verossimilhanga (MV) ¢é determinada pela seguinte expressao:

N J
L(u, ¢|Y) = [T [T (n®(=bj; 217 [1 — pd(—=bj;2))' " (4.14)
i=1 j=1

Tendo definido isto, os modelos foram ajustados aos dados dos 6 cenarios definidos
e as médias das estimativas geradas pelo modelo seguem no Anexo B do trabalho.

Ao analisar as médias das estimativas apresentadas nos 6 cenarios nota-se que o
modelo REMol é o que tem as estimativas dos parametros de dificuldade dos itens
populacionais e da médias do efeito aleatorio v mais consistentes. Por outro lado, as
estimativas do modelo de Rasch tradicional apresentam grandes vieses em todos os
cenarios, tanto nas estimativas pontuais quanto nos respectivos erros-padroes. Este
fato indica que o modelo de Rasch tradicional nao consegue capturar e nem modelar
a existéncia de heterogeneidade de fonte desconhecida, gerando estimativas incon-
sistentes e comprometendo a realizacao da inferéncia. Um ponto interessante a ser
destacado é a diferenca entre as estimativas do modelo REMol e as estimativas do
modelo REMP. Mesmo o modelo REMol sendo resultante de uma solugao analitica

para o modelo REMP, as estimativas do REMP ficaram mais proximas das estimati-

40



vas do modelo de Rasch tradicional. Logo, este comportamento inesperado do modelo
REMP sugere um estudo mais detalhado de suas propriedades.

Em relagao a média dos erros-padroes estimados observa-se que para o modelo
REMol estas médias sao consideravelmente maiores que as dos outros modelos. Esta
grandeza aumenta principalmente para os itens mais faceis, aqueles com menores
parametros de dificuldade populacionais. Uma possivel justificativa deste compor-
tamento das estimativas destes erros-padroes pode estar no fato de que itens muito
faceis sao cada vez mais acertados, fazendo com que o vetor correspondente as res-
postas de um i-ésimo individuo aos 14 itens seja um vetor de 1’s. Este fato pode estar
comprometendo a estabilidade das estimativas e, quanto menor for a dificuldade do

item, mais isto se torna provavel de acontecer.

Tabela 4.2: Numero de falhas por cenario

Cenério | Numero de falhas
u=0.7 29
u=0.75 34
1=0.8 55
1=0.85 39
1=0.9 56
1=0.95 36

Uma outra vantagem do modelo REMol é que o ajuste dele é mais rapido em
comparacao aos demais. Em média, uma ajuste do modelo REMol demora em torno
de 38s, contra 48s e 1min dos modelos de Rasch tradicional e REMP, respectivamente,
utilizando com computador com procedor Intel i3 da segunda geragao, com velocidade
de processamento de 3.10 GHz. Entretanto, o modelo REMol apresentou falhas na
convergencia, como € apresentado na tabela acima.

Uma justificativa é que necessita-se estipular um valor inicial bastante razoavel
para a média u dos efeitos aleatérios . Esta escolha é determinante pois o modelo
REMol é um pouco mais instavel numericamente que os demais modelos. Logo,
uma vez escolhido um valor inicial, ele foi empregado nos 100 ajustes do modelo
aos 100 bancos de dados gerados para cada um dos cendarios. Portanto, todos os

ajustes tiveram os mesmos valores iniciais e uma possivel alternativa seria utilizar as
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estimativas do modelo de Rasch tradicional como valores iniciais.

Por fim, diante todos estes pontos, nota-se que o modelo REMol consegue ajustar
muito bem os dados simulados, gerando estimativas pontuais precisas e conseguindo
estimar muito bem a média do efeito aleatério que captura a superdispersao, ~, em
todos os cendrios, além de ser mais rapido que os demais. Por outro lado, o modelo de
Rasch Tradicional tem um desempenho muito ruim quando a perturbacao é acrescida

aos dados, gerando estimativas inconsistentes.
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Capitulo 5

Aplicacao do Modelo de Rasch
estendido aos dados da Prova

Brasil 2007

Sera apresentado neste capitulo uma aplicacao do modelo de Rasch estendido a
dados reais para avaliacao de sua performance. Os dados escolhidos provém da Prova
Brasil 2007 e a primeira secao deste capitulo é dedicada a histéria da avaliagao em
larga escala e da propria prova. Na segunda secao este banco de dados é dividido em
subpopulagoes e as estimativas dos parametros de dificuldade do modelo de Rasch tra-
dicional sao comparadas, procurando evidenciar uma possivel heterogeneidade exis-
tente no fenomeno. Apds isto, o modelo de Rasch estendido descrito no capitulo 4 é
ajustado e comparado com o ajuste do modelo de Rasch tradicional. Nesta andlise o
objetivo sera verificar o comportamento do modelo em diversas subpopulagoes. Estas
subpopulacoes sao geradas separando os alunos de acordo com suas as respostas a
determinadas questoes do Questionario do Aluno (Anexo B). Os temas (varidveis)
abordados por estas questoes sao possiveis fontes de heterogeneidade e o objetivo é

verificar a influéncia destas fontes no desempenho dos alunos na prova.
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5.1 SAEB - Sistema de Avaliacao da Educacao
Basica

O SAEB - Sistema Nacional de Avaliacao de Escola Bésica é uma avaliacao de larga
escala aplicada a cada dois anos. Esta avaliagao tem por objetivo principal realizar um
diagnéstico do sistema educacional brasileiro e de alguns fatores que possam interferir
no desempenho do aluno, fornecendo um indicativo sobre a qualidade do ensino que
é ofertado (INEP, 2012).

De acordo com Oliveira (2011), se convencionou chamar a avaliagdo externa de
avaliacao de larga escala, tendo em vista o grande niimero de pessoas envolvidas em
cada uma de suas etapas.

A autora cita em seu trabalho que a primeira grande avaliacao em larga escala
do Brasil foi realizada pela Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
(Capes) em 1976. No entanto, na década de 60, grandes trabalhos relacionados a
levantamento de dados educacionais foram realizados. Um importante acontecimento
que possivelmente pode ter influenciado para a realizacao destes trabalhos pioneiros
¢ a aprovacao da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB), lei n® 4024,
de 1961, que no seu art. 96 apresentava a preocupacao do pais em coletar este tipo
de dados para subsidiar os planos de aplicagao de recursos, tendo em vista a melhoria
da qualidade do ensino (OLIVEIRA, 2011).

Durante a década de 80 e nos principios de 1990, o Estado brasileiro realizou
uma universalizacao do ensino fundamental, onde a escola se viu envolvida com a
responsabilidade de promover a aprendizagem de todos os alunos, independente de
origens e/ou classes sociais (MARCHELLI, 2010). Os dados levantados pelo Censo
Escolar anualmente, juntamente com outros estudos, apresentaram altos indices de
repeténcia e evasao escolas. De acordo com Pestana (2007 apud OLIVEIRA, 2011),
estes dados indicavam a ineficiéncia das escolas e necessidade de promover agoes para
a melhoria da qualidade do ensino.

Diante da caréncia de informacgoes sobre o processo de ensino e o impacto das
politicas educacionais, iniciou-se o delineamento de um sistema de avaliagao do sis-

tema educacional. Dentre as experiéncias que contribuiram para a implementacao
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deste sistema destacam-se: a desenvolvida pela Fundacao Cearense de Pesquisa, no
ambito do Programa de Expansao e Melhoria do Ensino no Meio Rural do Nordeste
Brasileiro (Edurural) e o Programa de Educagao Bésica para o Nordeste, mais conhe-
cido como Projeto Nordeste - Segmento Educacao, financiado pelo Banco Mundial
(BM).

Em 1988 foi estruturado o Sistema de Avaliacao do Ensino Ptublico de 1° grau
(Saep) em respostas a demanda do BM junto ao Estado de desenvolver uma sis-
tematica do Projeto Nordeste. Em 1989 o Saep foi colocado sob os cuidados do INEP
- Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira e apds uma
revisao dos seus instrumentos por técnicos e especialistas se transformou no SAEB
inicialmente apresentado.

A primeira aplicacao SAEB foi realizada em 1990 e contou com a participagao de
uma amostra de escolas que ofertavas as 12, 3%, 5* e 7* séries do Ensino Fundamental
das escolas publicas da rede urbana. A prova avaliava o desempenho dos alunos em
lingua portuguesa, matematica e ciéncias.

Em 1995 a Teoria da Resposta ao Item -TRI foi adotada como uma nova meto-
dologia de construcao dos testes e andlises de resultados abrindo a possibilidade de
comparabilidade entre os resultados das avaliacoes no decorrer do tempo. Neste ano
houve mudancas no publico avaliado para as séries finais do ciclo de escolarizagao: 4*
e 8 série do Ensino Fundamental (atuais 5° e 9° ano, respectivamente) e o 3° ano do
Ensino Médio. O SAEB deste ano foi inovador em relagao aos anteriores ao inserir
uma amostra da rede privada e nao realizar os testes de Ciéncias nas aplicagoes. A
partir da edicao de 2001, o SAEB apenas avaliou os alunos nas areas de Matemaética e
Lingua Portuguesa, mantendo este padrao nos anos de 2003, 2005, 2007, 2009 e 2011.

O SAEB foi reestruturado em 2005 pela Portaria Ministerial n° 931 passando
a ser composto por duas avaliacbes: uma avaliacao amostral, a Avaliacao Nacional
da Educagao Bésica (Aneb) e uma avaliagdo censitaria, a Avaliagdo Nacional do
Rendimento Escolar (Anresc), conhecida como Prova Brasil.

De acordo com o INEP, a Prova Brasil foi idealizada para atender a demanda dos
gestores publicos, educadores, pesquisadores e da sociedade em geral por informagoes
sobre o ensino oferecido em cada municipio e escola. O objetivo da avaliacao é auxiliar

os governantes nas decisoes e no direcionamento de recursos técnicos e financeiros,
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assim como a comunidade escolar, no estabelecimento de metas e na implantagao de

acoes pedagogicas e administrativas, visando a melhoria da qualidade do ensino.

5.2 Aplicagao aos dados da Prova Brasil 2007

Nesta segao seré apresentado um estudo visando o diagnéstico de uma possivel
existéncia de heterogeneidade de fonte desconhecida no banco de dados analisado e a
comparacao do modelo proposto com o modelo de Rasch tradicional. Para tal, foram
utilizadas respostas de alunos da 4* série (atual 5° ano) na prova de matematica na
Prova Brasil 2007. No entanto, a aplicacao da Prova Brasil é realizada por meio de
20 cadernos de provas diferentes onde os itens sao sorteados utilizando a técnica de
Blocos Incompletos Balanceados (BIB) (MONTGOMERY; 2004). Para este estudo
foi escolhido o caderno numero ”1”e utilizado software SAS 9.2 e o procedimento
NLMIXED.

Este banco contém as respostas de 109939 alunos para os 22 itens da prova de ma-
tematica e o gabarito das mesmas. Além disto, o INEP disponibiliza dados referentes
a escola do aluno e as condigoes socio-economicas do estudante e de seus pais. Este
banco de dados pode ser baixado gratuitamente no site do INEP (www.inep.gov.br).

O proprio banco disponibiliza uma tranformacao das respostas alunos em variaveis
indicadora, comparando as suas respostas com o gabarito de cada questao. Na com-
paracao, caso o aluno acertasse o item a variavel indicadora receberia o valor “17,
caso contrario ela receberia o valor “0”.

Feito isto, o passo seguinte foi ajustar o modelo de Rasch tradicional a este banco
de dados. Para isto, utilizou-se o modelo de Rasch reescrito como membro da familia
dos Modelos Lineares Generalizados Mistos descrito na secao 4.3. Os tragos latentes
dos individuos foram tratados como efeitos aleatorios e os parametros de dificuldades
dos 22 itens como efeitos fixos. Como foi apresentado no capitulo anterior, o modelo

de Rasch tradicional foi redefinido da seguinte maneira:

Sy Wiglts) =[] [1 — ]~ (5.1)
Ty = k(b —b;)
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sendo que a funcdo k(.) é uma fungao de ligacao a ser definida. Para este estudo a
fungao de ligagao adotada foi a logit, dada por log[r /(1 — 7)].
Assim, a funcao de Verossimilhanca para este novo modelo é descrita como:

109939 22

L(Y (61, .-, 100030), (b1, ... ba2)) = [ ] [(6: = )] [1 = s(6: = b)) ™" (5.2)

=1 j=1
Logo, para realizar o ajuste do modelo foi utilizado o codigo SAS descrito no Anexo
A. Para a estimacao foi utilizado o método de integracao numérica de Gauss nao adap-
tativa e a técnica Quasi-Newton para a maximizacao da verossimilhanca marginal. A
estimacao também foi feita utilizando a maximizacao Newton-Raphson, sendo esta
mais lenta que a anterior. A tabela com os valores estimados dos parametros de
dificuldade para cada item segue no Anexo B.
Este ajuste serd importante para futuras comparagoes, principalmente na analise

do comportamento do ajuste do modelo de Rasch estendido.

5.3 Apontamentos da existéncia de uma possivel
heterogeneidade no banco de dados

Nesta secao sao descritos ajustes do modelo de Rasch a grupos existentes no banco
de dados que demonstram a possivel existéncia de heterogeneidade que afeta no de-
sempenho dos alunos nos itens da prova. Para comprovar isto, as perguntas “27,
“35”e “38”do questiondrio do aluno (Anexo B) foram escolhidas. Nesta se¢ao foram
feitas andlises especificas para cada variavel separando-se um banco para cada uma
de suas respostas validas. Apés isto foram feitas CCI’s para cada uma dessas sub-
populagoes e comparadas graficamente. Este exercicio é importante pois demonstra
como estas variaveis externas conhecidas influenciam no desempenho do aluno nos
itens da prova.

Destaca-se ainda que para os ajustes dos modelos foi utilizado o software SAS e o
procedimento NLMIXED. Toda a programacao utilizada para o ajuste esta disponivel

nos Anexo A.
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5.3.1 Comparacao étnico-racial

A questao do questionario “2” é sobre como o aluno se considerava diante das
cinco opgoes étnicas-raciais apresentadas: branca, parda, negra, branca, amarela e
indigena. Para este estudo as respostas amarela e indigena foram agrupadas devido
ao pequeno contigente de respondentes destas opgoes.

Apds isto, estas respostas foram ajustadas ao modelo de Rasch, modelo de resposta
ao item de Rasch que foi descrito na secao 3.7, e utilizando a funcao de ligacao logit
(secdo 3.2), a fim de investigar se hd uma grande diferenga na probabilidade de acerto
de uma questao dada sua habilidade entre os dois grupos. Foi suposto ainda que o
parametro de habilidade 6 tem distribuicao Normal com média e variancia “0” e “17,
respectivamente.

Todavia, realizado o ajuste do modelo para os grupos em separado, chegou-se
as seguintes estimativas dos parametros de dificuldade b para cada um dos 22 itens
da prova para ambos os grupos. As tabelas com as estimativas dos parametros de
dificuldade dos itens seguem no Anexo B.

Nota-se que os niveis de dificuldade do item ajustados para o banco referentes
aos respondentes que se consideravam negros estao bem acima das estimativas para
os demais grupos. Isto evidencia que os integrantes deste grupo deveriam ter um
nivel de habilidade maior que os demais para atingir uma probabilidade de acerto do
p para um determinado item. Esta disparidade fica mais evidente se compararmos
graficamente as CCI’S de cada grupo.

CCl para o item 1 - Comparagao sobre Ragas CCl para o item 6 - Comparagao sobre Ragas

Probabilidade de acerto
Probabilidade de acerto

0.0

Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade

Grupo: - Branco(a) Pardo(a) Grupo: - Branco(a) Pardo(a)
Preto(a) Amarelo(a) e Indigena Preto(a) Amarelo(a) e Indigena

(a) CCI’s para o item 1 (b) CCT’s para o item 6
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CCl para o item 16 - Comparag&o sobre Ragas CCl para o item 20 - Comparagéo sobre Ragas

Probabilidade de acerto
Probabilidade de acerto

0.0 - - - - - - - - - - )
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 2 -1 0 1 2 3
Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade

Grupo: - Branco(a) — Pardo(a) Grupo: - Branco(a) — Pardo(a)
— Preto(a) Amarelo(a) e Indigena - Preto(a) Amarelo(a) e Indigena

(¢) CCI's para o item 16 (d) CCI's para o item 20

Figura 5.1: CCI’s comparativas - Questao 2

Para este caso foi possivel separar os individuos em dois grupos, no entanto nem
sempre isso sera possivel ou até mesmo viavel. Assim, a criacao de um modelo que
consiga ajustar essa variacao proveniente de uma fonte, ainda que ela seja desconhe-

cida, é tao importante e relevante.

5.3.2 Comparacao relacionada ao trabalho fora de casa

A questao “35” busca saber se o aluno trabalha fora de casa ou nao. O banco foi
divido em um banco com as respostas dos alunos de que trabalham fora de casa e um
outro banco com as respostas dos alunos que nao. Apds isto, o modelo de Rasch foi
ajustado gerando as estimativas que se encontram no Anexo B.

Para melhor entendimento do caso foram feitos graficos confrontando as CCI’s
de cada subpopulacao para cada item. Como pode ser visto nos graficos, as curvas
carateristicas do itens para os alunos que nao trabalham fora estao acima das CCI’s
correspondentes aos alunos que trabalham. Logo, as probabalidades de acerto para
estes alunos tendem a ser maiores. No entanto, este comportamento foi observado
para todos os itens, exceto para o item 13, no qual a CCI dos alunos que trabalham
fora esta um pouco acima da curva referente ao grupo que nao trabalha. Estes gréaficos
indicam que o fato do aluno trabalhar fora de casa pode estar influenciando de modo

direto ou indireto no desempenho deste aluno na prova.
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Probabilidade de acerto

CCl para o item 1 - Comparagao sobre Trabalho fora

CCl para o item 6 - Comparagao sobre Trabalho fora

Probabilidade de acerto

2 -1 0 1 2 3

-3 -2 -1 0 1 2
Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade
Grupo: - Trabalha fora — Nao trabalha fora Grupo: - Trabalha fora — NZo trabalha fora
) : ) :
(a) CCT’s para o item 1 (b) CCI's para o item 6
CCl para o item 16 - Comparagao sobre Trabalho fora CCl para o item 20 - Comparagao sobre Trabalho fora

1.0
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-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade
Grupo: - Trabalha fora — Néo trabalha fora Grupo: — Trabalha fora — Néo trabalha fora

(¢) CCI's para o item 16 (d) CCI's para o item 20

Figura 5.2: CCI’s comparativas - Questao 35

5.3.3 Comparacao relacionada a reprovacao dos alunos

Nesta se¢ao o banco de dados da Prova Brasil foi dividido em outras duas sub-
populagoes. Utilizando a questao “38”, que pergunta ao aluno se ele ja havia sido
reprovado ou nao, os alunos foram divididos em ”alunos que nunca reprovaram’e
"alunos que reprovaram pelo menos uma vez”. Esta divisao foi realizada imaginando
uma possivel diferenca entre o desempenho dos alunos destes dois grupos.

Utilizando os mesmos passos descritos na comparagao anterior, os parametros de
dificuldade dos itens foram estimados e podem ser conferidos no Anexo B. Nota-
se uma diferenca entre as estimativas levando a suspeitar que os alunos que nao
reprovaram tiveram mais facilidade para acertar os itens que os alunos que estudavam

ja haviam reprovado pelo menos uma vez. Esta conclusao fica mais clara aos comparar
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as CCI'S das duas subpopulagoes.

CCl para o item 1 - Comparagao sobre Reprovacdo CCl para o item 6 - Comparagdo sobre Reprovagédo

Probabilidade de acerto
Probabilidade de acerto

-3 -2 -1 0 1 2 3

Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade
Grupo: - Nunca foi reprovado Grupo: - Nunca foi reprovado
- Ja foi reprovado - Ja foi reprovado
(a) CCI’s para o item 1 (b) CCT’s para o item 6
CCl para o item 16 - Comparagdo sobre Reprovagao CCl para o item 20 - Comparagdo sobre Reprovacao

Probabilidade de acerto
Probabilidade de acerto

0.0+ . . , . :
-3 2 -1 0 1 2 3
Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade
Grupo: Nunca foi reprovado Grupo: Nunca foi reprovado
- Ja foi reprovado - Ja foi reprovado
(¢) CCI's para o item 16 (d) CCI'’s para o item 20

Figura 5.3: CCI’s comparativas - Questao 38

5.3.4 Comentarios

Ao realizar estes exercicios com o banco de dados é evidente que uma possivel
heterogeneidade pode estar influenciando no desempenho dos alunos. Logo, esta
heterogeneidade apresentada acima acontece simultaneamente, demonstrando que fa-
tores nao controlados podem estar atuando sobre o modelo de Rasch. No entanto,
o modelo proposto por este trabalho nao define quais sao estas influéncias e tenta
capturar esta heterogeneidade desconhecida, sendo este um dos avancos apresentados

por este trabalho.

o1



5.4 Aplicacao do Modelo de Rasch Estendido aos
dados do SAEB

O passo seguinte realizado foi ajustar o modelos de Rasch estendido ao banco de
dados com as respostas dos alunos da 4* série (5° ano) na prova de matemaéatica da
Prova Brasil 2007 estudados na secao anterior. Nesta etapa ajustou-se aos dados os
modelos de Rasch estendido utilizando a funcao de Maxima Verossimilhanga Mar-
ginal (MVM) descrito em (4.11) para as fungdes de ligagao logit (REML) e probit
(REMP) e o modelo de Rasch estendido utilizando o resultado analitico de Molen-
berghs, Verbeke, Demétrio e Vieira (2010)(REMol) descrito em (4.12) . Foi utilizada
a reparametrizacao da distribui¢ao Beta (FERRARI;CRIBARI-NETO, 2004) para o
ajuste do modelo estendido devido a dificuldades enfrentadas no ajuste dos modelos.

Para a realizar a ajuste de um determinado modelo utilizando o procedimento
NLMIXED do software SAS é necessaria a descrigio do ntcleo de sua funcao de
maxima verossimilhanca. Para os modelos REML e REMP a funcao de MVM ¢
apresentada e, por consequéencia, o nicleo também. No entanto, para o modelo REMol
a fungao de Maxima Verossimilhanca (MV) é determinada por:

N J
L1, bY) = [T [T (0®(=b5: 2" 1 — o (~by 2] (5.3)
i=1 j=1

Determinadas as funcoes de MV’s, os modelos foram ajustados e as tabelas dos
parametros estimados e dos seus respectivos erros-padroes seguem no Anexo B. Anali-
sando estas tabelas notou-se que as estimativas do parametro aleatério para acomodar
o efeito de superdispersao dos modelos de Rasch estendido ficaram muito proximas
de ’1’. Entretanto, para o intervalo de confianca para a média do efeito v nao contém
o valor 1, a um nivel de confianga de 95%. Isto significa que nao ha uma evidéncia
suficiente para dizer nao ha heteregoneidedade atribuida a fonte desconhecida agindo
sobre os dados, a um nivel de significancia de 5%.

Outro ponto a ser considerado é que as estimativas dos parametros de dificul-
dade sao praticamente iguais, exceto as estimativas do modelo REMol. E necessério
enfatizar que as estimativas do modelo REMol podem diferir das estimativas dos de-
mais modelos, pois este nao depende de integrais numéricas e os modelos REMP e

REML sao modelos marginais em duas dimensoes (6 e 7). Para estes casos e para
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o modelo de Rasch tradicional foi feita uma quadratura gaussiana com um ponto
de quadratura, logo, a integral foi aproximada pelo método de Laplace (AZEVEDO-
FILHO;SHACHTER,1994).

Diante disto, os erros-padroes estimados para as estimativas dos itens do modelo
REMol foram maiores. Isto significa que o modelo conseguiu capturar uma maior va-
riagao existente nas respostas dos estudantes ao teste modelando com mais eficiéncia
a heterogeneidade de fonte desconhecida que age sobre o modelo, neste caso, os fatores
identificados na secao anterior. Por consequéncia, esta variacao reflete nos interva-
los de confianca, tornando-os mais amplos do que medidos pelos outros 3 modelos
apresentados.

Em seu trabalho, Vieira (2008) utilizou os modelos descritos na se¢ao 2.5 para
realizar um estudo de comparagao de dois medicamentos via oral para tratamento
de uma patologia dermatologica. Neste trabalho, o modelo utilizando o resultado de
Molenberghs et al (2010) também acomodou melhor a variabilidade existente cap-
tando assim o efeito de superdispersao. Logo, o comportamento do modelo foi simi-
lar ao comportamento do modelo REMol. Assim, modelo de Rasch estendido tem
comportamento similar ao um MLG com fator de heterogeneidade constante, onde
as estimativas nao se alteram e sim, os erros padroes que sao ajustados (HINDE;

DEMETRIO, 1998).

CCl para o item 1 - Comparagao entre modelos CCl para o item 6 - Comparagao entre modelos

Probabilidade de acerto
Probabilidade de acerto

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade
Modelo: - Rasch Trad — REMP Modelo: - Rasch Trad — REMP
REMol REML REMol REML
(a) Comparagao das CCI’s para o item 1 (b) Comparacao das CCI’s para o item 6
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CCl para o item 16 - Comparagao entre modelos CCl para o item 20 - Comparagao entre modelos

acerto
acerto

Probabilidade de
Probabilidade de

0.0% . . : - - - ! T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Nivel de Habilidade Nivel de Habilidade
Modelo: - Rasch Trad — REMP Modelo: - Rasch Trad — REMP
- REMol REML - REMol REML
(¢) Comparagao das CCI’s para o item 16 (d) Comparacao das CCI’s para o item 20

Figura 5.4: CCI’s comparativas dos modelos ajustados

Analisando graficamente, nota-se que para todos os itens as CCI’s do modelo de
Rasch tradicional e as CCI’s dos modelos REMP e REML sao praticamente iguais.
Por outro lado, as CCI’'s do modelo REMol raramente coincidem com as CCI’s dos
outros modelos. Um comportamento visto é que as CCI’s para os itens ajustados
pelo modelo REMol ficam mais préximas das outras trés quando o erro-padrao se

aproxima do valor (0,09). Isto pode ser notado nos gréficos que seguem.

5.5 Conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros

Foi objetivo deste trabalho adaptar o modelo de resposta ao item de Rasch adici-
onando a este modelo um parametro multiplicativo de distribuicao de probabilidade
Beta a fim de ajustar uma possivel heterogeneidade atribuida a fonte desconhecida.
Para isto, o modelo de Rasch foi inserido na familia dos Modelos Lineares Generali-
zados Mistos e utilizou-se o trabalho de Molenberghs et al. (2010) como referéncia
tedrica para o desenvolvimento deste novo modelo.

Apos isto, uma série de simulacgoes foram feitas, criando banco de dados com o
efeito de superdisperao e o desempenho dos modelos de Rasch Tradicional, REMP e
REMol foram comparados. Neste exercicio, o modelo REMol conseguiu ajustar muito
bem os parametros dos itens e a média do efeito aleatério v que causava a perturbagao
nas respostas simuladas. Em contrapartida, os modelos de Rasch tradicional e REMP

nao conseguiram bons ajustes. Além disso, o modelo REMol capturou uma maior
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variabilidade dos dados e ajustou os dados mais rapidamente que os demais modelos.

Para exemplificar o problema da heterogeneidade em um banco de dados real, foi
realizado um estudo utilizando o banco de dados da Prova Brasil 2007 referente as
respostas dos alunos da 4* série na prova de matematica - Caderno 1. Através de estu-
dos comparativos utilizando as CCI’s de determinadas subpopulacoes foram notadas
disparidades nas estimativas dos parametros de dificuldades dos itens, evidenciando
uma possivel existéncia de heterogeneidade de fonte desconhecida nao capturada pelo
ajuste do modelo de Rasch tradicional.

Ao aplicar os modelos de Rasch estendido ao banco de dados observou-se que
as estimativas dos parametros de dificuldade dos itens foram praticamente iguais as
estimativas do modelo de Rasch Tradicional, exceto para o modelo REMol e, além
disso, os erro-padroes das estimativas dos parametros para este modelo foram maio-
res. Mesmo que a estimativa do parametro que ajustaria a heterogeneidade atribuida
a fonte de desconhecida tenha ficado préxima de “1”7, ao se testar estatisticamente a
possibilidade do valor  populacional ser igual a “1”, esta hipotese foi rejeitada. Além
disto, fato do erro-padrao ter aumentado também leva a crer que o modelo conseguiu
captar esta heterogeneidade resultando na ampliacao dos intervalos de confianca dos
parametros estimados. Cabe ressaltar que nada aqui foi discutido sobre o impacto
desta heterogeneidade atribuida a fonte desconhecida sobre a estimagao das habili-
dades, quando esta ¢é feita de forma simultanea. Esta é uma questao para estudos
futuros.

No entanto, para a conclusao deste trabalho grandes dificuldades computacionais
foram enfrentadas. Em um primeiro momento, a distribuicao Beta definida para o
efeito multiplicativo v apresentou problemas de identificabilidade nos ajustes. Depois
de inumeras tentativas frustradas, utilizou-se a parametrizagao de Ferrari & Cribari-
Neto (2004) limitando a estimativa do parametro u da distribuicao, sendo que o
parametro ¢ nao aparece na funcao de verossimilhanca utilizada para o ajuste do
modelo. Outro problema foi o tempo gasto com a estimacao utilizando a integracao
numérica pelo método da Quadratura Gaussiana adaptativa. Diante do grande tempo
demandado optou-se pela Quadratura Gaussiana nao-adaptativa, sendo mais simples
e mais rapida.

Porém este trabalho ainda nao estd completo e alguns pontos ainda deverao ser
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discutidos em trabalhos futuros. Devido a problemas computacionais, que serao des-
critos no Anexo C do trabalho, alguns estudos de simula¢ao do modelo, além do
apresentado neste trabalho, nao puderam ser feitos. Desejava-se observar ainda como
o modelo de Rasch estendido se comportaria quando o nimero de avaliados fosse
muito pequeno e muito grande, caso este muito comum em grande provas como o
ENEM. Outros cenarios relacionados a variacao do parametro aleatério e as estru-
turas de variancias do vetor dos parametros de dificuldades do itens também seriam
estudados. Logo, estes estudos serao realizados em um momento posterior.

Outra possibilidade de trabalho seria colocar um preditor linear para modelar o
efeito de superdispersao. Neste caso, ao invés de adotar um parametro aleatorio com
distribuicao Beta para captar a heterogeneidade de fonte desconhecida, um preditor
linear composto por variaveis externas ao fenomeno que poderiam estar influenciando
no desempenho do individuo causando uma perturbagao e testar esta nova abordagem

em um banco de dados reais.
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Anexo A

Al: Programacao utilizada para ajustar o modelo de Rasch tradicional aos dados da
Prova Brasil 2007.

proc nlmixed data=db.mt42007b technique=quanew maxiter=500 alpha=0.001

gpoints=1 noad noadscale;

PARMS b1-b22=0;
beta=i1*b1+i2*b2+4i3*b3+i4*b4+i15*b5+i6*b6+17*b7+i8*b8+i19*b9+110*b10+i11*b11+
i12*¥b12+i13*b13+4i14*b14+i15*b154+i16*¥b16+i17*b17+118*b18+i19*b19+i120¥b20+i21*b21+i22*b22;
eta =theta - beta;

pb=probnorm(eta*(16*sqrt(3))/(15*3.141593));

model resp ~ binary(pb);

random theta ~ normal(0,1) subject=id_ aluno;

ods output ParameterEstimates=pe;

run;

A2: Programacao utilizada para ajustar o modelo de Rasch estendido utilizando a
maxima verossimilhanca marginal e a fungao de ligacao logit aos dados da Prova
Brasil 2007.

proc nlmixed data=db.mt42007b method=gauss technique=quanew maxiter=500

gpoints=1 noad noadscale empirical alpha=0.001;

parms mu=0.85 / data=pe;

bounds 0<mu<1;

beta=i1*b1+i2*¥b2-+i3%b3-+i4*bd+i5*b5+i6*b6+i7*b7+i8*b8+i9*b9+ 110*b10-+i11¥b11+i12¥b12+
113%b13+i14*b14+i15*b15+i16*b16+i17*b17+i18*b18+i19%b19+ i20%b20+i21*b21+i22¥b22; eta =theta - beta;

pb=1/(1+4exp(-theta+beta));;
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1l = resp*log(mu) + resp*log(pb) + (1-resp)*log(1-mu*pb);
model resp ~ general(ll);
random theta ~ normal(0,1) subject=id_ aluno;

run;

A3: Programagao utilizada para ajustar o modelo de Rasch estendido utilizando a
maxima verossimilhanga marginal e a funcao de ligacao probit aos dados da Prova
Brasil 2007.

proc nlmixed data=db.mt42007b method=gauss technique=quanew maxiter=500

gpoints=1 noad noadscale empirical alpha=0.001;

parms mu=0.85 / data=pe;

bounds 0<mu<1;

beta=il1*b1+4i2*¥b2+i3*b3+i4*b4+15*b5+i16*b6+i7*b7+i8*¥b8+i19*b9+ i110*¥b10+4i11*b11+i12*b12+
i13*b13+i14*b14+4i15*b15+116*b16+i17*b17+i18*b18+i19*¥b19+ i20¥b20+4i21*b21+i22*b22;

eta =theta - beta;

pb=probnorm (eta*(16*sqrt(3))/(15*3.141593));

11 = resp*log(mu) + resp*log(pb) + (1-resp)*log(1-mu*pb);

model resp ~ general(ll);

random theta ~ normal(0,1) subject=ID_ aluno;

run;

A4: Programacao utilizada para ajustar o modelo de Rasch estendido utilizando o
resultado de Molenberghs et al. (2010) e a ligagao probit aos dados da Prova Brasil
2007

proc nlmixed data=db.mt42007b technique=quanew maxiter=500 alpha=0.001;

parms mu=0.85 / data=pe;

bounds 0< mu < 1;

beta=i1*b1+i2¥b2+i3*b3+14*b4-+i5*b5-+i6*b6-HT¥bT+i8*b8+i9¥b9+ 110*b10+i11*b11+i12*b12+
113%b13+i14*b14+i15¥b154+i16¥b16+i17*b174i18*b18+i19*b19+ i20¥b20+i21%b21+i22%b22;

eta = -beta*(16*sqrt(3))/(15%3.141593);

pb=CDF(’NORMAL’,eta,0,sqrt(2));

11 = resp*log(mu) + resp*log(pb) + (1-resp)*log(1l-mu*pb);
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model resp general(1l);

run;
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Anexo B

Tabela B1: Parametros de dificuldade para a simulacao

Parametro | Valor original
by -1
by -0,5
b3 1
by 0,8
bs -0,75
be 1,25
b, 1,35
bs 0,05
b -0,25
b1o -0,03
b11 0,57
b12 1,45
b13 -1,96
b4 1,75
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Tabela B2: Médias das estimativas para os dados simulados - Média 0.7

Analitico MVM Rasch Tradicional
Parametros | Valor original
Estimativa  Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao

b1 -1,000 -1,044 1,261 -0,294 0,017 -0,128 0,012
by -0,500 -0,531 0,864 0,040 0,017 0,170 0,012
b3 1,000 0,988 0,386 1,282 0,018 1,320 0,014
ba 0,800 0,787 0,421 1,103 0,017 1,152 0,014
bs -0,750 -0,788 1,037 -0,134 0,017 0,014 0,012
be 1,250 -1,314 1,581 -0,442 0,018 -0,255 0,012
by 1,350 1,336 0,337 1,599 0,019 1,619 0,016
bs 0,050 0,028 0,614 0,463 0,016 0,556 0,013
by -0,250 -0,277 0,735 0,226 0,016 0,339 0,012
b1o -0,030 -0,055 0,644 0,396 0,016 0,495 0,013
b11 0,570 0,553 0,469 0,901 0,017 0,963 0,013
bio 1,450 1,437 0,324 1,690 0,019 1,706 0,016
bi3 -1,960 -2,080 3,417 -0,761 0,019 -0,520 0,013
b1a 1,750 1,742 0,291 1,972 0,021 1,973 0,018
I 0,7 0,693 0,244 0,922 0,003 - -
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Tabela B3: Médias das estimativas para os dados simulados - Média 0,75

Analitico MVM Rasch Tradicional
Parametros | Valor original
Estimativa  Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao

by -1,000 -1,043 0,873 -0,399 0,017 -0,252 0,012
by -0,500 -0,529 0,599 -0,045 0,017 0,068 0,012
b3 1,000 0,987 0,268 1,237 0,017 1,266 0,014
ba 0,800 0,786 0,292 1,054 0,017 1,093 0,014
bs -0,750 -0,784 0,716 -0,227 0,017 -0,098 0,012
be 1,250 -1,300 1,084 -0,553 0,018 -0,387 0,013
by 1,350 1,342 0,233 1,562 0,018 1,575 0,015
bs 0,050 0,028 0,426 0,394 0,016 0,474 0,013
by -0,250 -0,273 0,508 0,149 0,016 0,246 0,012
b1o -0,030 -0,048 0,445 0,330 0,016 0,414 0,013
b11 0,570 0,554 0,325 0,847 0,017 0,898 0,013
b12 1,450 1,443 0,225 1,656 0,019 1,665 0,016
bi3 -1,960 -2,073 2,338 -0,905 0,019 -0,684 0,013
b1a 1,750 1,738 0,203 1,934 0,020 1,931 0,017
I 0,75 0,741 0,181 0,937 0,003 - -
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Tabela B4: Médias das estimativas para os dados simulados - Média 0,8

Analitico MVM Rasch Tradicional
Parametros | Valor original
Estimativa  Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao

by -1,000 -1,031 2,502 -0,514 0,017 -0,389 0,012
by -0,500 0,523 1,722 0,135 0,016 -0,042 0,012
b3 1,000 0,990 0,774 1,192 0,017 1,211 0,014
ba 0,800 0,787 0,845 1,002 0,017 1,029 0,014
bs -0,750 -0,780 2,061 -0,333 0,017 -0,224 0,012
be 1,250 -1,294 3,115 -0,684 0,018 -0,541 0,013
by 1,350 1,338 0,675 1,521 0,018 1,526 0,015
bs 0,050 0,031 1,230 0,323 0,016 0,386 0,013
by -0,250 -0,269 1,462 0,071 0,016 0,150 0,012
b1o -0,030 -0,053 1,290 0,252 0,016 0,320 0,012
b11 0,570 0,558 0,937 0,790 0,016 0,827 0,013
b12 1,450 1,438 0,650 1,615 0,018 1,617 0,016
bi3 -1,960 -2,048 6,572 -1,069 0,020 -0,870 0,013
b1a 1,750 1,741 0,583 1,906 0,020 1,897 0,017
I 0,8 0,792 0,559 0,951 0,003 - -

66



Tabela B5:Médias das estimativas para os dados simulados - Média 0,85

Analitico MVM Rasch Tradicional
Parametros | Valor original
Estimativa  Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao

b1 -1,000 -1,050 2,774 -0,634 0,017 -0,527 0,013
by -0,500 0,534 1,902 0,231 0,016 -0,153 0,012
b3 1,000 0,983 0,849 1,145 0,017 1,160 0,014
ba 0,800 0,785 0,926 0,955 0,017 0,976 0,013
bs -0,750 -0,792 2,279 -0,438 0,017 -0,346 0,012
be 1,250 -1,312 3,458 -0,819 0,018 -0,696 0,013
by 1,350 1,339 0,737 1,484 0,018 1,487 0,015
bs 0,050 0,029 1,348 0,257 0,016 0,309 0,012
by -0,250 -0,279 1,614 -0,013 0,016 0,053 0,012
b1o -0,030 -0,055 1,411 0,183 0,016 0,238 0,012
b11 0,570 0,551 1,030 0,736 0,016 0,766 0,013
b12 1,450 1,435 0,712 1,579 0,018 1,579 0,015
bi3 -1,960 -2,095 7,540 -1,255 0,020 -1,078 0,013
b1a 1,750 1,739 0,640 1,874 0,020 1,866 0,017
I 0,85 0,838 0,650 0,964 0,002 - -
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Tabela B6:Médias das estimativas para os dados simulados - Média 0,9

Analitico MVM Rasch Tradicional
Parametros | Valor original
Estimativa  Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao

by -1,000 -1,066 2,146 -0,764 0,017 -0,677 0,013
bo -0,500 -0,547 1,466 -0,328 0,016 -0,265 0,012
b3 1,000 0,983 0,650 1,101 0,017 1,110 0,014
ba 0,800 0,777 0,710 0,902 0,016 0,918 0,013
bs -0,750 -0,803 1,760 -0,552 0,017 -0,477 0,013
be 1,250 -1,331 2,690 -0,969 0,018 -0,867 0,013
by 1,350 1,332 0,565 1,442 0,018 1,443 0,015
bs 0,050 0,020 1,034 0,182 0,016 0,222 0,012
by -0,250 -0,289 1,244 -0,099 0,016 -0,047 0,012
b1o -0,030 -0,063 1,085 0,104 0,016 0,147 0,012
b11 0,570 0,545 0,789 0,680 0,016 0,702 0,013
bio 1,450 1,435 0,544 1,542 0,018 1,540 0,015
bi3 -1,960 -2,127 6,071 -1,474 0,021 -1,317 0,014
b1a 1,750 1,741 0,489 1,840 0,019 1,833 0,017
I 0,9 0,883 0,521 0,974 0,002 - -
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Tabela B7:Médias das estimativas para os dados simulados - Média 0,95

Analitico MVM Rasch Tradicional
Parametros | Valor original
Estimativa  Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao

by -1,000 -1,062 1,940 -0,902 0,017 -0,837 0,013
by -0,500 -0,542 1,317 -0,427 0,016 0,061 0,012
b3 1,000 0,980 0,585 1,052 0,017 0,637 0,013
ba 0,800 0,779 0,638 0,852 0,016 1,502 0,015
bs -0,750 -0,801 1,584 -0,667 0,017 -1,601 0,015
be 1,250 -1,322 2,412 -1,129 0,018 1,800 0,016
by 1,350 1,334 0,509 1,402 0,018 -0,382 0,013
bs 0,050 0,021 0,932 0,111 0,016 1,058 0,014
by -0,250 -0,286 1,114 -0,185 0,016 0,862 0,013
b1o -0,030 -0,059 0,977 0,031 0,016 -0,613 0,013
b11 0,570 0,546 0,709 0,622 0,016 -1,052 0,014
b12 1,450 1,433 0,490 1,504 0,018 1,402 0,015
bi3 -1,960 -2,121 5,435 -1,728 0,022 0,138 0,012
b1a 1,750 1,739 0,439 1,806 0,019 -0,148 0,012
I 0,95 0,933 0,496 0,983 0,001 - -
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Tabela B&: Modelo de Rasch Tradicional

Parametro Estimativa FErro padrao | Parametro Estimativa FErro padrao
by -0,4876 0,006524 b12 0,8013 0,006694
by 1,2424 0,007092 b13 0,07681 0,00643
bs 0,2682 0,006457 b14 1,3998 0,007285
by -0,5123 0,006535 bis 1,1474 0,006989
bs -0,7496 0,00666 bis -0,6674 0,006611
bs 0,4905 0,006525 b1z 0,01572 0,006428
br 0,9261 0,006786 b1s 0,9975 0,006846
bs 1,2977 0,007156 b1g -0,01262 0,006428
by 1,2862 0,007142 bao 0,6518 0,006602
b1o 0,6538 0,006603 ba1 0,4251 0,006501
b11 -0,5297 0,006542 bao 1,2598 0,007112
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Tabela B9: Modelo de Rasch - Trabalha

Parametro Estimativa | Parametro Estimativa
by -0,02373 b12 0,7517
by 1,3694 b13 0,3351
bs 0,4882 b14 1,5109
by -0,1415 b1s 0,9533
bs -0,2914 big -0,2019
bs 0,7357 b7 0,3703
by 1,0617 b1s 1,0732
bs 1,4891 b1g 0,3845
by 1,3056 bao 1,0245
b1o 0,8452 b1 0,6351
b11 -0,1654 bao 1,2722

Tabela B10: Modelo de Rasch - Nao trabalha

Parametro Estimativa | Parametro Estimativa
b1 -0,6096 b12 0,7963
by 1,2107 b13 0,002603
bs 0,2119 b14 1,3723
by -0,6119 bis 1,1736
bs -0,8679 bis -0,7975
bg 0,4315 b7 -0,0624
by 0,9035 b1s 0,9709
bs 1,2692 b1g -0,09993
b 1,292 bao 0,585
b1o 0,6292 b1 0,3883
b11 -0,6041 bao 1,2939
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Tabela B11: Modelo de Rasch - Nao reprovou

Parametro Estimativa | Parametro Estimativa
b1 -0,7389 b12 0,7418
by 1,1661 b1s -0,1004
bs 0,1466 b14 1,3188
by -0,7338 bis 1,2407
bs 1,0097 bis -0,9125
bg 0,345 b7 -0,1798
by 0,8345 b1s 0,9107
bs 1,2075 b1g -0,2059
by 1,2424 bao 0,4417
b1o 0,5701 b1 0,3013
b11 -0,707 bao 1,2485

Tabela B12: Modelo de Rasch - Ja reprovou pelo menos uma vez

Parametro Estimativa | Parametro Estimativa
by -0,1005 b12 0,8845
by 1,3892 b13 0,3706
bs 0,4778 b4 1,5621
by -0,1564 bis 0,9379
bs -0,3211 big -0,2685
bg 0,7812 b7 0,4123
by 1,1307 b1s 1,1593
bs 1,5265 b1g 0,3754
by 1,4194 bao 1,1473
b1o 0,8654 b1 0,7017
b11 -0,1659 bao 1,3762
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Tabela B13: Modelo de Rasch - Branco(a)

Parametro Estimativa

Parametro Estimativa

b
by

bio

-0,6466
1,1492
0,1729
-0,6426
-0,8937
0,3726
0,8323
1,1923
1,2094
0,6057
-0,6568

b12
b13
b14
b15
b16
b17
bis
b19
b20
b21
b22

0,6763
-0,07438
1,3063
1,1816
-0,7951
0,1112
0,8907
-0,1352
0,4827
0,3192
1,225

Tabela B14: Modelo de Rasch - Pardo(a)

Parametro Estimativa

Parametro Estimativa

b
by
bs
by

bio

-0,5409
1,2508
0,2427
-0,5656
-0,8113
0,4862
0,9411
1,3226
1,3088
0,6572
-0,5409

bia
bi3
b14
bis
blﬁ
b7
big
big
bao
b21
b22

0,8207
0,04821
1,4263
1,1614
-0,7482
-0,00302
1,0118
-0,03946
0,6768
0,4387
1,3132
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Tabela B15: Modelo de Rasch - Preto(a)

Parametro Estimativa | Parametro Estimativa
by -0,2255 b12 0,9403
by 1,3976 b13 0,2863
bs 0,41825 b14 1,5294
by -0,2919 bis 0,9925
bs -0,4657 b1s -0,3915
bs 0,7068 b7 0,3172
by 1,1011 bis 1,1894
bs 1,5033 b1g 0,2837
b 1,4566 bao 1,0125
b1o 0,8142 b1 0,6587
b11 -0,2573 bao 1,3534

Tabela B16: Modelo de Rasch - Amarelo(a) e Indigina

Parametro Estimativa | Parametro Estimativa
by -0,4167 b12 0,8143
by 1,2716 b13 0,1389
b3 0,3116 b14 1,3905
by -0,4667 bis 1,1375
bs -0,682 b1s -0,6113
bg 0,5448 b17 0,1026
by 0,9772 b1s 0,9821
bs 1,4082 b1g 0,07241
by 1,3737 bao 0,7813
b1o 0,7023 ba1 0,4905
b11 -0,4105 bao 1,3127
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Tabela B17: Modelo de Rasch estendido - Ligacao Probit utilizando a MVM

Parametro Estimativa Erro padrao | Parametro Estimativa Erro padrao
by -0,4915 0,008441 b13 0,07352 0,008788
by 1,2405 0,007783 b14 1,3982 0,007957
bs 0,2652 0,008552 bis 1,1454 0,008089
by -0,5163 0,008151 bis -0,6714 0,00712
bs -0,7537 0,005642 b1z 0,01236 0,008657
bs 0,4877 0,008102 b1s 0,9954 0,007891
by 0,9239 0,007897 b1g -0,01601 0,008602
bs 1,2959 0,007843 bao 0,6492 0,007853
b 1,2844 0,007883 ba1 0,4222 0,008433
b1o 0,6512 0,008073 bao 0,258 0,00809
b11 -0,5337 0,008496 1 0,9985 0,002651
b12 0,7989 0,008018

Tabela B18: Modelo de Rasch estendido - Ligacao Logit utilizando a MVM

Parametro Estimativa FErro padrao | Parametro Estimativa FErro padrao
by -0,462 0,007494 b13 0,07002 0,006921
by 1,1928 0,007028 b14 1,3529 0,008154
bs 0,2501 0,006877 bis 1,0976 0,007563
by -0,4856 0,007251 bis -0,6338 0,007365
bs -0,7129 0,005714 bi7 0,01262 0,006633
bs 0,4603 0,005556 b1s 0,9493 0,007797
br 0,8794 0,007755 b1g -0,014 0,006273
bs 1,2487 0,007017 bao 0,6141 0,005867
by 1,237 0,007036 b1 0,3982 0,005796
b1o 0,616 0,006193 bao 1,2104 0,007033
b11 -0,5022 0,00758 I 0,9989 0,001948
b12 0,758 0,007424
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Tabela B19: Modelo de Rasch estendido - Ligacao Probit Analitico

Parametro Estimativa FErro padrao | Parametro Estimativa FErro padrao
by -1,008 0,02499 b13 -0,1381 0,08621
by 1,6143 0,1184 b14 1,8275 0,04988
b3 0,1615 0,05217 b1s 1,4821 0,05375
by -1,0451 0,07792 bis -1,2739 0,1308
bs -1,3927 0,1201 bi7 -0,2337 0,08913
bs 0,5073 0,1367 b1s 1,2684 0,5657
by 1,1645 0,06984 b1g -0,278 0,09053
bs 1,6901 0,05807 bao 0,7546 0,06491
b 1,6744 0,0515 ba1 0,4059 0,07205
b1o 0,7576 0,06485 bao 1,6384 0,0519
b1 -1,0711 0,1213 I 0,9269 0,02499
bio 0,98 0,06096
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B20: Questionario

de aluno - Parte 1

-
i — Mimigtieia 0
INEF 0 educacio ; =
GOVERND FEORRAL

)’ SAEB E PROVA BRASIL - 2007

CADERNO

[ ]+ Alune ausente
D(— Aluno presentz e NAD respondesu a prova

Aluno respondeu ne Caderno de Prova, mas
D"me, hen a Folha de Respost.

r_‘ . Aluno ] as poes
| do Caderno de Prova para a Folha de Respostas

| [Jeane

6552494005 Y

ESCREVA O SEU NOME COMPLETO

Folha de Respostas

CODIGO DA TURMA

.42 Série (5.° Ano) do Ensino Fundamental

BLOCO 4

1/ [®[o[D 12[®[B[ oD 1B B[ [12/[[B[B[B[D
2™ [@® o (| 13| [@® 1o [ 2|[» & o (o 13!@[@
3™ [ o (| |«|® [® 1o (@ 3|® @ (e (| a|® @ 1o 1@
4| 8 (o (| |15|/[® [ (& [® 4|[» B o @ 15![@
5/ [ (o (@] |1s|(® (B (1o [ 5|(® (@ [ (B |6[® B [ [®
6|[®[® o[ [7|(® [® 1o [® e[ [®[©[o 17|DE[EI)E@E@
7|® ® 0o (2| |18|(® [ 1o [ 7|(® 8 (o [®| |18|/[(® B [ [®
g | [® 0 (| |1o|(® [® [1© [® s|[®[®[o[ 19|I:®E[DJ
o|[® [® (I [1®| |20/ [(® [1© [® o|[®[® [© [I®| |20{(® [® [I® (1@
1o|[(® B o [B| 21/[® [® [ [ (& [o [ 21|E®[LB)
1|8 08 (o (| |22|/(® [® [© (1o 1|[(® B [© (8| [22|[1® [® [1© [®
QUESTIONARIO DO ALUNO (a ser respondido apés a prova)
1. Sexo: 7. Na sua casa tem videocassete ou DVD?
[ [®Masculino.  [_[E) Feminino. [ sim. [[[ByNzo.
2. Como voci se considera? 8. Na sua casa tem geladeira?
[]A Branco(a). [Te) Preta(a). ["E) Indigena. Sim, uma. Duas ou mais. Nio tem.
Ps:n'ia(a}.n | E@,:’hman'eh-)(ij. 9. Na sua casa tem freezer separado da geladeira?
Ja.ncim. D@Maio. ) DDSetcmhm. [:@Slm. NEOI I:©Ijm0 s
Fevereiro. [P Junho. Outubro. 10, Na sua casa tem uma maquina de lavar roupa? (Ndo ¢ tanguinho)
Mari;n. Julho. Navemhm_ Sim. Ha.
[15) Abril. [15) Agosto. [TE) Dezembro. 11. Na sua casa tem aspirador de p6?
[TRisim. [BNzo.

4. Qual ¢ a sua idade?

& anos ou menos. D@ 11 anos. D@ 14 anos.

[]E)9 anos. [([E)12 anos. [_[H15 anos ou mais.
10 anos. I:E) 13 anos.

5. Na sua casa tem televisio em cores?

DESim, um.a.Sim, duns,[@Sim_ trés ou mais. :@Nﬁo tem.
6. Na sua casa tem radio?

[ sim, um.| [E)Sim, dois. [_|C) Sim, trés ou mais.|_|D)No tem.

12. Na sua casa tem carro?

[TASim, um. Sim, dois. [ [C)Sim, trés ou mais. [ [0} Nao.

13. Na sua casa tem um computador?

[ & 8im, cominternet. [ [E)Sim, sem internet. [ TeNéo.
14. Na sua casa tem banheiro?

[[®sim, um. [ ]S Sim, trés. [[[ENzo. o
Sim, dois. D@Sim, mais de trés.
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B21: Questionario

15, Na sua easa trabalha alguma empregada doméstica?
[ [#) Sim, uma diarista, uma ou duas vezes por semana.
Sim, uma, tedos os dias teis.

| [2) Sim. duas ou mais, todos os dias ateis.

[ o Nao.

16. Na sua casa tem quartos para dormir?

[I#) Sim, um. [ ]2 Sim, trés.
[IE) Sim, dois. [_[0) Sim, quatro ou mais.

[T Nao.

17. Quantas pessoas moram com vocé?
[T Moro sozinho{a) ou com mais | pessod.
[ ]8) Moro com mais 2 pessoas.

[[18 More com mais 3 pessoas.

I8 Moro com mais 4 ou 5 pessoas.
[CI&)Moro com mais 6 a 8 pessoas.

[T Moro com mais do que 8 pessoas,

18. Vocié mora com sua mie?
[[I®Sim.
[(ENso.

[E)Nao. Moro com outra mulher responsavel por mim.

19. Até que série sua mie ou a mulher responsdvel por vocé estudou?
[T Nunca estudou ou nao completou a 4.* série (antigo primdrio).

[CIE} Completou a 4. série, mas ndo completou a 8. série (antigo gindsio).
[[I5) Completou a 8. série, mas ndo completou o Ensine Médio (antigo 2.” grau).
[]E) Completou o Ensino Médio, mas ndo completou a Faculdade.

[[E) Completou a Faculdade.

[Ty Naio sei.
20, Sua mae ou a mulher responsavel por vocé sabe ler e escrever?
[® Sim. 8 Nio.
21. Voci v sua mae ou a mulher responsavel por vocé lendo?
T8 8im. B Nio.
22, Vocé mora com seu pai?
[ Sim.
EEJNEQ.

[_I2/Nao. Moro com outro homem responsavel por mim.

23, Até que série seu pai ou 0 homem responsiavel por vocé estudou?
[ T8 Nunca estudou ou ndo completou a 4. série (antigo primdrio).

["E) Completou a 4.” série, mas ndo completou a 8.° série (antigo gindsia).
[TE) Completou a 8.7 série, mas nio completou o Ensine Médio (antigo 2.” grau).
[ ]6) Completou o Ensino Médio, mas néo completou a Faculdade.

[_[E) Completou a Faculdade.

_[F) Nio sei.
24, Seu pai ou o homem responsavel por vocé sabe ler e eserever?

[(J®sim. [[BNio.

25, Vocé vé seu pai ou o homem responsivel por vocé lendo?

[[T&Sim. [[e) Nio.

26. Com que freqiténcia seus pais ou responsdveis vio a reaniio
de pais?

[_]% Sempre ou quase sempre.

[E} De vez em quando.

27. Seus pais ou responsiveis incentivam vocé a estudar?

[T&Sim, [TE) Nio.

[]& Nunca ou quase nunca.

de aluno - Parte 2

28, Seus pais ou responsdveis incentivam vocé a fazer
o dever de casa ¢ os trabalhos da escola?

A Sim. 1B Nao.
29, Seus pais ou responsaveis incentivam vocé a ler?
[ sim. B) Niio.
30. Seus pais ou responsdveis incentivam voeé a ir 4 escola e nio
__faltar as aulas?
Bl Nio.

) Sim.

31. Seus pais ou responsiveis conversam com vocé sobre o que
acontece na escola?
2)Sim, B) Mio,

32. Além dos livros escolares, quantos livros tém em sua casa?
A) ) bastante para encher uma prateleira (1 a 20 livros),
E1 () bastante para encher uma estante (21 a 100 livros).

[T21 O bastante para encher vérias estantes (mais de 100 livros).

15 Nenhum.

33, Em dia de aula, quanto tempo vocé gasta assistindo TV?
) 1 hora oumenos. [ G 3 horas, [[TENao assisto TV,
183 2 horas. [ 4 horas ou mais.

34. Em dia de aula, quanto tempo vocé gasta fazendo trabalhos
domésticos em casa?

[T 1 hora ou menos.

N

[T5) 4 horas ou mais.

[ 82 horas. [TTE) Nio fago trabalhos domésticos.
[ 123 horas.

35. Voci trabalha fora de casa?

[1&Sim. [[E) Nio.

36. Quando voeé entrou na escola?
[CT& No maternal (jardim de infincia). [_[) Na primeira série.
[E:Na pré-escola. (WG] Depois da primeira série.

37, Desde a primeira série vocé estudou sempre nesta mesma escola?
[1®Sim.
Nio, mas s6 estuder em escola pablica.
CINao, mas ja estudei em escola particular,
38. Vocé ja foi reprovado?
A Nao. [[[6) Sim, uma vez. Sim, duas vezes ou mais.
39, Voci jié abandonou a escola durante o periodo de aulas ¢
ficou fora da escola o resto do ano?
A Nao. &) Sim, umavez.  [_[©) Sim, duas vezes ou mais.

40. Voci faz o dever de casa de lingua portuguesa?
[ Sempre ou quase sempre, [_[©) Nunca ou quase nunca.
[ |8 De vez em quando. [ T80 professor niio passa dever de casa.

41. O professor corrige o dever de casa de lingua portuguesa?
[ T%1Sempre ou quase sempre. ["T2 Nunca ou quase nunca.
[ [E) De vez em quando.

42. Vocié faz o dever de casa de matemstica?
&) Sempre ou quase sempre, [0 Nunca ou quase nunca,

:@ De vez em quando. E@O professor ndo passa dever de casa.

43, O professor corrige o dever de casa de matemdtica?
__[#)Sempre ou quase sempre.
[ [E)De vez em quando.

[T& Nunca ou quase nunca.

44, Seus professores elogiam ou dioe parabéns quandoe vocé tira
boas notas?

&) Sempre ou quase sempre.
|81 De vez em quando.

[T8) Nunca ou quase nunca.

4134493693 @
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Anexo C - Problemas

computacionais e codigos utilizados

Nesta se¢ao serao listados alguns problemas computacionais enfrentados na aplicacao
do modelo de Rasch estendido e as alternativas que foram adotadas para poder re-
alizar os ajustes. Destaca-se entre todos estes problemas o problema da estimagaos
dos parametros a; e as do modelo. Uma série de tentativas de estimacao destes
parametros foram realizadas e frustadas, atrapalhando substancialmente o desenvol-
vimento do trabalho. Por fim, optou-se por utilizar outra parametrizacao, a parame-
trizacao de Ferrari & Cribari-Neto (2004). Abaixo seguem os tépicos criticos e suas

solugoes encontradas.

Estrutura de variancia dos parametros de dificuldade dos itens

De acordo com a TRI, estes parametros tem distribuicao Normal com média “0”e
variancia igual a “1”. Logo, nos primeiros programas testados tentou-se nao fixar a
variancia destes parametros, mas estima-la, sentindo a necessidade de verificar se esta
suposicao do modelo estava sendo respeitada. No entanto, apds intiimeras tentativas
frustradas de estimacao, decidiu-se simplificar o modelo supondo que esta suposicao

estava sendo atendida, deixando o ajuste mais rapido.

Parametrizacao da distribuicao Beta

Para os modelos de Rasch estendidos apresentados no capitulo 4, o parametro
aleatério v, que captaria o efeito de superdispersao, inicialmente teria distribuicao
Beta (aj,a2). No entanto, para realizar estes ajustes era necessario que « e [ fossem

relacionados de alguma forma. Vieira(2008) utiliza em seu trabalho a relagdes a; +
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ay =ce g‘é—; = ¢ para estimar estes parametros. Primeiramente, utilizou-se a relacao

a1 + as = ¢ para o ajuste do modelo. No entanto, ao agregar a constante c que
linkaria os valores de o e ap mais uma incerteza foi inserida no modelo. Diante deste
problema resolveu-se testar diversos valores de ¢ e uma série de valores iniciais de oy,
sendo o parametro ap, do modelo substituido por ¢ — ;.

Logo, diversas combinacoes de valores para c¢ e a; foram testadas para ajustar
estes modelos. Entretanto, o ajuste destes bancos de dados levavam muito tempo e
nao eram satisfatérios. Neste momento as integracoes numéricas eram realizadas pelo
método da Quadratura Gaussiana (QG), adaptativa e utilizando 30 pontos. Diante
desta grande demora diversos bancos de dados menores foram amostrados do banco
original. Estes bancos menores dariam mais dinamismo ao trabalho e mais possibi-
lidades de modelagem em menos tempo. Caso um resultado fosse encontrado neste
pequenos bancos, este resultado seria posteriormente testado no banco original.

Depois de todos estes cuidados serem tomados e todas estas combinacoes de mo-
delos serem modeladas os resultados encontrados nao foram satisfatérios. Na grande
maioria das vezes as estimativas dos parametros de dificuldade eram justamente os
limites superiores estabelecidos na programacao, -5 e 5. Em outros casos os valores
estimados para «; eram muito grandes e consequentemente as estimativas dos b’s
também eram absurdas.

No entanto, depois de muitas tentativas frustradas, o modelo foi reescrito utili-
zando a parametrizacao de Ferrari & Cribari-Neto. Ao fazer as contas observou-se
que a funcao de maxima verossimilhanga sé dependia do parametro u, nao precisando

assim de estimar o parametro ¢.

Integracao Numérica

O método escolhido para realizar as integragoes numéricas existentes nos mode-
los de Rasch estendido utilizando funcao de Méaxima Verossimilhanca Marginal foi
a Quadratura Gaussiana (QG). Inicialmente optou-se pela QG adaptativa com 30
pontos, no entanto esta combinacao faz com que o ajuste do modelo seja muito de-
morado. Apds isto, optou-se utilizar a QG nao-adaptativa para o ajuste do modelo

de Rasch estendido. Diante da demora também apresentada, a QG nao-adaptativa
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foi executada com um ponto apenas, ou seja, utilizando o método de aproximagao de

Laplace.

Programacao utilizada

C1: Programacao escrita para manipular os dados da Prova Brasil

data ts_ resposta;

infile ” C: Users EduardaFilipe Desktop Prova Brasil 2007 DADOS TS_ resposta. TXT”
missover Irecl=246347;

input

@1 ID- ALUNO 8. /* Cédigo do Aluno na Prova Brasil */

@9 ID_ SERIE 1. /* Cédigo da Série */

@10 DS_ DISCIPLINA . /* Cédigo da Disciplina */

@11 NU_- COD_ BNI 8. /* Cédigo do item no BNI, fornecido pelo INEP */
@19 NU_ ITEM. BLOCO 2. /* Ndmero do item dentro do bloco */

@21 ID_ CADERNO 8. /* Cédigo do Caderno */

@29 NU_ BLOCO 1. /* Numero do Bloco */

@30 RESPOSTA_ ALUNO /* Resposta do Aluno */

@31 GABARITO._ ITEM /* Gabarito */

@32 COD- CORRECAOQO /* Correcao de determinado item */

;run;

quit;

data db.Ts_ resposta;
set ts_ resposta;

run;

data db.Ts_ respostad;
set db.T's_ resposta;
if ID_ SERIE=S8 then delete;

run;
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data db.Ts_ respostadMspec;

set db.Ts_ respostad;

if DS_ Disciplina="L’ then delete;

keep Id_ aluno Id- serie Ds_ disciplina ID_ CADERNO NU_ ITEM_ BLOCO;

run;

/*Removendo duplicagdes*/
proc sort data=db.Ts_ resposta4dMspec nodupkey;
by Id_ aluno;

run;

/*Colocando as respostas dos questionédrios em ordem crescente*/
proc sort data=db.TS_ quest_ aluno4;
by Id_ aluno;

run;

/*Juntando com o arquivo de respostas do questionério do aluno*/
data db.Ts_ QalundM;

merge db.Ts_ respostadMspec db.T'S_ quest_ aluno4;

by Id_ aluno;

run;

/*Tirando as observagdes do alunos que néo fizeram a prova do caderno 1*/
data db.T's_ Qalun4M;

set db.Ts_ QalundM;

if ID_ CADERNO = 20071 then delete;

run;

/*Para as anélises serdo usadas as respostas dos alunos que receberam o caderno 1 (ID_C ADERNO=20071)*/
data db.T's_ respostadcadl;

set db.T's_ respostad;
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if DS_ Disciplina="L’ or ID_ CADERNO = 20071 then delete;

run;

proc sort data=db.Ts_ respostadcadl;
by Id_ aluno;

run;

data db.mt42007;
merge db.Ts_ respostadcadl db.Ts_ Qalun4M;
by Id_ aluno;

run;

data db.mt42007;

set db.mt42007;

if NU_ bloco=1 then Questao=NU_ item_ bloco;
else Questao=NU_ item- bloco+11;

run;

data db.mt42007;

set db.mt42007;

if Cod_ Correcao="0’ then resp=0;

else resp=1;

run;

proc sort data=db.mt42007;
by Id_ aluno NU_ bloco NU_ item_ bloco;

run;

/* Dados s6 com as respostas e as suas respectivas questoes®/
data db.mt42007a;

set db.mt42007;

per=_ N_;

keep Id- aluno QUESTAO COD_ CORRECAOQO per resp;run;
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data db.mt42007b;

set db.mt42007a;
arrat items22 i1-i22;
do j=1 TO 22;
items{ j }=0;

end;

items{ QUESTAO}=1;
drop i j scorel;

run;

C2: Programacao basica utilizada para realizar os ajustes adotando a parametrizacao

tradicional da beta para o parametro aleatério v:

proc nlmixed data=db.mt42007b method=gauss technique=newrap noad gpoints=20;
parms bl-b39=1 alpha=3.6;

bounds alpha_ 1<10 -5 < b1-b22 <5; const=10;
beta=i1*b1+i2*b2+4i3*b3+i4*b4+i5*b5+i6*b6+i7*b7+i8*b8+i19* b9+
i10*b10+i11*b114i12%b12+113*b13+i14*b14+i15*b15+i16*b16+i17*b17+i18*b18+4i119*¥b19+
i20%b20+i21*b21+4i22*%b22;

ex=exp(theta-beta);

p=ex/(1+ex);

ll=-log(const)+resp*log(alpha_ 1*p)+(1-resp)*log((1-p)*const);

model resp ~ general(ll);

random theta ~ normal(0,1) subject=Id_ aluno ;

contrast 'alpha_2 ’ const-alpha_ 1;

run;

quit;
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C3: Macro utilizada para gerar os dados da simulagao:

data=nome de banco
n=numero de observagdes
t=ndmero de itens
a=valor de p

b=valor de ¢

% macro tovo(data,n,t,a,b);
data un;

array dife(&t.) d1-d&t.;
%do i=1 %to &t.;
dife[&i]=rand("Normal’,0,1)
; %End;

%do i=1 %to &n.;
per=&i.;

output;

%end;

run;

data &data.;

set un;

run;

data &data.;

set &data.;

theta=rand("Normal’,0,1);
gamma=rand(’beta’,&a.*&b.,(1-&a.)&b.);

run;
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data &data.;

set &data.;

array item(&t.) al-a&t.;

%do i=1 %to &t.;
item[&i]=rand(’bernoulli’,gamma*probnorm(theta-d&i.));
%End;

run;

data &data.;

set &data.;

%do i=1 %to &t.;
i&i.=a&i.;

%End;

drop al-a&t.;
run;

%mend tovo;

C4: Exemplo da macro utilizada para ajustar os modelos na simulacao:

%macro tovol(data,obs,in);

%do s=1 %to &obs.;

title * MODELO PROBIT COM FUNCAO MVM ANALITICA - valor real 0.75’;
proc nlmixed data=&data.&s. technique=quanew maxiter=500 alpha=0.01;
parms mu=&in. b1-b14=0;

bounds 0< mu < 1;
beta=i1*b1+i2*b2+i3*b3+i4*b4+i5*b5+i6*b6+i7*b7+i8*b8+19*b9+
i10¥b10+i11*b11+4i12*b12+i13*b13+i14*b14;/*+i15*b154+i116*b16+i17*b17+i18*b18+i19*b19+
i20*¥b20+i21*b21+4i22*b22;

eta = -beta;

pb=cdfCNORMAL’ eta,0,sqrt(2));

11 = resp*log(mu) + resp*log(pb) + (1-resp)*log(1-mu*pb);

model resp general(1l);
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ods output ParameterEstimates=pe&s.;

run;

data pe&s.;
set pe&s.;
amostra=&s.;
run;

%end;
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