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Resumo

Este trabalho concentra-se na investigacao do uso de Modelos de Markov Ocul-
tos (HMM) para classificacdo de sinais de eletroencefalografia (EEG) obtidos por
estimulos visuais. EEG é um biopotencial que possui grande aplicacao na area médica,
tanto para diagnésticos quanto para a investigacao de sistemas de interface entre
cérebro e computador (BCI - Brain-Computer Interfaces).

A bibliografia recente apresenta varios estudos sobre aplicacao de modelos
HMM para classificacao de sinais de EEG e mostram que o HMM ¢é adequado por
ser um modelo genérico que abrange diversas complexidades que surgem em dados
de séries temporais.

Este trabalho esta dividido em trés partes. Primeiro é apresentado o modelo
HMM, o processo de estimagao a ser utilizado e os critérios AIC e BIC para selegao
dos modelos. A segunda parte apresenta estudos de simulagao que utilizam diferentes
condicoes amostrais para avaliar o procedimento de estimacgao, qualidade das estima-
tivas e critérios de selecao. Finalmente, é feito o uso de um processo de estimacao que
inicializa o algoritmo EM com diferentes conjuntos de pontos iniciais aleatérios, para
classificar sinais de EEG. Os sinais foram obtidos de estimulos visuais num estudo
experimental conduzido por pesquisadores da Universidade do Texas em El Paso.

As simulagoes realizadas mostram que os resultados obtidos para os estimado-
res sao adequados e o critério AIC é superior ao BIC na indicacao da ordem apropri-
ada para o modelo. O estudo com dados experimentais apresenta indicagoes de que o
modelo HMM consegue identificar as diferencas entre os sinais captados quando sao
comparados grupos de estimulos visuais envolvendo figuras abstradas e expressoes
aritméticas.

Palavras Chave: Biopontecial, EEG, Modelo de Markov Oculto, Estimacao,



Classificacdo, R em paralelo.

10



Abstract

This work focus in the investigation of Hidden Markov Models (HMM) applied to
classification of electroencephalograph (EEG) data obtained by visual stimuli. EEG
is a biopotencial signal with large application in medical fiel, as in diagnosis of diseases
and investigation of brain-computer interfaces (BCI).

The recent literature presents several studies on application od HMM models
for classification of EEG signals and show that the HMM is suitable for being a generic
model that includes several complexities arising in time series data.

This work is divided into three main parts. First, it introduces the HMM
model, the estimation process to be used and the AIC and BIC criteria for choosing
models. Then the work presents simulation studies using different sampling conditions
for evaluating the estimation procedure, quality of the estimates and selection crite-
ria. Finally, it is used an estimation process for classification od EEG signals using
different sets of random starting points for initialization of an EM algorithm. For the
application study, EEG signals were obtained from visual stimuli in an experimental
study conducted by researchers at the University of Texas at El Paso.

The simulation study showed that the results obtained are suitable for the
estimators and the AIC criterion is superior to the BIC criteria when indicationg
the proper order for the model. The application in experimental data indicated that
the HMM model can identify differences between signals obtained from visual stimuli
involving abstract figures and arithmetic expressions.

key words: Biopotencial, FEG, Hidden Markov Models, Estimation, Classifica-
tion, Parallel R.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho faz uma avaliagao do uso de cadeias de Markov ocultas para classificacao
de siniais biopotenciais emitidos pelo cérebro. Biopotencial é a medida da eletrici-
dade emitida por um determinado orgao ao realizar uma certa atividade. Exemplos
de biopotenciais sao o eletrocardiograma (ECG), eletromiograma (EMG) e eletroen-
cefalograma (EEG). O estudo de biopotenciais gerados pelo cérebro (EEG) tem im-
portancia crescente em pesquisas de interfaces cérebro-computador (brain-computer
interfaces - BCT). Uma grande vantagem do EEG é a possibilidade de medi¢ao sem
a utilizacao de técnicas invasivas.

A técnica Steady State Visually FEvoked Potential (SSVEP), por exemplo, uti-
liza flashes de luz para obter sinais elétricos emitidos pelo cérebro durante a observagao
de imagens previamente selecionadas. Os sinais sao coletados por meio de eletrodos
posicionados no escalpo do individuo, sem intervencao cirurgica. Um exemplo da
grande atenc¢ao dada a esta drea de pesquisa é a recente chamada (primeiro semestre
de 2011) da revista IEEE Journal on Energing and Selected Topics in Circuits and
Systems (JETCAS) em que 9 dos 14 tépicos listados estao relacionados a estudos
biopotenciais e brain-computer interface.

A utilizacao dos sinais de EEG tem sido explorada para diversas aplica¢oes. Na
area médica sao utilizados em diagnésticos clinicos, como a identificacao de pessoas
com epilepsia ou disturbios do sono, por exemplo. Ha também quem vislumbre a im-
plementacao dos sinais de EEG na area militar, para o desenvolvimento de maquinas

que exijam um numero de controles além da capacidade do operador.
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Contudo, as aplicagoes que mais se destacam, por seu 6bvio beneficio, sao as
que envolvem pessoas com paralisias em membros e tronco. Ressaltam-se os casos
extremos, conhecidos na area médica por locked in, em que a paralisia impede até
mesmo o processo da fala, cortando toda a comunicacao destas pessoas com o mundo
a sua volta. Nestes casos a classificacao dos sinais EEG pode ser usada para detectar
as intencoes da pessoa e, assim, definir comandos de controle.

Os estudos sobre a classificacao dos sinais EEG tentam entao resolver questoes
que envolvem diagnosticos, e estabelecer a interacao homem-méquina nos sistemas
BCI (brain-computer interface).

O objetivo deste trabalho é estudar a classificacao dos sinais EEG utilizando os
modelos de Markov oculto (hidden Markov models - HMM). Cappé et al. [4] ressalta
o uso de estados ocultos para tornar o modelo mais genérico, capaz de englobar
diferentes complexidades que surgem em dados de séries temporais reais. Cappé et.
al [4] também observa que a estrutura simples da cadeia de Markov permite eficiéncia
aos processos computacionais. Os artigos de Xu et al. [38], Bengio e Chiappa [2],
Zhong e Ghosh [39], Obermaier et al. [21] e Haung et al. [13] sdo alguns exemplos de
trabalhos que utilizam o modelo HMM e suas variacoes para classificacao de sinais
EEG.

Aqui serao analisados dados coletados no Biopotentials Imaging Laboratory
(BIM Lab) da Universidade do Texas em El Paso (UTEP) utilizando a técnica SS-
VEP. Os sinais sao obtidos por 128 eletrodos através de estimulos visuais envolvendo
figuras abstratas e operagoes aritméticas. O protocolo do estudo pode ser obtido sob
consultal.

Outros estudos classificam os sinais em duas ou trés classes, onde em geral pede-
se que o participante da pesquisa pense em alguma atividade ou operagao aritmética.
Em Xu et al. [38], por exemplo, as atividades eram imaginar movimento com a
mao direita e mao esquerda. Este trabalho pretende classificar os sinais em diferentes
classes, de maneira a identificar as 10 figuras, ou classes de figuras, observadas durante
a captacao dos sinais.

Contudo, para que seja possivel realizar a classificagao dos sinais deve-se pri-

1O Capitulo 6 apresenta uma breve descricao do experimento. Detalhes podem ser conseguidos

através dos e-mails iara.frondana@qgmail.com e gborries@unb.br
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meiro estimar os modelos que serao utilizados como base para a classificacao. No
momento da estimacao deve-se avaliar a estrutura dos modelos: sua complexidade
(nimero de parametros do modelo), a distribuicao de probabilidade adequada para
os dados e seus parametros, e o resultado encontrado para a cadeia de Markov rela-
cionada ao modelo. Os Capitulos 2, 3 e 4 descrevem os detalhes destas etapas.

Neste trabalho é proposto o algoritmo EM para a realizacao da estimacao do
modelo, e estuda-se este método por meio de simulacoes para avaliar seu desempenho
considerando diferentes parametros amostrais. Também por meio de simulacoes sao
estudados os critérios AIC e BIC de selecao dos modelos para que se conhega a
performance desses critérios em diferentes condigoes amostrais.

Os resultados explorados neste trabalho, por meio de simulacoes, servirao como
treinamento para a concepcao de estudos de classificagao futuros, a serem realizados
por pesquisadores do BIM Lab, UTEP. Sao feitas sugestoes para que novos estudos
sejam capazes de esclarecer pontos que nao puderam ser explorados aqui.

Este trabalho faz parte de um conjunto de trabalhos (Aratjo [1], Matos [15],
Silva [35] e Rocha [29]) realizados pelo grupo de pesquisa em biopotenciais do departa-
mento de estatistica da UnB. Estes trabalhos procuram conhecer melhor os dados dos
sinais de EEG, com o intuito de gerar novas solugoes para os problemas e incentivar
novas aplicagoes com sinais de EEG e sinais biopotenciais em geral.

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira: o Capitulo 2 apre-
senta conhecimentos béasicos sobre modelos de misturas e cadeias de Markov ne-
cessarios para a melhor compreensao do modelo de Markov oculto. O Capitulo 3
introduz os conceitos do modelo de Markov oculto. O Capitulo 4 apresenta o al-
goritmo EM como método de estimacao a ser utilizado, medidas para a escolha do
modelo mais apropriado, e o método usado para a classificagao dos sinais. O Capitulo
5 conta a maneira como as simulagoes foram realizadas e os resultados obtidos. Ja o
Capitulo 6 descreve o experimento realizado para a obtencao dos dados, a aplicagao
do HMM nestes, os resultados obtidos na estimacao dos modelos e na classificacao
dos sinais. E por fim, no Capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes e sugestoes de

estudos futuros.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos

Este capitulo introduz conceitos basicos sobre modelo de misturas, mistura de dis-
tribuicoes, e cadeias de Markov que sao necessarios para a melhor compreensao da
estrutura e idéia dos modelos de Markov Oculto (Hidden Markov Models - HMM).
Diferentes autores descrevem a relacao entre os modelos de mistura e HMM de diver-
sas maneiras, para Zucchini e MacDonald [40] a distribui¢ao marginal do HMM ¢ uma
mistura, Chambaz et al [6] destacam que a mistura com observagoes independentes
¢ um caso particular do HMM e,” McLachlan e Peel [18] citam ainda o HMM como
uma alternativa para desenvolver uma mistura com uma estrutura de dependéncia
entre as observacoes. Essa estrutura de dependéncia é, por sua vez, oferecida pelas
cadeias de Markov, o processo oculto do modelo que gera os valores observados no
HMM.

A seguir apresentam-se as defini¢oes bésicas de modelo de mistura, um exemplo

explicativo e a definicao de mistura de densidades normais.

2.1 Modelo de Mistura

Um modelo de mistura é um modelo probabilistico para representar a presenca de
sub-populacoes dentro de uma populacao maior sem que se necessite identificar de
qual sub-populagao as observagoes se originam. Formalmente, um modelo de mistura
corresponde a uma mistura de distribuigoes que descreve a distribuicao de probabili-

dades das observacgoes da populagao geral.
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Os modelos de mistura comecaram a ser estudados e utilizados em analises
de modelos biolégicos hd mais de cem anos. Em 1894 Pearson [23] analisou a razao
entre os comprimentos da testa e do corpo de carangueijos encontrados na Baia de
Népoles. Para este conjunto de dados foi ajustado um modelo de mistura com duas
distribuicoes normais com médias e variancias diferentes. Esta andlise, que se tornou
classica, indicou a presenca de subespécies na populacao de carangueijos estudada.

O método de estimagao utilizado por Pearson [23] em seu estudo foi o método
dos momentos. Desde entao, com os avancos computacionais, outras técnicas fo-
ram desenvolvidas. A mais utilizada e conhecida é o algoritmo EM (Ezpectation-
Mazximization), também utilizado para estimac@o em outros modelos, como o HMM.
No Capitulo 4 o conceito do algoritmo EM é apresentado, assim como sua aplicagao

na estimacao do modelo HMM.

2.1.1 Formalizacao

Apos situar historicamente o surgimento do modelo de mistura, pode-se apresentar

sua definicao basica.

Definicao 2.1.1. (Modelo de Mistura)
Seja X uma varidvel aleatdria, ou vetor aleatorio, com fun¢ao densidade f(x),
no caso continuo. Suponha que, Yx € Q (Q espaco amostral de X ), f(x) de X pode

ser escrita na forma
flz) = Zﬁifi(x) (2.1)
=1

onde: fi(x),i=1,...,m, sio densidades,

0<m <1, parat=1,...,m
m

e Zm =1.
i=1

A funcgao f(x) € assim definida como modelo de mistura.
Todas as consideragoes sao as mesmas para o caso discreto, substituindo as

fungoes densidades f(x) e fi(x) pelas fungoes de probabilidade p(x) e p;(x).

A interpretacao deste modelo pode ser simplificada por meio de um exemplo.
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Exemplo 2.1. Suponha que uma populag¢ao de animais possua 3 subespécies (m = 3),
A, B e C, e deseja-se estudar uma de suas caracteristicas, altura por exemplo. Mas,
ndao € possivel identificar a qual subespécie (A, B ou C) os animais pertencem, e
sabe-se que em relacao a altura as subespécies apresentam diferencas. Por exemplo,
os animais da subespécie A tendem a ser mais altos, os da C mais baizos, jd a altura
dos animais da subespécie B tem maior variabilidade. Essas particularidades definem
fungoes densidades f;(x), i = 1,2,3, diferentes, uma para cada subespécie.

A prevaléncia, ou proporcao, m, m e w3, de cada subespécie dentro da po-
pulagao também deve, obviamente, ser levada em consideracao, pois influencia na
distribui¢ao da altura de toda a populagdo. Entdo, a Equacao (2.1) pode ser utilizada
para descrever a densidade da altura da populagcao como uma combinacao, ou mistura,

das densidades das alturas das subespécies, ponderadas por suas proporcoes.

2.1.2 Mistura de Normais

As misturas podem envolver distribuicbes de probabilidade da mesma classe, com
parametros diferentes, ou mistura de diferentes distribuicoes de probabilidade. A
mistura de normais é a mais conhecida das misturas, nao somente por ter sido a
primeira a ser estudada, mas também por sua versatilidade. Outro tipo de mistura
interessante ¢ a de densidades a-estaveis simétricas (Valdés [36]) que permite englobar
uma gama variada de densidades no processo, como a Cauchy, a Lévy, a normal e
outras distribui¢oes cujas fungoes densidades nao tem forma fechada simples, mas
suas funcoes caracteristicas sao bem conhecidas.

McLachlan e Peel [18] indicam a utilizagao de mistura de normais para aproxi-
mar distribui¢oes continuas mais complexas, e Priebe [25], por exemplo, mostra uma
boa aproximacao de uma amostra de tamanho 10.000 originada por uma densidade

log-normal utilizando uma mistura de 30 densidades normais.

Definicao 2.1.2. Uma mistura de m densidades normais com médias e variancias

diferentes € dada por

flz) = Zﬂi@(ﬂ?; 11, 07), (2.2)
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1
onde: ¢y(w; i, 07) = (27) %0, eap {_2 3
9;

a2
Wi € variancia o; .

(x — ui)Q} ¢ a densidade Normal de média

Apresentados os conceitos de misturas, deve-se agora compreender algumas
defini¢oes basicas em Cadeias de Markov e seu procedimento inferencial para depois
introduzir os problemas envolvento o HMM. A secao seguinte apresenta tais conceitos

de forma direta e resumida.

2.2 Cadeias de Markov

Ross [32] e Durrett [7] sdo um excelente ponto de partida para aqueles que se in-
teressam por Cadeias de Markov (CM) mas nao possuem os conhecimentos bésicos.
Em nivel introdutério, particularmente, recomenda-se Ross [32] por suas claras e

detalhadas explicagoes. Os conceitos mais importantes sao resumidos a seguir.

2.2.1 Conceitos Importantes

Seja {Cy, t =1,2,3,...} um processo estocastico que assume valores em um conjunto
finito. Quando C} = 7 diz-se que o processo encontra-se no estado ¢ no tempo t. Este
processo ¢ dito Cadeia de Markov (CM) de primeira ordem quando satisfaz, para

todo t € N, a seguinte propriedade de Markov
Pr (Ct+1 | Ct, thl, ceey Cl) =Pr (Ct+1 ‘ Ct) . (23)

Ou seja, a probabilidade condicional do préximo estado Cy,; dado todos os
estados anteriores C,Cy, ..., Ci_1 e Cy, s6 depende do estado atual (Cy). A Figura
2.1 apresenta esta relacao de dependéncia entre as variaveis.

A CM definida acima é uma cadeia de primeira ordem, pois depende apenas
do estado imediatamente anterior. H&a também cadeias de ordens superiores, i.e.,
o= 2,3,.... Nestes casos a probabilidade condicional vai depender, dos o estados
imediatamente anteriores. Neste texto serd dada énfase para cadeias de primeira
ordem (0 =1).

Associada a CM a probabilidade de transicao 7;;(t) mede a probabilidade
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Figura 2.1: Cadeia de Markov.

do processo ir do estado i para o estado j em t passos, ou seja,
Vij(t) =Pr(Cope = j | C5 = 4). (2.4)

Quando esta probabilidade nao se altera para diferentes valores de s dizemos que a
CM ¢é homogénea.

A partir das probabilidades de transicdo a um passo, 7;;(1) = 7,5, é possivel
construir a matriz de transicao I'(1) = I', cujo elemento da posicao i, j corresponde
a transicao do estado i para o estado j. Esta matriz é quadrada e os elementos na
linha somam 1, uma vez que a i-ésima linha corresponde a funcao de probabilidade
condicional Pr(Ci; = j | C; = i) para todo j pertencente ao espago de estados do
processo.

Um exemplo basico e bastante conhecido na literatura pode ser utilizado para

ilustrar esses conceitos.

Exemplo 2.2. Suponha que o tempo (sol=1 e chuva=2) do dia de amanha depende
somente do tempo do dia de hoje e que, se hoje faz sol, entao a probabilidade de
também fazer sol amanha € 0,7. Por outro lado, se hoje chove a probabilidade de

amanha também chover € 0,4. Assim obtemos:
i) mi=Pr(Ci=1|Cy=1)=0,7
ii) n2=Pr(Ci=2|Cy=1)=1-Pr(C;=1|Cy=1)=1-0,7=0,3
iWi) Yoo =Pr(C1 =2|Cy=2)=0,4

i?)) ’72’1:PI'<01:1|C(]:2>:1—PI'<01:2|COI2>:1—0,4:0,6
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Com as probabilidades calculadas em (i)-(iv) pode-se construir a matriz de transi¢ao:
0,7 0,3
0,6 0,4

Uma vez obtida I' = I'(1), é possivel mostrar que para cadeias de Markov
homogéneas, as probabilidades de transigao ~;;(¢) da matriz I'(¢), no tempo ¢, sao ob-
tidas elevando I a t-ésima poténcia. Para isto basta utilizar as equagoes de Chapman-

Kolmogorov,
I'(t+u) =TT (uw), para todos os tempos t e u € N (2.5)

Estas idéias sao descritas no seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. Para uma cadeta de Markov homogénea com matriz de transicao T’
[(t)=T1)=1"
para todo t € N.

O Teorema 2.2.1 é importante para simplificar o calculo das probabilidades de

transicao com muitos passos.

Exemplo 2.3. Voltando ao Exemplo 2.2, suponha que o interesse estd em saber se

vai chover ou fazer sol daqui a dois dias (depois de amanha). Assim

0,7 0,3 0,7 0,3 0,67 0,33
0,6 0,4 0,6 0,4 0,68 0,32

Logo, se hoje choveu (Cy = 2) a probabilidade de que depois de amanha também chova

Mas, se o interesse estiver na probabilidade Pr(C; = j) ao invés da probabi-
lidade de transicao, isso significa saber qual a probabilidade da cadeia estar em um
determinado estado, 7, no tempo t quando nao se tem nenhuma informacao sobre

qualquer um dos estados anteriores a t. Para isso o vetor

u(t)=(Pr(Ct=1), Pr(C, =2), ..., Pr(C’t:m)> teN

20



é definido para uma cadeia com m estados. O vetor u(1) é conhecido como a distri-
buicao inicial da CM.

Usando as probabilidades condicionais é possivel mostrar que
u(t) =u(t—1I. (2.6)

Logo, tendo a distribuicao inicial u(1), a matriz de transicao I' e utilizando

(2.6) repetidas vezes, é possivel obter, para ¢t > 5, por exemplo,

u(t) = u(t-1)r
u(t) = u(t—2)I'T =u(t - 2)r?

u(t) = u(t—3)Irr?=u(t-3)r

u(t) = u2)rr'3 = u(2)r?2

u(t) = u()rr'? =u()r! (2.7)
e portanto, u(t) = u(1)T" 1 ¢ > 1.

Definigao 2.2.1. (Distribuicdao estaciondria) Um vetor §, de elementos nao
negativos, € dito distribuicao estaciondria para uma cadeia de Markov com matriz

de transicao I', se
=6 e 61 =1, (2.8)
onde 1" =1 garante que & seja de fato uma distribuicao.

Quando a distribuigao inicial u(1) da CM for sua prépria distribuigao esta-
ciondria, ou seja, u(l) = 4, entdo Zucchini e MacDonald [40] chamam o processo
de cadeia de Markov estaciondria.!. Uma CM irredutivel? e aperiédica®
(homogénea, de tempo discreto, espago de estados finito) possui uma tunica, estrita-

mente positiva, distribuicao estacionaria que pode ser encontrada substituindo uma

I'Neste trabalho segue-se esta definicao
2Um conjunto C de estados é fechado se nao existe estado fora de C' que possa ser alcancado

por algum estado E; contido em C. Uma Cadeia de Markov é irredutivel se o menor conjunto

fechado de estados é formado por todos os estados da cadeia.
3Para a definicio de cadeia de Markov periédica veja Feller [8] pgs 360 a 362.
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das equagoes do sistema 6I' = § por >, J; = 1, e depois resolvendo o novo sistema
formado.

Uma vez introduzidos os conceitos basicos sobre cadeias de Markov é preciso
apresentar o seu processo inferencial. Pois este é importante para o desenvolvimento e
compreensao do método de estimagao EM para os modelos HMM. A seguir apresenta-

se de forma simplificada este processo.

2.2.2 Inferéncia em Cadeias de Markov

Esta segao se baseia em Bhat [3], Zucchini e MacDonald [40], e Whittle [37]. A partir
deste ponto, a distribuicao inicial da Cadeia de Markov serd sempre chamada de § 4.

Observe uma Cadeia de Markov finita com m estados (1,2,...,m) até que f
transicoes tenham transcorrido. Seja f;; o nimero de transicoes do estado i para o
estado j (i,7 = 1,2,...,m), e Z;n:l fij = fi. o nimero de transi¢des que saem do
estado i (i =1,2,...,m).

Seja I' a matriz de transicao da CM dada por

Y1 Y12 o Tim
I — Y21 Y22 Vom
| Ym1i Tm2 - Vmm ]
Deseja-se estimar os elementos v;; (4,5 = 1,2,...,m).

Para um dado estado inicial ¢ e um nimero de experimentos f;, a amostra
(fi1, fizs - - -, fim) dos nimeros de transigoes observadas pode ser considerada como
uma amostra de tamanho f; de uma distribuicao multinomial com probabilidades
(i1, Yizs - - - » YVim), tal que Z;”Zl 7:; = 1. Assim, a probabilidade desta amostra ocorrer

é dada por
fi! ot .
mvu Yio - Vim

com Zfij = fi.e Z%’j =1L
j=1 j=1

Utilizando o mesmo argumento para os m estados iniciais (1,2,...,m), onde

o numero total de experimentos f é desmembrado em (fi, fo,..., fm.) conhecidos,

4Quando esta também for a distribuicio estacionaria da cadeia ficard claro no texto.

22



temos que a probabilidade das realizagdes fi; (4,7 = 1,2,...,m) ocorrerem é dada

por
M fi! I, /
2. il 12 im
| | T £ it Y2 Yim -
Pl Jalfiol .o fim!
Como as somas f; (i =1,2,...,m) também sao variaveis aleatérias, a funcao

de verossimilhanga nao-condicional L(I") da amostra observada também depende da
distribuicao conjunta destas variaveis aleatérias. E possivel mostrar que esta distri-
buigao independe dos elementos 7;; (veja Whittle [37]), e portanto é possivel subs-
titui-la, em L(T'), por um termo A = g(f1, fa., ..., fm.). Assim, a fungado de verossi-

milhanga L(T") e seu logaritmo /(I') podem ser expressos como

i i/ firp fi fi
L) =A | —— 71" - Y
. gfil!fn!...fim! 1 Y2 -7

[(T") = logB Z Z fijlogyi; (2.9)

i=1 j=1
onde B contém todos os termos independentes de v;;.

De (2.9) ¢ possivel notar que f;; é uma estatistica suficiente (Casella e Berger
[5]) para estimar a probabilidade de transicao v;; (4,5 =1,2,...,m).

Observando que [;(T") = > 7", fijlogyi; sdo fungdes concavas, para maximizar

a funcao [(T") em relacdo a 7;;, basta maximizar cada soma [;(I'). Assim, tem-se,

m—1

(') = Z fijlogij + fimlog(1 — i1 — Yia — -+ = Yim-1),

Jj=1

uma vez que » 7", vy = 1.

Diferenciando [;(I") com respeito a v;; (j = 1,2,...,m — 1) e igualando a zero
tem-se:
Yir L= —Ye— o = Yim-1
Yiz L= —Yie— o — Yim-1
fi,mfl _ fzm - 0
Yi,m—1 =it —vie— o — Yim—1
Combinando as equacoes tem-se
E _ @ _ _ fi,m—l _ fzm
Yino Va2 Yi;m—1 =1 —Yi2— - — Yim-1
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obtendo-se entao

fﬂ7 _
i1 = Ya
Ja
fo o, (2.10)
il
fi,m -1
Yi1 = — %1 — Y2 — - — Yim—1
Jil

Somando cada lado das equagoes em (2.10), tem-se

fio+ fio+ ...+ fim

Y1 = 1 ou,
fa '
fi.
ey o= 1
fa "
e, portanto o estimador de méxima verossimilhanca sera:
o = fi
=2,
Y
Analogamente é possivel obter os estimadores
. Ty .
Vij = =L (1,7 =1,2,...,m).
fi

Sendo a razao entre a frequéncia observada das transicoes do estado ¢ para o
estado j, pela frequéncia observada das transicoes que saem do estado i, este é um
estimador natural para as probabilidades de transicao de interesse.

Agora, considere a primeira observacao (C7) obtida de uma CM finita com m
estados (1,2,...,m) cuja distribuigao inicial é § = (d1,0s,...,0,,). E defina

1 se e somente se C =1,

u; = parai=1,2,... m.
0 caso contrario .

Note que C; é uma amostra de tamanho 1 de uma multinomial com proba-
bilidades (d1,ds, .. .,0,). Assim, a probabilidade desta amostra ocorrer, ou seja, sua

fungao de verossimilhanga L(4), é
L(8) = o105 ..o = [ [ o
i=1

com Yy " d;=1led " u =1
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Assim, o logaritmo de L(4) é

[(8) = Z u;logd;.
i=1

Note que como C] pode assumir apenas um dos valores 1,2, ..., m, apenas um
w; (1,2,...,m) recebe o valor 1, todos os outros recebem o valor 0. Assim, suponha
que Cp =g, logou; =ug = ... =u1 =0, u; =1, ujyg = ... = uy, = 0 e 1(I)

resume-se a

[(8) = w;logd; = 1logd;.

Como §; é uma probabilidade, ou seja, 0 < §; < 1, {(d) é méaximo quando

d; = 1 e portanto, os estimadores de méxima verossimilhanca de § sao dados por

. 1 se e somente se C = 1, ,
0; = parai=1,2,...,m.
0 caso contrério .

Assim, obtem-se os estimadores da distribuicao inicial e das probabilidades de
transicao de uma CM quando se observa apenas uma sequéncia desta cadeia.

Agora, suponha que sejam observadas S sequéncias independentes, que po-
dem ter tamanhos diferentes, de uma CM com m estados (1,2,...,m) e matriz de
transicao I' = (v;;), 4,5 = 1,2,...,m.

Seja f;; o nimero de transicoes do estado ¢ para o estado j na s-ésima sequéncia
observada, Zle 4 = Jij o nmero de transigoes do estado ¢ para o estado j em todas
as sequencias observadas, Z;n:l & = Ji o numero de transigoes que saem do estado
i (i =1,2,...,m) na s-ésima sequéncia, e Y0 Yo I =200 SY L f=fio
nimero de transicoes que saem do estado ¢ em todas as sequéncias.

Analogamente ao caso em que se observa uma sequéncia, tem-se que a funcao
de verossimilhanga Ls(T') para a sequéncia s (s = 1,2,...,5) é dada por

m S| . ]
i fa_fi fim
Ly(T) =ASH—fﬁle%!'._fisrn!villvi Y

onde As == g(ff7f237 N 7f7§1)

Como assume-se que as sequéncias sao independentes, tem-se que a funcao de
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verossimilhanga L(T') de todas as sequéncias e seu logaritmo sao dados por

S
LIr) = J]L/(T)
s;l - | |
= HAst |f5| fS 'ryﬂ ,-)/1212' ,YZJ:;Lm
= Aﬁﬁ ! s g
s=1 i=1 f fS‘ fs '7Z1 Yi2" o Vim
- AHHf fs| fs 'HH/yzl '712182' 'Y;Zm
) AHllIf fs' fS'H%”E%Z”Q.. Yo Fon,

onde A = H§:1 As. E,

m m S
= logB Z Z (Z fj) logij, (2.11)

i=1 j=1 \s=1

onde B contém todos os termos independentes de v;;.

De (2.11) é possivel perceber que (Zle o= fij) é uma estatistica suficiente
para estimar v;; (4,7 =1,2,...,m).

Note que (2.11) é da mesma forma de (2.9), assim, fazendo as mesmas operagoes,
temos que o estimador de maxima verossimilhanca de ~;; (1,7 = 1,2,...,m) é dado

por

S s
i — - S o
fi. Zs:l Ii

Do mesmo jeito que no caso em que se tem apenas uma sequéncia observada,
o estimador da probabilidade de transi¢ao 7;; ¢ obtido pela razao entre o nimero
observado de transi¢oes do estado ¢ para o estado j pelo nimero de transicoes que

saem do estado 1.

Para a estimagao da distribui¢do inicial § = (61, ds,...,6,,), considere u; o
nimero de sequéncias que comegaram no estado i (¢ = 1,2,...,m). Assim, as rea-
lizagoes (uq,us, ..., u,) de uma amostra de tamanho S (nimero de sequéncias obser-
vadas), terdo distribuigdo multinomial com probabilidades § = (d1,ds, . .., d,,). Com

isso a funcdo de verossimilhanca L(d) é dada por
S
L(§) = ———————§105% ... 60m

wlug! ..y,
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[(6) =logL(6) =C + zm: u;logd; (2.12)

i=1
S

onde C' = log .
wylug! .. uy,!

Por outro lado, como » ;" u; = S e Y o, §; = 1, tem-se que (2.12) pode ser

reescrita como

m—1
[(6)=C+ Z w;logd; + uylog(l — 61 — g — ... — Op1)-
i=1
Derivando [(d) em relacao a ¢; (i = 1,2,...,m — 1) e igualando a zero tem-se

U1 U,
it -0
(51 1_51_52_”-_771—1
U9 U,
2 — 0
52 1_51_52_-”_777,—1

Um—1 Um,

= — 0
1 1—01—03—...—Om_1
Combinando as equacoes tem-se
Uy Uz _ Um—1 Um,
T I T [y S e S
obtendo-se entao

U5 = 6
(31
L5 = 5 (2.13)
Uiy
U_m51 - 1_61_62_---_5”171
Uy

Somando cada lado das equagoes em (2.13), tem-se

U +ug 4+ ...+ Uy,
Uy

0 = 1 ou,

S5 =1
Uy

e portanto, o estimador de méxima verossimilhanca de d; é



Analogamente, é possivel obter os estimadores

A~

52': (Z,j:1,2,,m)

u’L
S
Note que, diferentemente do caso em que se tem apenas uma sequéncia ob-
servada, o vetor 8 de estimativas pode ser diferente de vetores em que uma posigao
recebe o valor 1 e as restantes o valor 0.
Uma vez revistos os conceitos basicos em modelo de misturas e Cadeias de
Markov, pode-se introduzir o modelo de Markov oculto através de suas definicoes,

propriedades e demais detalhes necessarios para o estudo proposto no Capitulo 1

deste trabalho.

28



Capitulo 3

Modelo de Markov Oculto

A teoria basica do Modelo de Markov Oculto (Hidden Markov Model-HMM) foi desen-
volvida no fim dos anos 1960, mas apenas recentemente comegou a ser extensivamente
aplicada em variadas dreas de interesse. Cappé et al. [4] aponta que a utilizagao de
estados ocultos torna o modelo suficientemente genérico para abranger as diversas
complexidades que surgem em dados reais de séries temporais, enquanto a estrutura
simples da cadeia de Markov permite uma eficiéncia nos processos computacionais.
Sua aplicagao mais conhecida é, provavelmente, em reconhecimento de fala [27], mas
também h& aplicacoes em andlise de cadeias proteicas e DNA, reconhecimento de
escrita manual [9], reconhecimento de gestos, e ultimamente na classificagdo de sinais
biométricos [19], que é o interesse deste trabalho.

Além da estrutura univariada basica do HMM, diversas outras estruturas po-
dem ser consideras. Entre elas, o HMM multivariado (Zucchini e MacDonald [40], e
Zhong e Ghosh [39]), Input - Output HMM (Bengio e Chiappa [2]), HMM Fatorial
(Ghahramani e Jordan [12]) e HMM autorregressivo (Rabiner [27]).

Neste capitulo apresentaremos, segundo Zucchini e MacDonald [40], as de-
finicoes basicas de um HMM univariado; a estrutura da sua funcao de verossimi-
lhanca; e as probabilidades forward e backward, necessarias para a estimacao usando

o algoritmo EM.
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3.1 Exemplos

Antes de apresentar os conceitos e definigoes tedricas do HMM, considere os seguintes

exemplos para a melhor compreensao da idéia do modelo.

Exemplo 3.1. Imagine que a sua frente estejam dispostas 2 urnas (A e B), cada
uma delas contém bolinhas coloridas. A urna A possui 2 bolas amarelas e 8 bolas
azuis e a urna B possui 6 amarelas e 4 azuis. A cada jogada € retirada uma unica
bola da urna A ou B, anota-se 1 se a bola retirada é amarela e 0 se azul, e devolve-se
a bola a sua urna.

Todavia, a escolha da urna para a retirada da bola € feita langcando-se uma
moeda. Quando obtém-se cara (1) retira-se a bola da urna A e coroa (2) retira-se a
bola da urna B. A Figura 3.1 ilustra o esquema para o sorteio das bolas. E a Tabela

3.1 contém uma possivel realizacao para 10 primeiras retiradas.

urna A

Figura 3.1: Esquema para o sorteio das bolas.

retirada |1 2 3 4 5 6 7 & 9 10

moeda |1 2 2 2 1 1 2 1 1 2

bola. {01 1 0 0 1 0 0 0 1

Tabela 3.1: Resultados obtidos para o Exemplo 3.1.

Neste experimento sabe-se os resultados dos lancamentos da moeda, e portanto
de qual urna a bola retirada se originou e qual funcdo de probabilidade estd associada
a retirada da bola. A urna A representa uma Bernoulli com probabilidade de sucesso

pa = 0,2 e aurna B uma Bernoulli com probabilidade pg = 0,6. Note que o resultado

30



do langamento da moeda também seque uma distribuicao Bernoulli e, se a moeda for
honesta, tem-se uma Bernoulli(0,5).

Agora, imagine que as urnas e a moeda estao atrds de uma cortina e que a
unica informacao visivel € a cor da bola retirada. Assim no lugar da Tabela 3.1 tem-se

a Tabela 3.2.

retirada |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
bola |0 1 1 0 0 1 0 0 0 1

Tabela 3.2: Resultados obtidos para o Exemplo 3.1, agora com o processo oculto.

Nesta situacao sabe-se que as retiradas das bolas podem vir de distribuicoes
diferentes, mas nao de qual. Aqui, o processo que escolhe a distribuicdo estd oculto

atrds da cortina.

Exemplo 3.2. Suponha uma cadeia de Markov com distribuicao inicial e matriz de

transicao dadas por:

0,4 0,6
0,7 0,3

0=(04 06) e TI=

Suponha ainda que associada ao estado 1 da cadeia de Markov temos uma
distribuicao, chamada distribuicao estado-dependente, Normal (¢,) de média
pwy = —1 e varidncia 0 = 1, e ao estado 2 uma distribuicio Normal (¢2) de média
Ue = 2 e variancia o3 = 2.

O software livre R (www.r-project.org) foi utilizado para implementar a fun¢ao
r.normal.hmm, disponivel no Apéndice A (Programa A.1). Por meio desta fun¢ao
foram gerados 10 pares (Cy, X;), onde Cy € o estado observado no tempo t e Xy € o

valor gerado pela densidade ¢, se Cy = 1, e ¢o, se Cy = 2. O resultado pode ser

observado na Tabela 3.3.

t 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
Cy 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
Xy | —-1,24 -2,09 2,71 -0,32 -2,03 3,33 0,54 1,30 3,00 —0,51

Tabela 3.3: Resultados obtidos para o Exemplo 3.2.
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Como no Exemplo 3.1, sabe-se de qual distribui¢ao (¢1 ou ¢o) as observagoes
Xy, t=1,2,...,10, vieram. Mas o interesse se concentra nos casos onde os valores
Cy, t =1,2,...,10, da cadeia de Markov estao ocultos, caracterizando assim um

modelo de Markov oculto (Hidden Markov Model - HMM).

Agora que ja foram apresentados dois exemplos de HMM, tem-se melhores

condicoes para introduzir, na secao seguinte, os conceitos tedricos do modelo.

3.2 Formalizacao

3.2.1 HMM basico

Definigao 3.2.1. Um modelo de Markov oculto (HMM) {X,:t € N} ¢ defi-
nido como uma mistura de observacoes dependentes. Sejam o0s registros historicos
do tempo 1 ao t, XU ¢ CO. Onde X representa a sequéncia X1, Xo, ..., X, de
valores observados, e C®) representa a sequéncia Cy,Cs, ..., Cy de estados ocultos. A

estrutura do modelo € definida por

Pr(C, | C* V) =Pr(C, | Coy), t=2,3, ... e (3.1)
Pr(X, | XY Cc®) =Pr(X, | C), t €N. (3.2)

O modelo entao € caracterizado por duas partes:

i) o processo oculto {C(t) t=1,2,.. } que satizfaz a propriedade de Markov (2.3),

e

i) o processo estado-dependente {X(t) t=1,2,.. .}, cuja probabilidade condicio-

nada a C® e XtV depende apenas do estado atual C,.

A Figura 3.2 descreve a relacao de dependéncia condicional entre os estados e
observagoes. E esta relacao, oculta, que diferencia o HMM da mistura de distribuicoes
com observagoes independentes. E por sua existéncia que o HMM ¢é capaz de tratar a
sequencia de dados levando em consideracao a estrutura temporal existente, tornando-
se util em anédlises de dados de séries temporais. O mesmo nao é possivel quando

opta-se por um modelo de mistura.
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Figura 3.2: Diagrama da relacao de dependéncia condicional em um HMM
Agora, para um HMM cuja cadeia de Markov {C};} possui m estados, define-se,
quando X, é discreto, parai=1,2,...,m
pi(z) =Pr(X; =z | Cy =1). (3.3)

Ou seja, p; € a funcdo de probabilidade de X; quando a CM esta no estado ¢ no tempo ¢.
Quando X; é continuo p; é interpretado como a funcao densidade. As m distribuicoes
p; sao chamadas de distribuigcoes estado-dependente do modelo. Note que p; nao

depende do valor de t.

3.2.2 Distribuicao marginal

Seja u;(t) = Pr(Cy =1i), parat =1,2,...,T. Para X, discreto, tem-se

Pr(X;=2) = ZPI(Xt =uz,C =1)
i=1

= Y Pr(C=i)Pr(X, =z | C, =)
=1

= > wp@) (34)

Para o caso em que X; é continuo pode-se obter (3.4) de maneira anéloga.
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Reescrevendo (3.4) em notagdo matricial obtem-se

Pr(X;=x) = (wu(t) ... um(t))

— u(t)P(x)1’ (3.5)

onde P(z) é a matriz diagonal cujo i-ésimo elemento da diagonal é p;(z). Utilizando

(2.7) (u(t) = u(1)I"1), obtem-se
Pr(X, = ) = u(1)I"'P(x)1. (3.6)

Quando a CM {C;} for estaciondria, com distribui¢do estaciondria 8, (3.6)

resume-se a
Pr(X, =z) = 6P(x)1, (3.7)

pois, pela definicdo (2.8), 6T ! = 4.

3.2.3 Funcao de verossimilhanca

(T)

Suponha uma sequéncia de observagdes x\') = (1, s, ...,xr) originada de um mo-

delo HMM. A CM associada a tal modelo possui m estados, distribuicao inicial 6
e matriz de transigao I', com p;, i = 1,2,...,m, as fungdes de probabilidade (ou
densidade) estado-dependentes. A probabilidade Ly de observar tal sequéncia sob o

modelo HMM descrito é dita funcao de verossimilhanca.
Proposicao 3.1. A funcao de verossimilhanca Lt é dada por
Ly =Ly (8,T.p1,....pn|xD) = 6P(21)I'P(2,) ... TP(2r)1. (3.8)
Se 8, a distribuicdo de C4, € a distribuicao estaciondria da CM, entao
Ly = TP (21)TP(z3) ... TP(zr)1'. (3.9)

Exemplo 3.3. Voltando ao Exemplo 3.2, pode-se calcular a verossimilhanca da sequéncia

observada

x<10>:(_1,24 —2,09 2,71 —0,32 —2,03 3,33 0,54 1,30 3,00 —0,51>.
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Lembre que os parametros do modelo sao: u(l) = 6 = (0,4 0,6 ) e matriz de

transicao
0,4 0,6

0,7 0,3
E as densidades estado-dependentes sao normais ¢1(—1,1) e ¢2(2,2). Com isso, a

verossimilhanca €
Ly = 6P(—1,24)TP(—2,09)...TP(-0,51) = 2, 262364 x 1077,

O cédlculo da verossimilhanga requer um ntimero de operacoes O(T'm’), mas
a utilizacao de formas recursivas para o calculo faz o nimero de operagoes cair para
O(Tm?)!. Uma maneira de alcangar tal objetivo é fazer uso das probabilidades

forward e backward?. Estes procedimentos sao descritos na secao seguinte.

3.2.4 Probabilidades forward e backward

Considere uma sequéncia t = 1,2,..., T, e defina os vetores (linhas) a; e 3, como
t
oy = 6P (21)IP(x5)...TP(z,) = 6P (1) [ [TP(x,) (3.10)
s=2
e
T
B; =TP(z441)TP(z442) ... TP(z7)1' = ( H FP(:L‘S)> 1 (3.11)
s=t+1

Os elementos de a; sao chamados de probabilidades forward, e os de 3, de pro-
babilidades backward?.
As seguintes proposicoes* estao relacionadas as probabilidades forward e backward.

As Proposigoes 3.2 e 3.3 seguem direto das defini¢oes (3.10) e (3.11).

Lf(x) = O (g(z)), se e somente se, existem M, real positivo, e x, real, tais que

|f(z)] = Mlg(z)], para todo z > x.

2Aqui preferiu-se utilizar os termos forward e backward em inglés. Uma possivel traducdo para

o portugués dos termos é probabilidades progressivas e regressivas.
3A funcdo implementada log.alhabeta.norm.uni, Programa A.4 do Apéndice A, calcula o log

das probabilidades forward e backward.
4Provas e detalhes estao em Zucchini e MacDonald [40], pags. 60 a 63.
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Proposicao 3.2. Parat=1,2,...,T ej=1,2,...,m,
au(j) = Pr (X =x® ¢, = j), (3.12)

isto €, ay(j) € a probabilidade conjunta de se observar a sequéncia x e o processo

estar no estado j no tempo t (Cy = j).
Proposicao 3.3. Parat=1,2,.... T —1ei=1,2,...,m,
Bi(i) = Pr(Xyp1 = Tpp1, Xigo = Tpyoy .., Xp =27 | Cy = j), (3.13)
sabendo que Pr(Cy =1i) > 0. Em notagdo compacta,
Bi(i) = Pr (X}, =%/, | Cr =), (3.14)

onde Xb € o vetor ( X, Xoy1 ... X, >
Isso significa que By(i) é a probabilidade de se observar a sequéncia xtTJrl dado

que o processo estd no estado i no tempo t (Cy =1i).

Agora, as Proposicoes 3.4 e 3.5 seguintes serao utilizadas no algoritmo EM

(Capitulo 4).
Proposicao 3.4. Parat=1,2,...,T ei=1,2,...,m,
(i) (i) = Pr (XD =xT), 0, =), (3.15)
e consequentemente, para cada t
a8, =Pr (XD =xD) = L. (3.16)

Esta proposicao define T caminhos para o cdlculo de Ly, um para cada valor
de t. O caminho t = T que define Ly = arl’, parece o mais conveniente pois usa

apenas as probabilidades forward.
Proposicao 3.5. Parat=1,2,...,T,

Pr(Cy = j | XT) = xT) = M (3.17)
T

e, parat=2,3,...,T

Pr(Cry = j,Cy = & | XD = xD) = Oétl(J)”ijka(xt)ﬁt(’f), (3.18)
T
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onde v, = Pr(Cy = k | Ci—y = j) € a probabilidade de transicao de ir do estado j
para o estado k a um passo, e pp(x;) = Pr(Xy = x; | Cy = k) € o valor da k-ésima
densidade estado-dependente no ponto x;.

A expressao (3.17) define a probabilidade do processo estar no estado j no

) em funcao das probabilidades forward

tempo t, dado que se observou a sequéncia X'
e backward. E a expressio (3.18) define a probabilidade do processo ir do estado j
para o estado k nos tempos t — 1 e t, dado que se observou a sequéncia x7), em
fungao das probabilidades forward e backward, da probabilidade de transicao v, e da

densidade estado-dependente py(x).

Apoés apresentar os conceitos tedricos sobre HMM apresenta-se na segao a

seguir algumas considerecao sobre este modelo.

3.3 Consideracoes

Antes de prosseguir com o conteido deste trabalho deve-se fazer algumas consi-
deragoes sobre o HMM. A primeira delas é sobre as ditribuicoes estado-dependentes
que, apesar de nenhum exemplo ter sido apresentado, nao precisam ser, necessari-
amente, do mesmo tipo ou classe. Ou seja, em um estado é possivel ter-se uma
distribuicao Gamma, em outro Poisson ou Normal, e assim por diante. Isso tudo
contanto que faga sentido para o estudo.

Outro ponto a ser considerado é a estrutura de dependéncia do modelo. Em
uma avaliacao mais geral é possivel ver que, na verdade, o modelo HMM trata-se
de uma rede Bayesiana, que ¢é definida como um modelo grafico para representar
independéncias condicionais entre os conjuntos de varidaveis aleatérias. A Figura 3.2 é
um exemplo da definicao de rede Bayesiana. Obviamente as redes Bayesinas abrangem
outras estruturas de dependéncias e independéncias além da descrita pelo HMM.

Gharhramani [11], coloca o HMM dentro de uma subclasse das redes Baye-
sianas, as redes Bayesianas Dinamicas (Dinamic Bayesian networks). As redes
Bayesianas Dinamicas sao simplesmente redes Bayesianas utilizadas para modelar
séries temporais. No modelo de séries temporais assume-se que um evento pode im-

plicar outro envento no futuro, mas nao o contrario, simplificando a estrutura da rede
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Bayesiana.

Nesta mesma subclasse das redes Bayesianas Dinamicas estao os modelos de
Markov e os modelos de estado-espaco linear-Gaussianos, também conhecidos como
Kalman filter. As vezes pode-se fazer confusao entre o HMM e o Kalman filter. Para
que se entenda melhor, o Kalman filter é considerado uma versao do HMM com
espago de estados continuo.

No HMM o espago de estados é discreto e finito. Este espaco de estados é gerado
por uma cadeia de Markov, que é um processo estocastico com suas caractaristicas e
propriedades particulares (veja a Se¢ao 2.2). J& no Kalman filter, o espaco de estados
é nao-enumeravel, e por tanto infinito, e considera-se ter uma distribuicao Normal.
Para este a probabilidade de transi¢ao do estado Cy_y para o estado C; (Pr(Cy | Ci—1))

¢ decomposta em componentes deterministica e estocastica:
Cy = fi(Ci_1) + wy

onde f; é a componente deterministica e w; é um ruido aleatério com distribuicao
Normal de média zero. Essa estrutura linear e a distribuicao Normal do ruido é que
caracterizam o nome do modelo espaco-estado linear-Gaussiano.

Feitas as consideracoes necessarias o capitulo seguinte trata da estimacao e da

escolha do modelo, e do problema de classificacao.
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Capitulo 4

Estimacao e Classificacao

Este capitulo apresenta o algoritmo EM ( Expectation-Mazimization) como um método
de estimacao para o modelo HMM; duas medidas para a selecao do modelo: o AIC
(Akaike information criterion) e o BIC (Bayesian information criterion). Uma vez

estimado, o modelo é usado para a classificacao das sequéncias seguintes.

4.1 Estimacao

Zucchini e MacDonald [40] apresentam trés técnicas para estimagao: a maximizacao
direta da verossimilhanca, o algoritmo EM (Expectation-Mazimization) e usando in-
feréncia Bayesiana. A maximizacao direta pode ser feita por meio de algoritmos
de otimizacao nao linear, ja que nao existem formas fechadas para a maximizacao.
Vaérios pacotes estatisticos apresentam fungoes implementadas para a otimizagao nao
linear. No pacote R, por exemplo, pode-se usar as fungoes nlm, optimize e optim
(Rizzo [28]), entre outras.

Quando opta-se pela maximizacao direta é importante fazer transformacoes
nos parametros naturais, quando necessarias. Por exemplo, se a distribuicao estado-
dependente for uma Poisson(\), o espago paramétrico de A é {\ : A > 0}. Tomando
n = log), tem-se n € R. No caso da distribuigao Normal(u,0?), p € Re 02 > 0, e
deve-se fazer uma transformacao em o2

Rydén [34] compara a utilizacao das combinagoes bootstrap - EM com amos-

trador de Gibbs - MCMC (Markov chain Monte Carlo) para a estimacao do HMM
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por uma perspectiva computacional. Rydén [34] chega a conclusao de que, quando o
interesse estd apenas na estimagao pontual, o algoritmo EM ¢é o mais simples e réapido.
Quando a estimacao pontual nao é suficiente a comparacao nao ¢ tao simples. Nos
exemplos dados em [34], no contexto Bayesiano, o amostrador de Gibbs e algoritmos
MCMC tendem a consumir menos tempo computacional.

Neste trabalho optou-se pela utilizacao do algoritmo EM, que aplicado a es-

timacgao dos parametros do HMM é também conhecido por algoritmo de Baum-Welch.

4.1.1 Algoritmo EM

O algoritmo EM é um método de otimizagao frequentemente utilizado para encontrar
estimadores de maxima verossimilhanca quando se tem dados incompletos, conside-
rando o fato de que a verossimilhanga (ou log-verossimilhanca) dos dados completos
¢é provavelmente mais simples de maximizar do que avaliando apenas os dados (in-
completos) observados. O algoritmo é composto por dois passos (E e M). Aplicado

a estimacao dos parametros do modelo HMM estes passos sao:

- No passo E (Ezpectation) é calculada a esperanga condicional dos dados nao
observados dadas as observagoes e as estimativas dos parametros do modelo

naquele instante.

- No passo M (Mazimization) substitui-se os dados faltantes pelas suas espe-
rancas condicionais calculadas no passo E e entao maximiza-se a verossimi-

lhanga (ou log-verossimilhan¢a) em fungao dos parametros.

Os dois passos sao repetidos até que se atinja um critério de convergéncia

estipulado.

4.1.2 Algoritmo EM para o HMM

Apresenta-se a seguir um resumo do algoritmo EM descrito por Zucchini e MacDonald
[40], Capitulo 4.

Considere que uma sequéncia de tamanho 7" de um HMM foi observada. Defina
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c1,Ca, ..., Ccr como a sequéncia de estados da CM,

1 se e somente se ¢; = 7,
us(t) = para t=1,2,....T
0 caso contrario .

1 seesomentesec,_1=7jec =k,
vjp(t) = parat=2,3,...,T.
0 caso contrario .

Assim, a log-verossimilhanca dos dados completos /. é dada por
(. = log (Pr(x(T), c(T)))

T T
= log (501 H%t_l,ct Hpct(xt)>
=2 t=1

= > uy(L)logd; + 33" (Z wt)) log
+ ZZuj(t)Ingj(xt) (4.1)

= termo 1 + termo 2 + termo 3

onde d ¢ a distribuicao inicial da CM, 7, sao as probabilidades de transicao que
compoem I', matriz de transi¢ao da CM, e p; sao as distribuigoes estado-dependentes.

Com isso, para o algoritmo EM tem-se:

- Passo E: Calcula-se as esperancas condicionais de u;(t) e vj(t) obtidas pelas
Proposicoes 3.4 e 3.5:
i(t) = Pr(Cy = j | xT)) = —O‘tUL)Bt(J )
T

dt) = Pr(Cry = .Gy = | xD) = O‘t—1<J)%’pr;(‘”t)5t(k)

Assim, 4;(t) é a estimativa para a probabilidade de o processo estar no
estado j no tempo ¢ (C; = 5), dado que se observou a sequéncica x1). E, 9,4 (¢)
é a estimativa da probabilidade do processo transitar do estado j para o k nos

tempos t — 1 et (Ci_y = j, Cy = k), dado que se observou a sequéncia x(T),
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- Passo M: Apés substituir u;(t) e v;(t) por u;(t) e 0,(t) deve-se maximizar
(4.1), mas maximizar (4.1) significa maximizar cada termo de (4.1), pois o
termo 1 depende apenas de §, o termo 2 de I' e o termo 3 dos parametros da

distribuicao estado-dependente. Assim, os estimadores dos parametros sao:

o U (1
(i) 6; = % = 1;(1), a estimativa para a probabilidade inicial do
j=1Uj

estado j ¢ a estimativa da probabilidade do processo estar no estado j no

tempo 1 (C; = j), dado que que se observou a sequéncia x(7).

(ii) Ak = %’ onde fj; = Zﬁjk(t). Note que fj; é a frequéncia espe-
k=1Jjk

1 t=2
rada de transi¢oes do estado j para o estado k. (Veja Secao 2.2.2.)

T

(iii) para p;(z) normal univariada com média j; e o3, tem-se

D g TG 3 () (= f1y)*
ZtT:1 ﬂj@)

i = T -
Zt:l a;(t)

A média e a variancia da j-ésima densidade estado-dependente normal

~2
i =

sao obtidas ponderando cada ponto x; observado pela probabilidade do

processo estar no estado j no tempo t (C; = j), dada a sequéncia x).

Um processo genérico é obtido considerando que S sequéncias independentes
de tamanho T (s = 1,2,...,S) de um HMM foram observadas. Defina c},c3, ..., c,

como a s-ésima sequéncia de estados da CM,

1 se e somente se ¢ = 7,
wi(t) = parat=1,2, ..., T,

0 caso contrario .

5 1 seesomentesec; ; =jec; =k,
vi(t) = parat=2,3,...,T.

0 caso contrario .
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Assim, a log-verossimilhanca dos dados completos /. é dada por

s
(. = Zlog (Pr(XgT),ch)))
s=1

S

= > log <5c€ e [ pes (:::;))
— Z (Z u;(U) logd; + ZZ (ZZvjk(t)) log7;k

j=1 7j=1 k=1 s=1 t=2
m S T

LYY om0 12
j=1 s=1 t=1

= termo 1 + termo 2 + termo 3

onde d ¢ a distribuicao inicial da CM, 7, sao as probabilidades de transicao que
compoem I', matriz de transi¢ao da CM, e p; sao as distribuigoes estado-dependentes.

Com isso, para o algoritmo EM tem-se:

- Passo E: Calcula-se as esperangas condicionais de uj(t) e v§,(t) obtidas pelas

Proposicoes 3.4 e 3.5:

(1) = Pr(C; = j | x() = 2D)PlD)
Lr

S

a—1(J)vjkpr(]) Bi (k)
Ly,

s

05(8) = Pr(Ciy = 5, 6 =k | x{TV) =

Assim, ﬁj(t) é a estimativa para a probabilidade do s-ésimo processo estar
no estado j no tempo t (C7 = j), dado que se observou a sequéncica XETS). E,
0%(t) é a estimativa da probabilidade do s-ésimo processo transitar do estado
J para o k nos tempos t — 1 et (C;_; = j, C; = k), dado que se observou a

sequéncia xg (™).

- Passo M: Apds substituir u;(t) e vj,(t) por @3(t) e 05,(t) deve-se maximizar

(4.2), mas maximizar (4.2) significa maximizar cada termo de (4.2), pois o

termo 1 depende apenas de d, o termo 2 de I' e o termo 3 dos parametros da

distribuicao estado-dependente. Assim, os estimadores dos parametros sao:

() 6 = e B0 X 851
LX) S

esperada de sequéncias cujo primeiro estado (t = 1) estd em j.

. Note que 25:1 u5(1) é a frequéncia
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S s Ts
(i) A = stzlmjk , onde f5 = Z 1(t). Note que f3 ¢ a frequéncia
D om1 Dk fjk‘ =2

esperada de transicoes do estado j para o estado k na s-ésima sequéncia.

(Caso tenha duvidas nos itens anteriores (i) e (ii) volte para 2.2.2 (In-

feréncia em Cadeias de Markov)).
oo . 1 . . d /d- . 2 t _
iii) para p;(x) normal univariada com média p; e o, tem-se

Q= Zs 121: 1“() o AZ_ZS 1Zt 1“()@?_,&]‘)2
D INED S () ! PONED DAL () B

A média e variancia agora sao ponderadas pela probabilidade do s-

- : T
ésimo processo estar no estado 7 no tempo t dado que se observou x\ T

Agora que se apresentou o algoritmo EM! para estimar modelos HMM deve-
se fazer outras considerages que afetam a qualidade desse algoritmo. A seguir, o

problema do maximo local é apresentado.

4.1.3 O problema do maximo local

Um problema do algoritmo EM (assim como de outros algoritmos de otimizacao)
é que, dependendo do ponto inicial escolhido, o algoritmo pode convergir para um
ponto de maximo local da funcao objetivo ao invés de alcancar o ponto de maximo
global desejado. Uma solugao possivel ¢é inicializar o algoritmo com diferentes pontos
iniciais e verificar as verossimilhancas obtidas pelos conjuntos de estimativas e ver
qual dos conjuntos gera a maior verossimilhanca.

Obviamente esta solucao nao garante que se obtenha o maximo global, mas
é fato que quanto maior o nimero de pontos iniciais diferentes maior é a chance de
evitar os pontos de maximo locais.

Rydén [34] sugere que se inicie o EM por diferentes pontos aleatérios e sugere

0 ~ Dirichlet(1,1,...,1) (4.3)

~; ~ Dirichlet(1,1,...,1) (4.4)

Implementado na funcao EM.hmm.norm.uni, Programa A.5 do Apéndice A
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para os parametros que compoem a CM do modelo; onde § é a distribuicao inicial
da cadeia, 7; ¢ a j-ésima linha de I', matriz de transigao e, a densidade Dirichlet de

paramentros 61,6,,...,60, > 0 é dada por

k
1
f(ylay27"'7yk|91792a"' :W];[

com B(#) fun¢ao Beta multinomial expressa em termos da fungao Gama, isto é,

()
e

Neste trabalho geram-se os vetores v; (j = 1,2,...,m) como em 4.4 2, mas é

= (04,...,00).

acrescido um passo no processo para garantir que a matriz I' gerada seja ergddica.
Para isso, basta que o sistema dI' = § tenha solugao, ou seja, que det (I' — 1,,,) = 0,
I,, matriz identidade de ordem m (veja Feller [8], pagina 394)3. E também & é
determinada sendo a distribuicao estaciondria da matriz I' gerada, ou seja, d é a
solucao do sistema 6T = § 4.

Rydén [34] também sugere a inicializagao para os paramentros da distribuigao
estado-dependente quando esta é normal univariada. Assim, para os parametros j; e
o; da i-ésima densidade normal (¢;) tem-se:

min x; + max x;
2

1; ~ Normal < , (max z; — min xt)Q)

e 0; ~ Uni (0, %W) i

Aqui, sugere-se distribuicoes Uniformes para as médias e variancias, os motivos
serao explicados mais a frente. Seja z(,) a n-ésima estatistica de ordem observada na
amostra. Para gerar o valor inicial u; (i = 1,2,...,m), que corresponde a média da

i-ésima densidade normal (¢;), utiliza-se

pi U [z o]

2A funcdo implementada r.dirichlet, Programa A.6 do Apéndice A, gera amostras de uma

distribuicao Dirichlet.
3 “An irreducible aperiodic chain possesses an invariant probability distribution & if, and only if,

it is ergodic. ...” (Feller [8])
4A funcdo implementada trans.ergotica, Programa A.7 do Apéndice A, gera a matriz de

transicao e a distribuicao incial descritas aqui.
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Ou seja, a amostra primeiramente é ordenada, depois divide-se esta em m conjuntos
com a mesma quantidade de elementos. Assim, tem-se m intervalos, ndao necessa-
riamente do mesmo tamanho. As médias sdo obtidas de uma distribui¢ao uniforme
para cada intervalo obtido e, com isso, tem-se que conjuntos com menor variabilidade,
ou regioes mais concentradas, geram intervalos menores, e o contrario ocorrendo em
regioes cuja amostra é mais dispersa.

Assim garante-se duas coisas:

i) o conjunto das m médias pode percorrer todo o intervalo [x(l), ZL‘(T)} da amostra

observada;

ii) regides mais concentradas terdo probabilidade maior de conter uma média.

o X : X E
N | : :

(o] 1 1 1

w0 : : :
57 e e

o : : :
= h | 1
= | | |
@ 2
& o ! ! !
=] | 1 1
[Ty} : [ : - :
21 = n e ¢ . .

F m |l e R

: L IR :

| | | .

8 J == S I r :

e o T T ! T 1"

-4 -2 0 2 4
amostra

Figura 4.1: Histograma de uma amostra dividida em 3 grupos, com 10 conjuntos de

pontos iniciais para as médias ;.

A Figura 4.1 exemplifica a divisao da amostra em diferentes grupos. Nele tem-
se o histograma de uma amostra em que se deseja encontrar 3 distribui¢oes. As linhas

pontilhadas definem os 3 intervalos que irao gerar as médias, e 10 conjuntos com 3
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médias foram geradas a partir de distribui¢oes Uniformes para cada intervalo. Os
pontos em verde (quadrado), vermelho (losango) e azul (circulo), marcam as médias
iniciais para os intervalos 1, 2 e 3, respectivamente.

Agora, note que no segundo intervalo, que contém a regiao de maior concen-
tragao dos dados, os pontos vermelhos estao menos dispersos em comparagao com os
pontos verdes e azuis que estao nos primeiro e terceiro intervalos, respectivamente.

Este método para a escolha das médias iniciais tem duas vantagens principais
em relacdo ao método proposto por Rydén [34]. A primeira é que no método de
Rydén [34] existe a possibilidade de alguma média nao pertencer ao intervalo dos
valores observados na amostra, o que nao faz muito sentido.

A segunda vantagem é que no método de Rydén [34] todas as m médias geradas
estao mais concentradas no ponto médio do intervalo formado pelos pontos de minimo
e maximo da amostra, o que pode trazer um prejuizo para a estimacao. Pois quanto
mais diversificados os conjuntos de pontos iniciais forem, mais resultados diferentes
podem ser obtidos para a funcao de verossimilhanca. Isso diminui as chances de se
obter pontos de maximo locais no lugar do ponto de maximo global que se almeja.

Agora, para o? (i = 1,2, ...,m), variancia da densidade normal, define-se Sy

2

a variancia amostral de x(7) observada. Assim o2 é obtida por

1
e o; ~ Uni |:ZSX(T), 4SX(T):| .

evitando que a variancia seja zero ou muito proxima de zero, reduzindo os erros nos
célculos das probabilidades das densidades normais °.
A Funcgao avalia.EM.uni, Programa A.9 do Apéndice A, inicializa o algoritmo

EM por um nimero N de conjuntos de pontos iniciais, como descrito nesta secao.

4.2 Selecao do modelo

Quando se trabalha com dados reais o mais comum é que nao se conheca a comple-
xidade do modelo que gerou os dados observados. Ou seja, além de nao se saber o

valor dos parametros do modelo, também nao se tem informacao sobre a dimensao

°A funcao implementada mu.sigma2.iniciais, Programa A.8 do Apéndice A, gera as médias e

variancias iniciais como foi sugerido aqui.
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do espacgo paramétrico, neste caso, determinado pelo nimero m de estado ocultos. O
nimero m de estados é chamado de ordem do modelo.

Suponha que, para uma determinada série temporal univariada, estima-se
um modelo HMM de ordem m com densidade estado-dependente normal. Assim, o

nimero de parametros (p,,) a serem estimados é dado por
P =[(m—1)+(m—1m]+ (m+m)=m’>+2m—1

ou seja, (m—1) parametros da distribuicao inicial §, (m—1)m parametros da matriz de
transicao I', m médias e m variancias das m densidades estado-dependentes normais.
Acrescentando uma unidade a ordem do modelo, o nimero de parametros a

serem estimados é
P =[(m+1-1+m+1-Dm+ 1]+ (m+1+m+1)=m?+4m+ 2.

Assim, o aumento de uma unidade na ordem do modelo gera um aumento de
Pma1 — Pm = 2m + 3 unidades no nimero de parametros a serem estimados.

Fica claro que quanto maior a complexidade do modelo, maior é a informacao
dos dados que se consegue incorporar ao modelo. Contudo, deve-se fazer uso de
parcimonia para determinar a complexidade do modelo, caso contrario estimaria-se
um modelo de ordem m — oo, 0 que nao é nada razoavel e nem informativo. De fato,
o que se deseja em um modelo é o balanceamento entre a qualidade do seu ajuste
(informacao dos dados que se capta com o modelo) e a sua complexidade (nimero de
parametros envolvidos).

Outra situagao que leva a escolha entre modelos concorrentes é o nao conhe-
cimento da distribuicao estado-dependente dos dados. Pode-se, por exemplo, ter um
modelo com distribuicao Poisson e outro com distribui¢ao binomial negativa. Neste
caso, também deve-se ponderar o ajuste e complexidade de cada modelo.

Os critérios de selegao AIC (Akaike information criterion) e BIC (Bayesian
information criterion), apresentados a seguir, levam em considera¢ao ambos os fato-
res, ajuste e complexidade, para criar uma medida em que se possa basear a escolha

de um modelo em detrimento de outros.
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4.2.1 AIC e BIC

T) = (x1,29,...,27) de observacdes seja gerada por um

Suponha que a sequéncia x!
modelo f, desconhecido, e que esta sequéncia foi ajustada por duas familias de mo-
delos diferents, {g1 € G1} e {92 € G2}. O que se almeja é escolher, entre os dois
modelos, o que melhor representa as observagoes.

Este trabalho foca-se em duas formas de enfrentar a questao, uma com visao
frequentista e outra Bayesiana. A visao frequentista tenta quantificar a discrepancia
entre o modelo verdadeiro f e os modelos Gy e Gy, aquele cuja diferenga com o modelo

verdadeiro for menor é o escolhido. O critério AIC (Akaike information criterion)

quantifica esta diferenca da seguinte maneira:

AIC = —2logL(G) + 2p

= —2logL + 2p (4.5)

onde L = L(G) é a verossimilhanca do modelo G ajustado e p o nimero de parametros
do modelo.

A visao Bayesiana considera as probabilidades a priori do modelo f ser ori-
ginado por G; e (G2, os modelos aproximados e depois avalia as probabilidades a
posteriori dada as observacoes x(T). Este procedimento é feito pelo BIC (Bayesian

information criterion) dado por

BIC = —2logL(G) + plogT

= —2logL + plogT (4.6)

onde L e p sdo os mesmos que em (4.5) e T' é o ntiimero de observagoes.

Tanto o AIC quanto o BIC sao compostos por dois termos, o primeiro, igual
em ambos, mede o ajuste do modelo e decresce a medida que se aumenta a ordem m
do modelo. O segundo termo, 2p em (4.5) e plogT em (4.6), penaliza o aumento do
nimero de parametros, aumentando com a ordem do modelo. Para o BIC o aumento
do niimero de parametros tem mais peso que no AIC quando T' > e? = 7, 389. Nestes
casos, que sao mais comuns, o BIC favorece os modelos de ordem menor que o AIC.

Apesar do AIC e BIC serem uma forma de sele¢ao do modelo, Rydén [34]

ressalta que ambos nao fornecem informacao sobre a confianga do modelo escolhido
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em relacao aos outros. Rydén apresenta o teste da razao de verossimilhanca como
alternativa, mas para o HMM nao existe uma distribuicao fechada para a estatistica
do teste, sendo assim necesséaria a utilizacao de técnicas de reamostragem, como o
bootstrap, para a estimacao desta distribuicao. Entretanto, Rydén mostra que o
gasto de tempo computacional pode chegar a 100h ao comparar modelos de ordem 3
e 4 usando 200 reamostragens, o que torna o processo exaustivo quando se tem um
nimero grande de modelos para comparar. Por isso este trabalho considera apenas o

AIC e o BIC para a selecao dos modelos.

4.3 Classificacao

O segundo objetivo deste trabalho, sendo o primeiro a estimacao dos sinais, é a clas-
sificacao dos sinais EEG para identificar qual figura estava sendo observada enquanto
os sinais eram captados. Em sistemas BCI (Brain-Computer Interfece), baseados em
sinais EEG, a utilizacao do HMM tem sido explorada por suas qualidades como clas-
sificador. Lotte et al [14] faz uma extensa revisao de algoritmos de classificagao para
BCI e destaca o HMM como um classificador dindmico e nao-discriminativo, o
que lhe permite captar as alteragoes temporais da sequéncia, e o torna mais eficiente
para rejeitar amostras duvidosas. O HMM faz parte de um conjunto de classificadores
Bayesianos nao-lineares.

Min e Luo [19], ao apresentarem aplica¢oes médicas da classificagao dos sinais
EEG, citam o HMM com um modelo possivel para modelar e classificar os sinais
EEG. Pfurtscheller e Neuper [24] e Obermaier et al. [21] utilizam o HMM para a
classificagao do EEG em sistemas BCI, Obermaier et al. ainda ressalta que o HMM
diminui o erro de classificagao comparado com discriminante linear. Zhong e Ghosh
[39] também fazem uso do HMM para classificar os sinais EEG, s6 que neste caso
apresentam a classificacao para dois eletrodos.

Além de sua utilizacao para a classificacdo, Xu et al. [38] e Oates et al. [20]

aplicam o modelo em analise de agrupamento para séries temporais.
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4.3.1 Meétodo para a classificacao

A classificagdo das sequéncias de observacoes é simples. Cada classe terd um mo-
delo com conjunto de parametros A, que foi previamente estimado. Uma sequéncia
x(T) seré classificada como de uma determinada classe k se a verossimilhanca desta
sequéncia para o modelo desta classe (L(x") | \;) = L) for maior que as verossi-
milhancas de todos os outros modelos das outras classes. Ou seja, para K classes, a

sequéncia x(T) é da classe k se
Lk>Ll, Z#kzl,Z,K (47)
Este trabalho pretende comparar a classificacao de duas maneiras:

i) as sequéncias serao classificadas segundo os modelos univariados estimados para
cada eletrodo. Isso permite avaliar a qualidade da classificacao dos eletrodos e

assim reconhecer aqueles que podem ser mais significativos para a classificagao.

ii) as sequéncias serdo classificadas baseadas na soma das verossimilhangas dos
modelos univariados, e com isso notar se esse método melhora a qualidade da

classificao comparando com os modelos univariados.

Outro ponto que serd avaliado é se a quantidade de sequéncias utilizadas na
estimacao afeta a qualidade da classificacao.

O exemplo a seguir exemplifica melhor o procedimento da classificacao.

Exemplo 4.1. Suponha trés modelos: A, B e C, todos HMM univariados. Os modelo
A e C sio de ordem 2 (m = 2) e o modelo B de ordem 3 (m = 3). As densidades
estado-dependente de todos os modelos sio normais (¢(x;p,0?)). E os parametros

dos madelos sao:
a) modelo A: densidades estado-dependente ¢1.4(x;0,1) € ¢oa(x;1,1),

0,6 0,4

6,4:(0,2 0,8> e 'y=
0,3 0,7

b) modelo B: densidades estado-dependente ¢y g(x;0,1), pop(x;1,1) e p3 p(x; —1,1),

0,1 0,7 0,2
532(0,2 0,2 0,6) e Tp=1|103 02 05
0,6 0,1 0,3
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¢) modelo C: densidades estado-dependente ¢y c(x;—1,1) € ¢poc(z;1,1),

502(0,5 0,5) .
0,3 0,7
sequéncia | origem L, Lp L¢ classificagao
1 A 6,75 x 1079 | 1,63 x 10770 | 4,65 x 107 A
14 A 2,04 x 1077 [ 2,79 x 1077 | 1,19 x 10773 B
104 B 2,37 x 1078 | 1,77 x 10770 | 5,99 x 10778 B
299 C 9,30 x 10786 | 1,55 x 10781 | 2,88 x 10~ ™ C
300 C 1,67 x 10786 | 1,01 x 10781 | 8,67 x 10778 C
Tabela 4.1: Resultados para 5 das 300 sequéncias geradas no Exemplo 4.1.

Foram geradas % 300 sequéncias de tamanho 100 (T = 100), 100 de cada
modelo, e calculadas ™ as verossimilhancas das sequéncias para cada modelo. A Tabela
4.1 mostra os resultados para as sequéncias 1, 14, 104, 299 e 300. Para exemplificar
o procedimento da classificagao observe os resultados da sequéncia 1/4: esta sequéncia
foi originada pelo modelo A, mas a maior verossimilhanc¢a foi obtida com o modelo

B, assim ela € classificada como do modelo B.

Modelo de | Classificacao
origem A B C
A 9 1 0
B 1 95 4
C 1 7 92

Tabela 4.2: Resultados da classificacao das 300 sequéncias do Exemplo 4.1.

A Tabela 4.2 apresenta o resumo das classificacoes. Note que, usando as
verossimilhancgas dos modelos HMM, foi possivel classificar corretamente 286 (99 +

95 4+ 92) das 300 sequéncias, ou seja, aproximadamente 95,33% das sequéncias.

Feitas todas as consideracoes tedricas e apresentado um exemplo do processo

de classificacao, o Capitulo 5 faz um estudo por simulacao para avaliacdo do método

6Utilizando a funcdo r.normal.hmm, Programa A.1 do Apéndice A.
"Utilizando a funcdo veross, Programa A.3 do Apéndice A.
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de estimacao proposto. No Capitulo 6 é realizado um estudo com dados reais obtidos
pelo Laboratério de imagens biopotenciais (BIM-Lab) da Universidade do Texas em

El Paso.
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Capitulo 5
Simulacao

Este capitulo apresenta a avaliagao do método de estimacao proposto: algoritmo EM
inicializado por N diferentes conjuntos de pontos iniciais; e a performance dos critérios
de selecao dos modelos: AIC e BIC. Neste estudo tenta-se apreender o comportamento
destes diante da variagao de trés parametros, a saber: a ordem dos modelos (m), o
numero de pontos das sequéncias (7'), e o nimero de sequéncias a serem utilizadas
na estimacao (.5).

A cada combinagao de parametros sao geradas R = 200 amostras que entao
sao estimadas sob as condic¢oes do estudo. Para tornar o processo mais agil usou-se
o conceito de programacao em paralelo, aqui focada no software livre R. A seguir
apresenta-se a idéia central deste tipo de programacao, o pacote R que permite sepa-
rar o processo em diferentes processadores e algumas dicas para o leitor que estiver

interessado em reproduzir estes conceitos neste ou em outro tipo de problema similar.

5.1 Programacao em Paralelo

Com o surgimento de computadores com muiltiplos processadores a programacao em
paralelo tem se tornado foco de interesse de pesquisadores, estudantes e até empresas
que precisam lidar com volumes grandes de dados e operagoes. Muitos podem ter
a ingenuidade de pensar que basta possuir um destes computadores com 2, 3, ...,
processadores que todos os seus problemas terao acabado, mas a solu¢ao pode nao

ser tao simples, pois programas como o R e o SAS nao sao capazes de sozinhos dividir
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entre processadores as tarefas a serem realizadas.

Neste trabalho todas as fungoes utilizadas para a estimacao foram implemen-
tadas no R, e neste programa o pacote snow possui as fungoes necessarias para a
programagao em paralelo. Para quem tiver interesse Rossini et al. [33], e mais recen-
temente McCallum e Weston [16], sdo boas referéncias sobre o assunto.

Dentro da programagao, o ponto em que se divide as tarefas entre os multiplos
processadores pode ser diferente, e vai depender, basicamente, das caracteristicas e dos
objetivos do estudo. No mundo estatistico, os exemplos mais comuns de programacao
em paralelo sao os que envolvem reamostragem, especificamente o bootstrap, proce-
dimento que pode consumir muito tempo de processamento e em que sao facilmente
aplicados os conceitos de programacao em paralelo.

Suponha que deseja-se simular uma amostra com 100.000 elementos indepen-
dentes de uma determinada distribuicao. Este problema pode ser resolvido de duas

maneiras:
A) sem dividir em diferentes processadores; ou

B) dividindo as 100.000 tarefas entre os processadores.

master slaves

=P O 11000
/-bn 1 ] o
“
O‘\
2 -~
o = Q-0
n 3 ol:l
F
wo([:] o0

Figura 5.1: Exemplo da distribui¢ao de tarefas em diferentes processadores.

Imagine que a méquina em que se esta trabalhando tenha 4 processadores. A
Figura 5.1 descreve visualmente as solucoes A e B para o problema em questao. A
maquina central é chamada de master e os processadores em que se divide as tarefas

sao chamados de slaves. O mecanismo que divide as tarefas (indicado pelas setas
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azuis) e faz a comunica¢ao master-slaves nao estd visivel aos olhos do usuério e pode
ser de trés tipos: sockets, MPI e PVM.

Neste exemplo ao invés de gerar 1 ponto por vez geram-se 4 pontos. Assim
no lugar de 1 amostra de tamanho 100.000, geram-se 4 amostras de tamanho 25.000
simultaneamente. Isso é possivel pois temos uma amostra de elementos independentes
e pode-se dividi-la e depois uni-la sem problemas. Mas, cuidado! Os processadores
“virtuais” sao apenas copias de um verdadeiro. Se este for o caso, o processador
“virtual” apenas gera cépias dos pontos gerados pelo processador verdadeiro. Uma
maneira de resolver este problema é usando sementes (seeds) diferentes para cada
processador.

Por outro lado, para problemas que envolvem operacoes matematicas, por
exemplo, nao é preciso ter a mesma precaucao. Para que se entenda melhor, suponha
um polindémio p(z) = ax® + bz + ¢ e dois pontos y; e Y, como o objetivo é obter
os valores p(y1) e p(ya) é possivel “enviar” cada ponto para processadores diferentes
onde o polinomio serd calculado.

Finalmente, em alguns problemas, como o HMM, os elementos da sequéncia
nao sao independentes, e por isso, nao é possivel desmembra-la em diversos processa-
dores. Como a ordem dos elementos é importante, a sequéncia inteira deve ser gerada
de uma vez. E, para evitar sequéncias repetidas, no caso de haver processadores
virtuais, as sequéncias sao geradas antes de dividir o procedimento em diferentes pro-
cessadores. A divisao é feita para o processo de estimacao, que é o procedimento mais
dispendioso, pois para cada amostra sao realizadas N = 50 estimacoes pelo algoritmo
EM com o propésito, ja discutido, de evitar os pontos de maximo locais.

Neste estudo foram utilizados os computadores do sistema Virgo2! da UTEP.
Neste sistema cada computador possui 8 processadores. As fungoes avalia.estima

e avalia.AICeBIC (Programas A.12 e A.13, do Apéndice A) sdo organizadas nos

10 Virgo2 é um Beowulf cluster (clusters de desempenho escaldveis, baseados numa infraestrutura
de hardware comum, rede privada e software open source como o Linux) construido em 2007-2008. O
Virgo2 é constituido por um computador frontend, que faz contato com o usuéario, e 23 computadores
que sao os nés. Cada um destes computadores possui 2 processadores Intel Xeon E5430 2.66 GHz, 8
GB de memodria principal e 917 GB de espaco em disco. Os computadores nés sao contectados com

o frontend por uma conexao Gigabit Ethernet. E o sistema operacional é o Rocks 5.
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seguintes passos:

- Passo 1) Gera-se nc = 8 amostras, cada amostra tem a seguinte configuragao:
S sequéncias de tamanho 7" de um modelo HMM com m estados ocultos e
densidades estado-dependentes normais. Para cada valor de m foi escolhido um

tinico conjunto de parametros 8, T, p; e 02 (i =1,2,...,m).

i

- Passo 2) Cada amostra ¢ estimada em um processador e seus resultados sao

guardados.

- Passo 3) Os passos 1 e 2 sdo repetidos até que se alcance R = 200 amostras

estimadas, ou seja, 1 e 2 sao repetidos 25 vezes.

Ao término das simulagoes, as R = 200 estimativas obtidas para os parametros
do modelo HMM sao analisadas para verificar quais configuragoes da amostra, ou seja,
quantas sequéncias e quais os tamanhos destas, geram os melhores resultados para a
estimacao de modelos HMM de diferentes ordens.

Diante dos recursos disponiveis (tempo e maquina), este procedimento se mos-
trou mais eficiente. Em problemas diferentes e com recursos diferentes, outros proce-

dimentos podem ser recomendaveis.

5.2 Parametros do modelo HMM e escolha dos va-

loresde T e S

Em Zhong e Ghosh [39] os sinais utilizados no estudo tinham aproximadamente 250
pontos e em Xu et al. [38] os sinais tinham 200 pontos. Por isso um dos valores do
parametro 1" escolhido foi 250. Mas, deseja-se saber o que acontece com a estimacao
dos parametros nos casos em que o numero de pontos é menor (100) do que vem
sendo utilizado. Dessa forma os valores escolhidos para o parametro T foram iguais
a: 100 e 250.

J& para o nimero de sequéncias foram utilizadas S iguais a 1 e 2. A principal
razao para esta escolha é que no experimento a ser estudado no Capitulo 6, onde

para cada estimulo existem 4 sequéncias, é preciso ao menos uma sequéncia do sinal
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para estimar cada um dos 10 estimulos estudados, e deseja-se ao menos 20 sinais para
avaliar a classificacao.

Para avaliar os critérios de selagao dos modelos AIC e BIC, nao basta estimar
o modelo para a ordem que se conhece verdadeira, deve-se também estima-lo para
ordens diferentes. Com isso é possivel saber nao somente se o critério erra na escolha
da ordem, mas ao errar este escolhe ordens maiores ou menores do que a correta.
Assim, no momento da avaliacao desses critérios para cada valor verdadeiro de m as
amostras sao estimadas para modelos de ordens m—1, m e m+1, quando possivel, ja
que a ordem deve ser no minimo 1. E, para cada ordem m do HMM foram definidos

valores para os parametros 8, ', j; e 02 (i = 1,2,...,m). Estes sdo:
- m=1: No caso de m = 1 a distribuicao inicial e a matriz de transicao sao,
obviamente, o escalar 1. Assim temos,

6:1, F:]_, € Mlzov 0‘%:1

E o intervalo dos valores de m para os quais as amostras sao estimadas é m =
{1,2}.
- m = 2: Para m = 2 temos os valores

0,4 0,6 =0, of=1
6:(073 O;?)) I‘: ? € ILLl ' °
0,7 0,3 pp=1, o2=2

E o intervalo dos valores de m para os quais as amostras sao estimadas é m =

{1,2,3}.

- m = 3: Para m = 3 temos os valores

0,6 0,2 0,2 p=-1, o?=2
62(0,3 0,5 0,2), =] 04 04 02 |, ¢ jp=0, o2=1.
0,1 0,3 0,6 ps=1, o2=1

E o intervalo dos valores de m para os quais as amostras sao estimadas é m =

{2,3,4}.
- m =4: Para m = 4 temos os valores
52(0,2 0,3 0,1 O,4>,
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0,2 0,2 0,2 0,4 p=-2, 02=0,5

0,3 0,1 0,5 0,1 po=—1, o3=1
I' = , e

0,1 0,4 0,2 0,3 s =0, o2 =1

0,1 0,3 0,4 0,2 g =1, 03 =2

E o intervalo dos valores de m para os quais as amostras sao estimadas é m =

(3,4,5).

- m =5: Para m = 5 temos os valores

6:(0,2 0,1 0,1 0,3 0,3),

0,3 0,2 0,2 0,1 0,2 [h=-2, 02=0,5
0,1 0,3 0,2 0,1 0,3 fy=—1, o2=1
'=]02 01020302/, e p3=0, o2=1
0,1 0,1 0,4 0,2 0,2 pi=1, o2=0,5
0,2 0,2 0,2 0,3 0,1 ps=2, o2=1

E o intervalo dos valores de m para os quais as amostras sao estimadas é m =

{4,5,6}.

As segOes seguintes apresentam os resultados obtidos nas simulagoes.

5.3 Avaliacao da estimacao

Para cada modelo de ordem m, e combinacao dos parametros S e T', foram estimadas
R = 200 amostras dos modelos. A estimagao é realizada utilizando o algoritmo EM
inicializado por N = 50 diferentes conjuntos de pontos iniciais 60 1O ,ul(-o) e (02)0)
1=1,2,...,m.

A seguir apresentam-se os resultados obtidos para cada modelo de ordem m.

5.3.1 Ordem m =1

Para um modelo de ordem m = 1 nao faz sentido estudar os parametros d e I, ja
que ambos sao iguais a 1, ou seja, tem-se uma amostra i.i.d.. Aqui apenas a média e

a variancia da distribuigao normal sao avaliadas.
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Média

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,003 0,105 -0,206 0,213
1 0 100 2 0 0,066 -0,132 0,132
250 1 | -0,002 0,068 -0,138 0,134
250 2 | 0,001 0,046 -0,092 0,093

Tabela 5.1: Resumo dos valores obtidos para a média com m = 1.

As Tabelas 5.1 e 5.2 mostram o comportamento das estimativas dos parametros
avaliados, contendo o valor verdadeiro do parametro, a média e erro padrao das
estimativas, e os limites inferior e superior do intervalo para o parametro. Os limites

sao construidos tomando a média das estimativas mais (e menos) duas vezes o erro

padrao.

Note que tanto para a média quanto para a variancia as médias das estima-
tivas estao préoximas dos valores verdadeiros e os intervalos construidos contém estes
valores. Perceba também que ao fixar o parametro 7' e aumentar o .S o erro padrao

das estimativas diminui. O mesmo ocorre ao fixar o S e aumentar o 7. Isso mostra

que estes aumentos melhoram a precisao dos parametros.

Média 1

N
|

.
_.
i

Estimativas para Média

I
J——

|
N

=

|
N

T T
5=1,T=100 §=2T=100

Figura 5.2: Box-plots das estimativas e intervalos para a média, com m =1

Os graficos das Figuras 5.2 e 5.3 possibilitam ver a distribuicao das estimativas

dos dois parametros por meio de box-plots e a posi¢ao dos valores verdadeiros dos

T T
5=1T1=250 §=2T=250

Média 1

Intervalo para Média
0.0
I
T
T
1
]
1
1
]
1
T
]
1
1
]
1
1
L]
1
1
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T
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Variancia

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,988 0,151 0,687 1,289
o? 0 100 2| 1,004 0,109 0,786 1,223
250 1 | 1,003 0,084 0,835 1,172
250 2| 0,999 0,068 0,864 1,134

Tabela 5.2: Resumo dos valores obtidos para a variancia com m = 1.

Variancia 1 Variancia 1

Estimativas para Variancia
Intervalo para Variancia

|
N

I
N 5

T T T T T T T T
5§=1,T=100 5§=2,T=100 5=1T=250 5=2,T=250 5=1T=100 5=2,T7=100 5=1,T=250 5=2,T=250

Figura 5.3: Box-plots das estimativas e intervalos para a variancia, com m = 1

parametros nos intervalos construidos e nos box-plots.

5.3.2 Ordem m =2

Para os parametros relacionados as densidades estado-dependentes normais note, pe-
las Tabelas 5.3 e 5.4, que ao fixar o parametros 1" e aumentar o parametros S o erro
padrao das estimativas diminui em todos os casos. Agora, quando fixa-se o parametro
S e aumenta-se o parametro T' o erro padrao sé nao diminui para a média ps.

As Figuras 5.4 e 5.5 contém os graficos box-plots das estimativas e o intervalo

para os parametros ju; e 07, i = 1,2. Note, pelo box-plot para a média ps que o erro
padrao para o caso S = 2 e T' = 250 aumentou por causa dos dois outliers destacados

no gréfico.

61



Médias

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T média erro padrao | inferior superior
100 -0,143 0,53 -1,204 0,918
1 0 100 -0,053 0,42 -0,892 0,786
250 -0,038 0,406 -0,85 0,773
250 0,009 0,249 -0,489 0,508
100 1,569 0,963 -0,357 3,495
142 1 100 1,489 0,92 -0,35 3,329
250 1,583 1,023 -0,464 3,63
250 1,58 0,909 -0,238 3,398

Tabela 5.3: Resumo dos valores obtidos para as médias com m = 2.

Variancias
valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T média erro padrao | inferior superior
100 0,823 0,52 -0,218 1,863
o? 1 100 0,901 0,427 0,048 1,755
250 0,926 0,475 -0,023 1,876
250 0,943 0,355 0,234 1,653
100 1,452 1,243 -1,033 3,937
o3 2 100 1,49 0,769 -0,048 3,028
250 1,507 1,079 -0,651 3,664
250 1,544 0,649 0,246 2,841

Tabela 5.4: Resumo dos valores obtidos para a variancias com m = 2.
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Box-plots das estimativas e intervalos para as médias p; e o, com m = 2

Pela Tabela 5.5, que contém os resultados obtidos para a distribuicao inicial

4, note que as médias das estimativas nao estao préximas dos valores reais. Levando

em consideragao que estes sao valores que variam no intervalor [0, 1], os erros padroes

observados sao elevados, e por isso, mesmo que os intervalos contenham os valores ver-

dadeiros dos parametros, nao é sensato dizer que estas sao boas estimativas. Isso faz

sentido pois, para os casos S =1 e S = 2, apenas 1 e 2 observagoes, respectivamente,

sao utilizadas para a estimacao destes parametros.

A Figura 5.6 contém os graficos box-plots das estimativas e intervalos para os

parametros d;, ¢ = 1, 2, note por eles que a caixa dos box-plots compreendem todo o

intervalo [0, 1].
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Figura 5.5: Box-plots das estimativas e intervalos para as variancias o7 e 03, com

m=2

As Tabelas 5.6 e 5.7 possuem os resultados obtidos para as probabilidades de
transicao 7;;. Note por elas, que as médias das estimativas para as probabilidades
v1., da Tabela 5.6, nao estao proximas dos valores verdadeiros. Ja as médias das
estimativas das probabilidades 7, estao mais poximas dos valores verdadeiros.

Para as probabilidades de transicao o erro padrao diminui com o aumento dos
parametros T e S, com excessao do parametro 7,5 cujo erro padrao aumenta quando
S =1 é fixo e o parametros T aumenta. As Figuras 5.7 e 5.8 contém os graficos

box-plots para as estimativas e intervalos para os parametros v;;, ¢,7 = 1, 2.
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Figura 5.6: Box-plots das estimativas e intervalos para as distribui¢oes iniciais d; e

09, com m = 2

5.3.3 Ordem m =3

A Tabela 5.8 resume os resultados obtidos para os parametros p;, ¢ = 1,2,3, e a
Figura 5.9 contém os box-plots para as estimativas e os intervalos para as médias das
trés densidades normais. Pela Tabela nota-se que a média das estimativas para us
esta longe do valor verdadeiro do parametro.

Pela Tabela 5.8, também percebe-se que para os valores: (u1, S =2eT = 250),
(p2, S=1eT =100) e (3, S =1 e T = 250), os erros padroes nao diminuem com o
aumento dos parametros S e T'. Nestes casos ¢ possivel notar pelos graficos box-plots

que os erros padroes foram maiores por causa da presenga de pontos outliers.
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Distribuigao Inicial (9)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,505 0,501 -0,497 1,507
01 0,3 100 2| 0,498 0,461 -0,423 1,42
250 1| 0,545 0,499 -0,453 1,543
250 2| 0,527 0,454 -0,38 1,435
100 1| 0,495 0,501 -0,507 1,497
02 0,7 100 2| 0,502 0,461 -0,42 1,423
250 1| 0,455 0,499 -0,543 1,453
250 2| 0,473 0,454 -0,435 1,38

Tabela 5.5: Resumo dos valores obtidos para a distribuigao inicial com m = 2.

Probabilidades de Transigao (v1.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,53 0,346 -0,161 1,222
Y11 0,4 100 2| 0,513 0,339 -0,164 1,191
250 1| 0,534 0,358 -0,182 1,249
250 2 | 0,549 0,321 -0,093 1,192
100 1| 047 0,346 0,222 1,161
Y12 0,6 100 2| 0,487 0,339 -0,191 1,164
250 1| 0,466 0,358 -0,249 1,182
250 2 | 0,451 0,321 -0,192 1,093

Tabela 5.6: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao =,

com m = 2.
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Probabilidades de Transicao (v2.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T média erro padrao | inferior superior

100 0,639 0,355 -0,072 1,35

Va1 0,7 100 0,685 0,345 -0,005 1,375
250 0,698 0,328 0,041 1,354

250 0,723 0,306 0,111 1,335

100 0,361 0,355 -0,35 1,072

Y22 0,3 100 0,315 0,345 -0,375 1,005
250 0,302 0,328 -0,354 0,959

0,3 250 0,277 0,306 -0,335 0,889

Tabela 5.7: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao s,

com m = 2.

Médias
valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T média erro padrdo | inferior superior

100 -1,709 0,924 -3,557 0,138

1 -1 100 -1,632 0,88 -3,393 0,128
250 -1,68 0,921 -3,521 0,162
250 -1,715 1,069 -3,853 0,424
100 -0,18 0,6 -1,38 1,021

142 0 100 -0,253 0,647 -1,548 1,041
250 -0,123 0,575 -1,273 1,028
250 -0,223 0,562 -1,347 0,9
100 1,141 0,571 -0,001 2,282

43 1 100 1,095 0,553 -0,01 2,201
250 1,074 0,572 -0,07 2,218
250 1,063 0,491 0,082 2,045

Tabela 5.8: Resumo dos valores obtidos para as médias com m = 3.
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Figura 5.7: Box-plots das estimativas e intervalos para as probabilidades de transicao

Y1, com m = 2

Para as variancias das trés densidades normais, nota-se pela Tabela 5.9 que as

médias das estimativas para o} estao mais longe do valor verdadeiro. O erro padrao

para o caso em que o;, T = 250 ¢ S = 2 ¢ o maior, novamente pela presenga de

outlier, que pode ser observado na Figura 5.10.

Pela Tabela 5.10 nota-se que as médias das estimativas estao mais préximas

dos valores verdadeiros, e que os erros padroes diminuem com o aumento de T e S,

com excessao do caso d; quando fixa-se S = 1 e aumenta o valor de 7. O mesmo

comportamento pode ser observado na Figura 5.11, que contém os graficos box-plots

e intervalos para os parametros.
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Variancias

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior

100 1| 1,084 0,76 -0,436 2,603

o? 2 100 2| 1,248 0,761 -0,275 2,771
250 1| 1,373 0,694 -0,014 2,76
250 2| 1,454 0,873 -0,292 3,2
100 1| 0.817 0,829 -0,84 2,475

o3 1 100 2| 0.891 0,822 -0,754 2,535
250 1| 0.823 0,64 -0,458 2,103
250 2| 0.892 0,587 -0,282 2,065
100 1| 0,748 0,525 -0,302 1,797

o3 1 100 2| 0,781 0,465 -0,149 1,711
250 1| 0,859 0,468 -0,077 1,794
250 2| 0,856 0,387 0,082 1,629

Tabela 5.9: Resumo dos valores obtidos para a variancias com m = 3.

Distribuicao Inicial (§)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,255 0,437 -0,619 1,129
01 0,3 100 2| 0,235 0,373 -0,511 0,981
250 1| 0,275 0,448 -0,62 1,17
250 2 | 0,265 0,401 -0,537 1,067
100 1| 0,39 0,489 -0,588 1,368
02 0,5 100 2| 0,426 0,452 -0,478 1,329
250 1| 041 0,493 -0,576 1,396
250 2| 0,384 0,45 -0,515 1,283
100 1] 0,355 0,48 -0,604 1,314
03 0,2 100 2| 0,339 0,417 -0,494 1,173
250 1| 0,315 0,466 -0,616 1,246
250 2| 0,351 0,434 -0,517 1,219

Tabela 5.10: Resumo dos valores obtidos para a distribuicao inicial com m = 3.
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Figura 5.8: Box-plots das estimativas e intervalos para as probabilidades de transicao

V2., com m = 2

Pelas Tabelas 5.11 e 5.12, e Figuras 5.12, 5.13 e 5.14 percebe-se que entre
os trés vetores de probabilidades de transicao 71, 72, € 3. 0 que possui as melhores
estimativas é o 3. Para este, a média das estimativas estao mais préximas dos valores
verdadeiros dos parametros e o comportamento do erro padrao é o esperado, ou seja,

diminui com o aumento dos parametros 7" e S.
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Probabilidades de Transigao (v1.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,39 0,306 -0,222 1,002
Y11 0,6 100 2| 0,427 0,307 -0,186 1,041
250 1| 0,448 0,311 -0,175 1,071
250 2 | 0,446 0,3 -0,154 1,045
100 1| 0,354 0,34 -0,327 1,035
Y12 0,2 100 2| 0,267 0,28 -0,293 0,828
250 1| 0,297 0,297 -0,296 0,891
250 2| 0,3 0,297 -0,294 0,894
100 1| 0,256 0,282 -0,308 0,819
Y13 0,2 100 2| 0,305 0,294 -0,284 0,894
250 1| 0,255 0,277 -0,298 0,808
250 2| 0,254 0,261 -0,267 0,775

Tabela 5.11: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao 4.,

com m = 3.
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Probabilidades de Transigao (v2.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,295 0,309 -0,323 0,914
a1 0,4 100 2| 0,331 0,302 -0,272 0,935
250 1| 0,333 0,294 -0,255 0,921
250 2 | 0,287 0,26 -0,233 0,807
100 1| 0,364 0,334 -0,303 1,031
Y22 0,4 100 2| 0,416 0,335 -0,254 1,085
250 1| 0,394 0,317 -0,239 1,027
250 2 | 0,468 0,305 -0,142 1,078
100 1| 0,341 0,321 -0,3 0,982
o3 0,2 100 2| 0,253 0,289 -0,326 0,832
250 1| 0,273 0,29 -0,306 0,853
250 2 | 0,245 0,235 -0,224 0,715

Tabela 5.12: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao s,

com m = 3.
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Probabilidades de Transigao (-ys.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior

100 1] 0,163 0,214 -0,266 0,591

Y31 0,1 100 2| 0,113 0,169 -0,224 0,45
250 1| 0,118 0,179 -0,239 0,475
250 2 | 0,096 0,152 -0,207 0,4
100 1| 0,375 0,345 -0,314 1,064

Y39 0,3 100 2| 0,344 0,287 -0,229 0,917
250 1| 0,367 0,306 -0,246 0,98
250 2| 0,33 0,264 -0,197 0,857
100 1| 0,463 0,321 -0,18 1,105

Y33 0,6 100 2| 0,542 0,291 -0,04 1,125
250 1| 0,515 0,307 -0,098 1,129
250 2| 0,574 0,266 0,042 1,105

Tabela 5.13: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao ~s.,

com m = 3.
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Médias

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T média erro padrao | inferior superior
100 -1,937 0,517 -2,971 -0,903
11 -2 100 -1,976 0,45 -2,876 -1,077
250 -1,956 0,41 -2,775 -1,137
250 -1,969 0,428 -2,824  -1,113
100 -0,849 0,515 -1,879 0,181
142 -1 100 -0,798 0,484 -1,766 0,169
250 -0,824 0,523 -1,87 0,223
250 -0,772 0,496 -1,763 0,219
100 0,311 0,5 -0,689 1,312
13 0 100 0,236 0,455 -0,675 1,146
250 0,171 0,497 -0,823 1,166
250 0,221 0,445 -0,669 1,11
100 1,67 0,859 -0,048 3,388
4 1 100 1,785 0,934 -0,084 3,654
250 1,75 0,85 0,051 3,449
250 1,684 0,883 -0,083 3,45

Tabela 5.14: Resumo dos valores obtidos para as médias com m = 4.

5.3.4 Ordem m =14

Pela Tabela 5.14 é possivel perceber que as médias das estimativas estao préximas
dos valores verdadeiros dos parametros pu;, ¢ = 1,2,3,4. Os casos em que 0 erro
padrao deveria diminuir com o aumento dos parametros T e S e isso nao ocorre, sao
justificados pelos outliers existentes?.

Pelos resultados obtidos para as variancias o2, i = 1,2, 3,4, contidos na Tabela
5.15, parecebe-se que para as trés primeiras variancias os resultados parecem adequa-
dos: as médias das estimativas estao proximas dos valores reais dos parametros e os

erros padroes diminuem com o aumento de 7" e S. Contudo, para a quarta variancia,

2

o;, as médias das estimativas estdo bem abaixo do valor verdadeiro (2).

2(s gréficos para a distribuicdo das estimativas podem ser obtidos sob consulta.
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Variancias

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,408 0,389 -0,37 1,186
o? 0,5 100 2| 0,439 0,389 -0,339 1,217
250 1 | 0,445 0,36 -0,275 1,166
250 2 | 0,427 0,313 -0,199 1,053
100 1| 0,754 0,737 -0,719 2,227
o3 1 100 2| 0,738 0,575 -0,412 1,888
250 1| 0,767 0,643 -0,519 2,053
250 2| 0,864 0,631 -0,398 2,127
100 1] 0,971 1,049 -1,126 3,068
o3 1 100 2 | 0,883 0,809 -0,734 2,5
250 1| 0,975 0,806 -0,638 2,588
250 2| 0,969 0,655 -0,341 2,279
100 1| 1,092 1,084 -1,076 3,261
o3 2 100 2 | 1,042 0,746 -0,451 2,534
250 1 | 1,066 0,729 -0,392 2,525
250 2 | 1,261 0,73 -0,199 2,722

Tabela 5.15: Resumo dos valores obtidos para a variancias com m = 4.
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Distribuicao Inicial ()

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T média erro padrao | inferior superior
100 0,325 0,47 -0,614 1,264
01 0,2 100 0,29 0,381 -0,473 1,052
250 0,305 0,462 -0,618 1,228
250 0,271 0,37 -0,469 1,01
100 0,235 0,425 -0,615 1,085
02 0,3 100 0,243 0,373 -0,504 0,989
250 0,175 0,381 -0,587 0,937
250 0,205 0,349 -0,493 0,903
100 0,185 0,389 -0,594 0,964
03 0,1 100 0,23 0,358 -0,487 0,947
250 0,26 0,44 -0,619 1,139
250 0,24 0,374 -0,508 0,988
100 0,255 0,437 -0,619 1,129
04 0,4 100 0,238 0,334 -0,431 0,906
250 0,26 0,44 -0,619 1,139
250 0,284 0,393 -0,503 1,071

Tabela 5.16: Resumo dos valores obtidos para a distribuicao inicial com m = 4.

Para a distribuicao incial, a Tabela 5.16 revela o comportamento esperado
para os erros padroes, mas as médias das estimativas nao parecem muito adequadas
para estimar os parametros.

Pelas Tabelas 5.17, 5.18, 5.19 e 5.20 nota-se que, apesar dos erros padroes di-

minuirem com o aumento de 1" e .S, as médias das estimativas nao parecem adequadas

para estimar as probabilidades de transigao.
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Probabilidades de Transigao (v1.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,219 0,232 -0,246 0,683
Y1 0,2 100 2| 0,224 0,207 -0,191 0,639
250 1| 0,223 0,218 -0,213 0,659
250 2 | 0,226 0,199 -0,172 0,624
100 1| 0,267 0,304 -0,342 0,876
Y12 0,2 100 2| 0,27 0,288 -0,306 0,845
250 1| 0,252 0,289 -0,326 0,831
250 2 | 0,244 0,287 -0,329 0,818
100 1| 0,309 0,308 -0,308 0,926
Y13 0,2 100 2| 0,275 0,291 -0,307 0,858
250 1| 0,29 0,281 -0,272 0,853
250 2| 0,278 0,289 -0,301 0,857
100 1| 0,205 0,261 -0,317 0,727
Y14 0,4 100 2| 0,231 0,242 -0,254 0,715
250 1| 0,234 0,251 -0,268 0,736
250 2| 0,252 0,254 -0,256 0,759

Tabela 5.17: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao 4.,

com m = 4.
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Probabilidades de Transigao (v2.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1] 0,271 0,302 -0,332 0,874
Vo1 0,3 100 2| 0,249 0,27 -0,292 0,789
250 1| 0,275 0,278 -0,282 0,831
250 2 | 0,305 0,265 -0,224 0,835
100 1| 0,248 0,296 -0,344 0,84
Y29 0,1 100 2| 0,279 0,299 -0,32 0,878
250 1| 0,257 0,292 -0,326 0,841
250 2 | 0,289 0,297 -0,305 0,883
100 1| 0,216 0,284 -0,352 0,784
Y23 0,5 100 2| 0,276 0,309 -0,341 0,893
250 1| 0,282 0,305 -0,327 0,892
250 2| 0,252 0,273 -0,294 0,799
100 1| 0,265 0,328 -0,391 0,921
Vo4 0,1 100 2| 0,196 0,279 -0,361 0,753
250 1| 0,185 0,263 -0,341 0,712
250 2 | 0,153 0,205 -0,257 0,563

Tabela 5.18: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao s,

com m = 4.
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Probabilidades de Transigao (-s.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,223 0,293 -0,364 0,81
Y31 0,1 100 2| 0,249 0,273 -0,296 0,794
250 1 | 0,208 0,241 -0,273 0,69
250 2 | 0,165 0,207 -0,249 0,578
100 1 0,3 0,335 -0,37 0,969
Y39 0,4 100 2| 0,263 0,3 -0,336 0,863
250 1| 0,315 0,333 -0,351 0,981
250 2 | 0,323 0,316 -0,31 0,956
100 1| 0,259 0,31 -0,361 0,878
33 0,2 100 2| 0,285 0,283 -0,281 0,852
250 1| 0,29 0,304 -0,317 0,897
250 2| 0,321 0,309 -0,298 0,94
100 1] 0,218 0,286 -0,353 0,79
V34 0,3 100 2| 0,203 0,268 -0,333 0,738
250 1| 0,186 0,236 -0,287 0,659
250 2| 0,191 0,247 -0,304 0,686

Tabela 5.19: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao ~s.,

com m = 4.
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Probabilidades de Transigao (v4.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1 0,214 0,291 -0,368 0,796
Y41 0,1 100 2| 0,179 0,25 -0,32 0,679
250 1| 0,198 0,256 -0,313 0,71
250 2| 0,171 0,236 -0,302 0,643
100 1] 0,332 0,344 -0,356 1,021
Y42 0,3 100 2| 0,36 0,341 -0,322 1,042
250 1| 0,324 0,33 -0,336 0,984
250 2| 0,357 0,319 -0,281 0,994
100 1] 0,319 0,329 -0,339 0,976
Y43 0,4 100 2| 0,302 0,325 -0,347 0,951
250 1| 0,322 0,308 -0,294 0,938
250 2| 0,316 0,308 -0,3 0,932
100 1] 0,135 0,201 -0,266 0,537
Va4 0,2 100 2| 0,158 0,198 -0,237 0,554
250 1 | 0,156 0,19 -0,225 0,536
250 2 | 0,156 0,19 -0,224 0,536

Tabela 5.20: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao 4.,

com m = 4.

80



5.3.5 Ordem m =5

Para as médias das cinco densidades normais percebe-se, pela Tabela 5.21 que as
médias das estimativas estao préximas dos valores verdadeiros e que, de modo geral,
os erros padroes diminuem com o aumento de T e S.

Ao observar a Tabela 5.22, nota-se que o comportamento dos erros padroes
segue o esperado, e que as médias das estimativas estao préximas dos valores verda-
deiros das variancias o7, i =1,2,3,4, 5.

Ja para a distribuicao inicial, pela Tabela 5.23, nota-se que as estimativas nao
sao adequadas, mesmo que os erros padroes tenham o comportamento esperado.

Agora, pelas Tabelas 5.24, 5.25, 5.26, 5.27 e 5.28, nota-se que as médias das
estimativas estao relativamente préximas dos valores verdadeiros das probabilidades

de transicao, e os erros padroes se comportam de maneira adequada.
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Médias

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T média erro padrao | inferior superior
100 -2,029 0,434 -2,897  -1,162
1 -2 100 -1,977 0,355 -2,687  -1,266
250 -2,017 0,372 -2,76 -1,274
250 -2,013 0,34 -2,694  -1,332
100 -0,894 0,616 -2,126 0,337
142 -1 100 -0,872 0,565 -2,001 0,257
250 -0,875 0,585 -2,045 0,295
250 -0,798 0,669 -2,137 0,54
100 0,204 0,555 -0,906 1,314
13 0 100 0,263 0,567 -0,872 1,397
250 0,214 0,535 -0,855 1,284
250 0,299 0,548 -0,797 1,396
100 1,117 0,406 0,306 1,929
14 1 100 1,151 0,413 0,326 1,976
250 1,13 0,391 0,348 1,912
250 1,154 0,42 0,314 1,995
100 2,167 0,602 0,963 3,371
15 2 100 2,146 0,595 0,955 3,336
250 2,188 0,643 0,903 3,473
250 2,269 0,646 0,977 3,562

Tabela 5.21: Resumo dos valores obtidos para as médias com m = 5.
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Variancias

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1] 0,413 0,355 -0,297 1,123
o? 0,5 100 2| 0,458 0,38 -0,301 1,217
250 1| 0,452 0,28 -0,108 1,012
250 2 | 0,477 0,327 -0,177 1,131
100 1| 0,73 0,81 -0,889 2,35
o3 1 100 2| 0,711 0,558 -0,405 1,827
250 1 | 0,761 0,791 -0,822 2,344
250 2| 0,668 0,565 -0,461 1,798
100 1| 0,668 0,888 -1,108 2,443
o3 1 100 2| 0,822 0,926 -1,029 2,674
250 1| 0,786 0,735 -0,684 2,257
250 2 | 0,958 0,822 -0,687 2,603
100 1| 0,72 0,755 -0,79 2,229
o2 0,5 100 2| 0,786 0,834 -0,881 2,453
250 1 | 0,806 0,779 -0,752 2,364
250 2| 0,722 0,624 -0,526 1,969
100 1| 0,634 0,598 -0,562 1,83
o2 1 100 2| 0,741 0,623 -0,505 1,987
250 1 | 0,644 0,559 -0,474 1,761
250 2 | 0,719 0,452 -0,185 1,624

Tabela 5.22: Resumo dos valores obtidos para a variancias com m = 5.
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Distribuicao Inicial (6)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 11| 0,19 0,393 -0,597 0,977
01 0,2 100 2| 0,21 0,307 -0,405 0,824
250 1| 0,195 0,397 -0,599 0,989
250 2| 0,138 0,259 -0,38 0,656
100 1| 0,19 0,393 -0,597 0,977
02 0,1 100 2| 0,15 0,3 -0,449 0,75
250 1| 0,195 0,397 -0,599 0,989
250 2 | 0,158 0,297 -0,435 0,752
100 1] 0,185 0,389 -0,594 0,964
03 0,1 100 2| 0,159 0,315 -0,471 0,789
250 1 0,2 0,401 -0,602 1,002
250 2| 0,211 0,347 -0,483 0,904
100 1] 0,225 0,419 0,612 1,062
04 0,3 100 2| 0,226 0,358 -0,489 0,942
250 1| 0,17 0,377 -0,583 0,923
250 2 | 0,217 0,354 -0,492 0,925
100 1] 0,21 0,408 -0,607 1,027
05 0,3 100 2 | 0,255 0,369 -0,482 0,992
250 1| 0,24 0,428 -0,616 1,096
250 2 | 0,276 0,363 -0,45 1,003

Tabela 5.23: Resumo dos valores obtidos para a distribuicao inicial com m = 5.
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Probabilidades de Transigao (v1.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,238 0,216 -0,194 0,67
Y11 0,3 100 2 | 0,255 0,207 -0,159 0,669
250 1| 0,243 0,186 -0,13 0,615
250 2| 0,281 0,193 -0,105 0,667
100 1| 0,236 0,273 -0,31 0,781
Y12 0,2 100 2| 0,23 0,259 -0,287 0,748
250 1| 0,256 0,268 -0,281 0,793
250 2| 0,221 0,229 -0,237 0,678
100 1| 0,196 0,264 -0,331 0,724
Y13 0,2 100 2| 0,165 0,22 -0,275 0,605
250 1| 0,184 0,23 -0,276 0,643
250 2| 0,175 0,231 -0,286 0,636
100 1| 0,163 0,218 -0,273 0,6
Y14 0,1 100 2| 0,159 0,233 -0,306 0,624
250 1| 0,16 0,214 -0,267 0,588
250 2| 0,166 0,217 -0,269 0,6
100 1| 0,166 0,208 -0,25 0,583
Y15 0,2 100 2 | 0,191 0,22 -0,249 0,631
250 1| 0,157 0,183 -0,208 0,523
250 2| 0,158 0,181 -0,204 0,519

Tabela 5.24: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao 4.,

com m = 5.
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Probabilidades de Transigao (v2.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,194 0,248 -0,302 0,69
Y21 0,1 100 2| 0,213 0,256 -0,299 0,725
250 1| 0,212 0,224 -0,237 0,66
250 2| 0,193 0,211 -0,23 0,615
100 1| 0,186 0,25 -0,314 0,686
Y22 0,3 100 2| 0,17 0,22 -0,269 0,61
250 1| 0,144 0,191 -0,238 0,525
250 2| 0,168 0,205 -0,242 0,578
100 1| 0,212 0,291 -0,37 0,794
Y23 0,2 100 2| 0,208 0,273 -0,338 0,755
250 1| 0,208 0,249 -0,29 0,707
250 2| 0,196 0,241 -0,287 0,679
100 1 | 0,201 0,282 -0,362 0,765
Vo4 0,1 100 2| 0,197 0,272 -0,347 0,74
250 1] 0,241 0,289 -0,338 0,82
250 2| 0,248 0,277 -0,305 0,802
100 1| 0,206 0,263 -0,319 0,732
Y25 0,3 100 2| 0,211 0,261 -0,311 0,734
250 1| 0,196 0,234 -0,273 0,664
250 2| 0,195 0,247 -0,3 0,689

Tabela 5.25: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao s,

com m = 5.
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Probabilidades de Transigao (+s.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,208 0,274 -0,341 0,757
Y31 0,2 100 2 | 0,154 0,214 -0,274 0,581
250 1| 0,145 0,217 -0,288 0,578
250 2| 0,172 0,211 -0,249 0,594
100 1| 0,192 0,274 -0,357 0,741
Y32 0,1 100 2| 0,176 0,25 -0,324 0,676
250 1| 0,176 0,262 -0,348 0,701
250 2| 0,179 0,234 -0,289 0,648
100 1| 0,187 0,249 -0,31 0,684
Y33 0,2 100 2| 0,241 0,287 -0,333 0,814
250 1| 0,263 0,298 -0,333 0,859
250 2| 0,212 0,258 -0,303 0,728
100 1| 0,256 0,312 -0,368 0,88
V34 0,3 100 2| 0,237 0,285 -0,332 0,806
250 1| 0,224 0,286 -0,348 0,796
250 2| 0,231 0,268 -0,305 0,767
100 1| 0,157 0,237 -0,317 0,631
Y35 0,2 100 2| 0,192 0,252 -0,312 0,696
250 1| 0,192 0,246 -0,299 0,684
250 2| 0,205 0,242 -0,278 0,688

Tabela 5.26: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao ~s.,

com m = 5.
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Probabilidades de Transigao (v4.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S | média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,179 0,263 -0,346 0,704
Y41 0,1 100 2| 0,16 0,216 -0,271 0,591
250 1| 0,173 0,213 -0,253 0,6
250 2| 0,18 0,199 -0,217 0,577
100 1 0,2 0,272 -0,345 0,745
Y42 0,1 100 2| 0,223 0,264 -0,304 0,75
250 1| 0,205 0,263 -0,321 0,732
250 2| 0,21 0,248 -0,287 0,706
100 1| 0,198 0,27 -0,342 0,738
Y43 0,4 100 2| 0,216 0,27 -0,324 0,756
250 1| 0,228 0,28 -0,331 0,788
250 2| 0,203 0,26 -0,316 0,722
100 1| 0,201 0,259 -0,318 0,719
Va4 0,2 100 2| 0,223 0,248 -0,272 0,718
250 1| 0,225 0,255 -0,284 0,735
250 2| 0,241 0,253 -0,264 0,747
100 1 | 0,222 0,299 -0,375 0,82
V45 0,2 100 2| 0,178 0,254 -0,33 0,685
250 1| 0,196 0,234 -0,273 0,664
250 2| 0,166 0,221 -0,276 0,607

Tabela 5.27: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao 4.,

com m = 5.
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Probabilidades de Transigao (+s.)

valor ver- estimativas limites
parametro  dadeiro T S| média erro padrao | inferior superior
100 1| 0,199 0,252 -0,305 0,704
Y51 0,2 100 2 | 0,206 0,241 -0,276 0,688
250 1| 0,228 0,235 -0,242 0,698
250 2| 0,199 0,209 -0,219 0,617
100 1| 0,216 0,277 -0,338 0,771
Y52 0,2 100 2| 0,237 0,287 -0,338 0,811
250 1| 0,22 0,256 -0,292 0,733
250 2| 0,196 0,233 -0,271 0,663
100 1| 0,216 0,292 -0,368 0,799
Y53 0,2 100 2| 0,219 0,284 -0,349 0,787
250 1| 0,206 0,255 -0,305 0,716
250 2| 0,27 0,289 -0,309 0,849
100 1| 0,25 0,296 -0,342 0,842
V54 0,3 100 2| 0,248 0,27 -0,292 0,788
250 1| 0,235 0,26 -0,285 0,754
250 2| 0,231 0,248 -0,265 0,726
100 1 0,119 0,195 -0,271 0,508
Y55 0,1 100 2| 0,091 0,165 -0,24 0,421
250 1| 0,111 0,166 -0,221 0,442
250 2| 0,104 0,181 -0,259 0,466

Tabela 5.28: Resumo dos valores obtidos para a as probabilidades de transicao ~s.,

com m = 5.
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5.3.6 Comentarios gerais

De maneira geral percebe-se para todas as ordens, m = 1,2, 3,4,5, que aumentar o
tamanho das sequéncias (7') e o nimero de sequéncias (S) no processo de estimagao,
ou seja, aumentar o numero de observacoes, melhora a precisao dos estimadores.
Pode-se notar também que as distribuigoes iniciais sao os parametros com os piores
resultados. Mas isso faz sentido, pois, como dito antes, apenas 1 ou 2 (S = 1 ou
S = 2) observagoes sao utilizadas na estimagao.

Outro ponto que deve ser levado em consideracao é o nimero de parametros
a serem estimados: para m = 1, sao apenas 2 parametros; para m = 2, ja sao 7
parametros; para m = 3, sao 14 parametros; para m = 4, sao 23 parametros; e para
m = b, sao 34 parametros. E o nimero crescente de parametros a serem estimados
influencia de maneira negativa a qualidade da estimacao, uma vez que o ntimero de
observacoes utilizadas nao aumenta na mesma proporcao.

Note que o processo de estimacao implementado inicializa o algoritmo EM
com 50 conjuntos de pontos iniciais diferentes, e que isso também pode influenciar
a qualidade das estimativas obtidas. E natural pensar que talvez o aumento desse
nimero possa melhorar o processo. Contudo, deve-se levar em conta que o aumento
do numero de conjuntos iniciais para o algoritmo EM faz com que o tempo de pro-

cessamento também aumente.

5.4 Avaliacao dos critérios AIC e BIC

As Tabelas 5.29, 5.30, 5.31 e 5.32 contém a frequéncia e a porcentagem dos acertos
e erros cometidos pelos critérios de selecao AIC e BIC. Para os erros, elas também
indicam se o critério sugere um modelo de ordem menor (erro <) ou ordem maior
(erro >). Por estas Tabelas é possivel perceber que o aumento de observagoes, tanto
pelo aumento do tamanho das sequéncias (1) quanto pelo aumento do nimero de
sequéncias (5), melhora a porcentagem de acertos do critério AIC para todas as
ordens, m =1,2,3,4,5.

Ja o critério BIC sé piora com o aumento das observacoes, na verdade, nem

para os casos em que 7' = 100 e S = 1 este critério é adequado. Perceba que para
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AIC

(T =100, S = 1)

erro (<) acerto erro (>) total
m | freq. % freq. % freq. % freq. %
1 — — 147 73,5% | 53 26,5% | 200 100%
2 | 139 695% | 45 225% | 16 8% 200 100%
3| 172 86% 23 11,5% ) 2,5% | 200 100%
4 | 184  92% 16 8% 0 0% 200 100%
5| 185 92,5% | 14 ™% 1 0,5% | 200 100%
(T =100, S = 2)
erro (<) acerto erro (>) total
m | freq. % freq. % |freq. % |freq. %
1 — — 168 84% | 32 16% | 200 100%
2 | 100  50% 76 38% | 24 12% | 200 100%
3| 145 725% | 48  24% 7 3,5% | 200 100%
4 | 170 85% 28  14% 2 1% 200 100%
5 182  91% 18 9% 0 0% | 200 100%

Tabela 5.29: Resultado da avaliacao para o critério AIC para T" = 100 fixo, e S =1
eSS =2.

m = 3,4,5 o critério erra para uma ordem menor 100% das vezes. De fato, como foi
discutido na Secao 4.2, este critério, que leva em consideracao o tamanho amostral,
penaliza grandes amostras (veja expressao 4.6).

Para ambos os critérios a maior proporcao dos erros esta concentrada nos
modelos de ordem menor que a ordem verdadeira. E, pelos gréficos das Figuras 5.15,
5.16, 5.17, 5.18 e 5.19, fica clara a superioridade do critério AIC para a selecao da
ordem dos modelos, com excessao do caso m = 1, onde o critério BIC o superou.
Essa diferenca para a ordem m = 1 se deve pela tendéncia do critério BIC em indicar

ordens menores, sendo assim, o critério AIC ainda é o mais indicado.
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AIC
(T =250, S = 1)

erro (<) acerto erro (>) total
m | freq. % freq. % freq. % | freq. %
1 — — 164  82% 36 18% | 200 100%
2 74 37% 117 58,5% 9 4,5% | 200 100%
3| 163 81,5% | 35 175% 2 1% 200 100%
4 | 177 88,5% | 21  10,5% 2 1% 200 100%
5 | 186 93% 14 ™% 0 0% 200 100%

(T =250, S = 2)

erro (<) acerto erro (>) total
m | freq. % freq. % freq. % freq. %
1 — — 167 835% | 33 16,5% | 200 100%
2 52 26% 120  60% 28 14% | 200 100%
3 | 142 1% 50 25% 8 4% 200  100%
4 | 159  79,5% | 38 19% 3 1,5% | 200 100%
5 | 170 85% 23 11,5% 7 3,5% | 200 100%

Tabela 5.30: Resultado da avaliacao para o critério AIC para T" = 250 fixo, e S =1
esS =2
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Tabela 5.31: Resultado da avaliacao para o critério BIC para T' = 100 fixo, e S =1

eS =2

BIC

(T =100, S = 1)

erro (<) acerto erro (>) total
m | freq. % | freq. % freq. % freq. %
1| — — 177 88,5% | 23  11,5% | 200 100%
2 | 186  93% 14 ™% 0 0% 200 100%
3| 200 100% 0 0% 0 0% 200 100%
4 | 200 100% 0 0% 0 0% 200 100%
5| 200 100% 0 0% 0 0% 200 100%

(T =100, S = 2)

erro (<) acerto erro (>) total
m | freq. % freq. % freq. % | freq. %
1 — — 200  100,0% 0 0% | 200 100%
2| 197  98,5% 3 1,5% 0 0% | 200 100%
3| 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
4 | 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
5 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
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BIC
(T =250, S = 1)

erro (<) acerto erro (>) total

m | freq. % freq. % |freq. % | freq. %

1 — — 196  98% 4 2% | 200 100%
2 | 198  99% 2 1% 0 0% | 200 100%
3| 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
4 | 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
5 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
(T = 250, S = 2)
erro (<) acerto erro (>) total
m | freq. % freq. % | freq. % | freq. %
1| —  — |20 100%| 0 0% 200 100%
2| 199 99,5% 1 0,5% 0 0% | 200 100%
3| 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
4 | 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%
5 200 100% 0 0% 0 0% | 200 100%

Tabela 5.32: Resultado da avaliacao para o critério BIC para T' = 250 fixo, e S =1
esS =2
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Feitas todas as consideracoes teoricas e discutidos os resultados das simulagoes,
o capitulo seguinte apresenta as informacoes sobre o experimento, a coleta dados EEG,

e a estimacao e classificagao destes.
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Capitulo 6

Estimacao e Classificacao dos

Dados Reais

Neste capitulo aplicam-se os conceitos estudados e avaliados até o presente momento

na base de dados reais. A seguir apresenta-se os procedimentos da coleta dos dados

6.1 Base de Dados

A base de dados desta pesquisa foi coletada no Biopotentials Imaging Laboratory
(BIM Lab) da Universidade do Texas em El Passo, este laboratério tem se dedicado
a coleta e processamento de bipotenciais. O eletroencefalograma é s6 um dos sinais

com o qual o laboratério vem trabalhando.

Figura 6.1: Coleta dos dados EEG pelo BIM Lab - UTEP.
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Para esta pesquisa foram selecionados voluntarios, que deviam estar em ple-
nas condicoes fisicas e mentais. Qualquer problema de saude detectado eliminaria o
participante. O voluntdrio também estaria livre para abandonar o projeto quando
desejasse. Como os dados sao coletados de maneira nao invasiva (veja a Figura 6.1)
o procedimento nao oferece riscos aos participantes.

Apoés responder a um questiondrio inicial e verificar as condigoes fisicas do
voluntario, sao tomadas medidas da cabeca do participante para que os 128 eletrodos
sejam posicionados nos lugares corretos. Comega entao a coleta dos sinais EEG.

O voluntario, ja usando a touca, ird observar 10 figuras, apresentadas na
Figura 6.2, cada uma por quatro vezes, e em cada repeticao as figuras aparecem por
4 segundos. A ordem em que as figuras aparecem é aleatéria. Uma vez coletados os

sinais os voluntarios estao liberados.

e

Figura 1 Figura 4 Figura 5
I
N —
I
I
_ I
Figura 6 Figura 7 Figura 8 Figura 9 Figura 10

Figura 6.2: Figuras observadas durante o experimento para a coleta dos sinais EEG.

Para cada repeticao das figuras é registrado o sinal elétrico por 4 segundos.
Neste momento ¢é utilizada a transformada de Fourier para determinar a frequéncia
méaxima (fmax) do sinal registrado. Esta frequéncia encontrada determina a taxa
maxima de reamostragem (Tx):

Tx < )
= 2fmax

A taxa de reamostragem em processamento de sinais é o intervalo de tempo
usado para registrar os pontos do sinal, assim um sinal continuo passa a ser um con-

junto discreto de pontos. Por tanto, a frequéncia maxima obtida pela transformada
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de Fourier vai determinar o niimero minimo de pontos usados para representar todo
o sinal sem perder informagoes essenciais.

Alguns trabalhos tentam reduzir o nimero de pontos das sequéncias dividindo
a sequéncia em intervalos e utilizando os pontos médios ou medianas desses intervalos,
mas esse tipo de procedimento pode eliminar as variacoes que serao importantes para
o estudo.

Neste estudo utilizaremos os sinais EEG coletados para apenas um voluntério.
As quatro repeticoes, sequéncias dos pontos registrados, das figuras serao utilizadas

das seguintes maneiras:

i) a primeira sequéncia de cada figura é utilizada para a estimacao dos 10 mode-
los, e as trés sequéncias seguintes serao utilizadas para avaliar a qualidade da

classificagao, tendo assim 30 sequéncias para a classificacao; e

ii) as duas primeiras sequéncias sao utilizadas na estimagao e as duas seguintes

para avaliar a classificacao, tendo 20 sequéncias para a classificagao.

Com isso € possivel apreender como e se o numero de sequéncias na estimacao

altera os resultados da classificagao dos sinais.

6.2 Estimacao

Aqui estuda-se o comportamento de 21 dos 128 eletrodos presentes no estudo. A esco-
lha destes 21 eletrodos foi baseada nos resultados obtidos por Silva [35] que, utilizando
a técnica Support Vector Machine, identificou-os como sendo os mais significantes no
processo de classificacao dos sinais obtidos pelo estimulo visual aplicado no estudo.

A Figura 6.3 indica o posicionamento e o numero do eletrodo correspondente.
Estao em destaque os 21 eletrodos avaliados: 69 ao 74, 78 ao 80, 91 ao 96 e 101 ao 103.
Note que estes estao localizados na parte frontal da cabeca. Deve-se também ressaltar
que para este estudo o tamanho (7') das sequéncias estudadas é de 164 pontos, e os
dados foram multiplicados por 10°.

Como este trabalho utiliza os dados de apenas um individuo, essa avaliagao
nao permite encontrar indicios de um comportamento médio de todo o procedimento,

mas apenas uma primeira idéia de seu comportamento com dados reais.
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Figura 6.3: Posicionamento dos eletrodos no escalpo (visto de cima).

Para cada uma das 10 figuras, em cada um dos 21 eletrodos, é preciso encontrar
o modelo que representara esta figura no momento da classificacao, em duas situacgoes

diferentes:

i) utilizando a primeira repeti¢ao para a estimacao, tomando assim S =1 (S é o

nimero de sequéncias presentes na estimagao do modelo em questao); e

ii) utilizando as duas primeiras repetigoes, tomando assim S = 2.

Para encontrar o modelo desejado é preciso, nao somente determinar as esti-
mativas para o conjunto de parametros XA = (T, §, u, 0?), mas também encontrar a
ordem m do modelo. Por isso, para cada figura foram estimados 6 modelos diferentes
(m = {1, 2, 3,4, 5,6}). E, observando os valores obtidos no critério AIC (veja as
Secoes 4.2 e A.13), determina-se a ordem adequada do modelo.

Para exemplificar este processo envolvido na estimacao dos modelos de cada
figura observe o grafico da Figura 6.4. Este mostra os valores obtidos nos critérios AIC
e BIC para a figura 10 (veja Figura 6.2) no eletrodo 96. Note que para a estimagcao

com uma sequéncia, S = 1, a ordem indicada pelo critério AIC foi m = 4, o mesmo
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Figura 6.4: Valores dos critérios AIC e BIC para a estimacao do modelo da figura 10
no eletrodo 96, com S =1 e S = 2. Os pontos em vermelho indicam o valor minimo

obtido em cada critério.

ocorre para a estimacao com duas sequéncias, S = 2. Observe também que o cirtério
BIC indicou, nos dois casos, ordens menores para os modelos, m = 2 e m = 3,
respectivamente.

A seguir, nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, estao relacionadas as ordens, obtidas pelo
critério AIC, dos modelos de cada figura em cada eletrodo, para as configuragoes
S=1eS=2.

E possivel resumir as informacoes contidas nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, como na
Tabela 6.4. Por ela nota-se que, para ambos os casos S =1 e S = 2, a ordem dos
modelos varia de 2 a 5, mas no primeiro caso a maioria deles (47,6%) possui ordem
4, ja no segundo caso a maioria (49,5%) possui ordem 5. E, dos 210 casos (10 figuras
x 21 eletrodos), 59 deles o critério AIC indicou a mesma ordem para as esimac coes
com uma (S = 1) ou duas sequéncias (S = 2).

Uma vez que definem-se as ordens dos modelos deve-se usar as estimativas dos
seus parametros para obter os modelos que farao, posteriormente, parte do processo

de classificacao. Para exemplificar, apresentam-se a seguir os resultados obtidos das
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Eletrodo 69 Eletrodo 70 Eletrodo 71 Eletrodo 72

Figura | S=1 S=2|S5S=1 §=2|S5S=1 S=2|5=1 S=2
1 4 5 4 5 3 5 3 )
2 3 5 4 4 3 4 4 5
3 4 4 4 5 4 4 4 5
4 2 4 2 4 2 4 4 5
5 4 4 3 4 4 5 5 5
6 2 3 4 5 3 5 4 4
7 4 4 4 5 3 4 5 5
8 4 3 4 4 3 4 3 3
9 3 5 2 5 3 5 3 4
10 4 4 4 5 4 4 5 bt

Eletrodo 73 Eletrodo 74 Eletrodo 78 Eletrodo 79

Figura | S=1 S=2|S=1 §=2|5=1 S=2|5=1 S§=2
1 2 3 2 4 2 3 3 3
2 5 5 3 4 4 5 4 4
3 4 5 4 4 4 4 4 5
4 5 4 4 5 4 4 4 5
5 5 5 4 5 4 5 4 5
6 3 5 4 4 4 4 4 4
7 4 5 4 4 4 5 4 5
8 3 4 4 5 2 3 3 5
9 3 4 3 3 3 5 3 4
10 4 5 4 4 4 4 3 4

Tabela 6.1: Ordens dos modelos, obtidas pelo critério AIC, para os eletrodos 69 ao

74 e 78 ao 79.
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Eletrodo 80 Eletrodo 81 Eletrodo 82 Eletrodo 83

Figura | S=1 S=2|S5S=1 §=2|S5S=1 S=2|5=1 S=2
1 3 5 4 4 3 5 4 3
2 5 5 4 5 4 5 4 5
3 ) 5 5 5 4 4 3 4
4 4 5 3 5 3 ) 3 )
) 5 5 5 5 4 4 4 5
6 5 5 4 5 5 5 4 5
7 4 5 4 5 4 5 4 5
8 4 5 3 4 4 3 3 3
9 3 5 3 4 3 5 3 2
10 4 5 5 5 3 4 4 3

Eletrodo 91 Eletrodo 92 Eletrodo 93 Eletrodo 94

Figura | S=1 S=2|S=1 §=2|5=1 S=2|5=1 S§=2
1 2 3 3 4 4 4 3 3
2 4 5 3 4 4 5 5 5
3 5 5 5 5 5 5 5 5
4 4 4 4 5 5 5 4 4
5 5 5 4 5 4 5 4 5
6 5 4 4 4 4 5 3 5
7 5 5 4 > 4 5 3 5
8 4 3 4 3 3 3 2 3
9 2 3 2 3 3 4 3 3
10 3 4 3 4 5 5 5 4

Tabela 6.2: Ordens dos modelos, obtidas pelo critério AIC, para os eletrodos 80 ao
73 e 91 ao 94.
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Eletrodo 95 Eletrodo 96 Eletrodo 101

Figura | S=1 S=2|S=1 S§=2|S5S=1 §=2
1 4 5 3 3 3 3
2 4 5 4 3 4 5
3 5 5 3 5 4 5
4 4 4 4 4 3 4
5 5 5 4 5 4 5
6 3 5 3 3 3 3
7 4 4 5 5 2 4
8 4 3 3 3 2 3
9 3 4 3 3 3 3
10 4 4 4 4 5 4

Eletrodo 102  Eletrodo 103

Figura | S=1 S=2|S=1 S§=2
1 4 5 4 5
2 4 5 4 5
3 4 4 4 4
4 3 4 3 4
5 4 5 4 5
6 3 3 3 3
7 3 4 3 5
8 3 4 3 4
9 3 4 3 3
10 4 4 4 4

Tabela 6.3: Ordens dos modelos, obtidas pelo critério AIC, para os eletrodos 95, 96
e 101 ao 103.
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m

Figura | 1 2 3 4 5 6 Total
1 0 4(19,0%) 9 (42,9%) 8 (38,1%) 0 0] 21 (100%)
2 0 0 4 (19,0%) 14 (66,7%) 3 (14,3%) 0| 21 (100%)
3 0 0 2 (9,5%) 12 (57,1%) 7(33,3%) 0| 21 (100%)
4 0 3(14,3%) 6 (28,6%) 10 (47,6%) 2 (9,5%) 0| 21 (100%)
5 0 0 1(4,8%) 14 (66,7%) 6 (28,6%) 0| 21 (100%)
6 0 1(4,8%) 8(381%) 9(42,9%) 3 (14,3%) 0] 21 (100%)
7 0 14,8%) 4(19,0%) 13 (61,9%) 3 (14,3%) 0] 21 (100%)
8 0 3(14,3%) 10 (47,6%) 8 (38,1%) 0 0] 21 (100%)
9 0 3(14,3%) 18 (85,7%) 0 0 0] 21 (100%)
10 0 0 4 (19,0%) 12 (57,1%) 5 (23,8%) 0| 21 (100%)

Total | 0 15 (7,1%) 66 (31,4%) 100 (47,6%) 29 (13,8%) 0 | 210 (100%)

S=2
m

Figura | 1 2 3 4 ) 6 Total
1 0 0 8 (38,1%) 4 (19,0%) 9 (42,9%) 0| 21 (100%)
2 0 0 1(4,8%) 5(238%) 15 (71,4%) 0| 21 (100%)
3 0 0 0 8 (38,1%) 13 (61,9%) 0] 21 (100%)
4 0 0 0 12 (57,1%) 9 (42,9%) 0| 21 (100%)
5 0 0 0 3 (14,3%) 18 (85,7%) 0] 21 (100%)
6 0 0 5(23,8%) 6 (28,6%) 10 (47,6%) 0| 21 (100%)
7 0 0 0 6 (28,6%) 15 (71,4%) 0] 21 (100%)
8 0 0 12 (57,1%) 6 (28,6%) 3 (14,3%) 0| 21 (100%)
9 0 1(4,8%) 7(333%) 7(333%) 6(28,6%) 0| 21 (100%)
10 0 0 1(4,8%) 14 (66,7%) 6 (28,6%) 0| 21 (100%)

Total [0 1 (0%) 34 (16,2%) 71 (33,8%) 104 (49,5%) 0 | 210 (100%)

Tabela 6.4: Frequéncia das ordens dos modelos em cada figura, separadas por S =1

eS=2.
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estimativas dos modelos para a figura 6 no eletrodo 69*.

6.2.1 Estimativas dos parametros: Figura 6 - Eletrodo 69

Aqui apresenta-se as estimativas dos parametros para a figura 6 do estudo, no eletrodo

69, quando a estimagao é baseada em uma sequéncia (S = 1):
i) ordem do modelo: m = 2

ii) vetor de distribui¢ao inicial e matriz de transicao da CM associada ao modelo:

0.9093 0.0907

= ( 10 > e T'=
0.0584 0.9416

ii) parametros (u, 02),, i =1,...,m, das densidades normais:

%

(2, 6%), = (=7.0133, 22.1058) e (ji, 67), = (1.9819, 31.1458) .

Para o caso em que a estimagao foi baseada em duas sequéncias (S = 2), os

valores obtidas para as estimativas dos parametros foram;
i) ordem do modelo: m =3

ii) vetor de distribui¢ao inicial e matriz de transicao da CM associada ao modelo:

0.4813 0.2601 0.2586
3:(0 1 0) e T'=1| 04278 05722 0
0.0597 0.0363 0.9040

ii) parametros (u, 0%),, 1 =1,...,m, das densidades normais:

(11, 6%), = (—3.3063, 6.0482) , (fi, %), = (—9.5448, 16.5163)
e (i1, 6%), = (2.1121, 33.0458)..

Tendo estimado todos os 10 modelos, um para cada figura, o passo seguinte
é a classificacao das sequéncias que nao foram usadas para a estimacao. Com isso

pode-se avaliar a qualidade da classificagao baseada nos modelos HMM.

1Os resultados para as demais figuras e eletrodos podem ser conseguidos mediante contato com

a autora ou o orientador desta dissertagao
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6.3 Classificacao

As classes para a classificacao serao determinadas de 3 maneira (c.1, ¢.2 e ¢.3):

vy 7
/A
- /7 N N
Figura 1 Figura 2 \ \ mp» CLASSE 4
N N
) Figura 7 Figura 8
1234 x 4 63 X 3 = CLASSE 2
Figura 3 Figura 4 I —
— @ CLASSE 5
_ I
Figura 5 Figura 6

Figura 6.5: Classes da classificagao c.2.

7.2 2

Figura 1 Figura 2 Figura 5 Figura 6 - CLASSE 1
~ Q I —
S
% & e
Figura7 Figura 8 Figura 9 Figura 10
1234 x 4 63x3 @) CLASSE 2
Figura 3 Figura 4

Figura 6.6: Classes da classificagao c.3.

c.1) neste caso cada classe representa uma das figuras do estudo, tendo-se assim 10

classes;

c.2) uni-se as figuras parecidas em uma mesma classe, como mostrado na Figura 6.5,

configurando-se 5 classes para a classificacao;
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Classificacao

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1410 1 1 0 0 0 O O O
2/1 0 0 000 0 2 0 0
310 0 00 OO 1 0 0 2
Classe 4|0 1 1 0 0 0 1 0 0 O
de 5/0 1.0 1.0 0 0 1 0 0
Origem 6 |0 0 2 0 0 1 0 0O O O
710 01 001 01 0 O
810 0 0 O1 0 0 O 1 1
9/1 0 0 1 01 0 0 O0 O
(0 60 1101 0 0 0 O

Tabela 6.5: Classificacao das 30 sequéncias, eletrodo 70 com S = 1. Classes c.1.

c.3) separa-se as expressoes aritiméticas das outras figuras, como mostrado na Figura

6.6, gerando-se 2 classes para a classificagao.

Para cada eletrodo construiu-se as matrizes de classificacao nos trés casos
descritos em c.1, ¢.2 e ¢.3. A seguir apresenta-se como exemplo este procedimento

para o eletrodo 70:

c.1) Das Tabelas 6.5 e 6.6 pode-se notar que 2 de 30 (6,67%) e 4 de 20 (20%)
sequéncias foram classificadas corretamente para os casos S = 1 e § = 2,

respectivamente.

c.2) Das Tabelas 6.7 e 6.8 nota-se que para S = 1, 5 de 30 (16,67%) sequéncias foram
classificadas corretamente, ja para S = 2 foram classificadas corretamente 5 de

20 (25%) sequéncias.

c.3) Com estas classes foram classificadas corretamente 15 de 30 (50%) sequéncias,
para S =1, e 14 de 20 (70%) para S = 2. Estes resultados sdo observados nas
Tabelas 6.9 e 6.10.
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Classificacao

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
111 0 0 0 OO 0O OO0 1
2/1.0 01 0 0 0 0 0 O
310 0000 0 1 0 0 1
Classe 4|0 1 0 1 0 0 0 0 0 O
de 5110 0 00O 1 0 0 O
Origem 6 [0 0 0O O 0 1 1 0 O O
710 001 00 1 0 0 O
810 0 0OO1T 0 0 0 0 1
912 0 0 0O OO O 0 0 O
w1 0 0 001 00 0 O

Tabela 6.6: Classificacao das 20 sequéncias, eletrodo 70 com S = 2. Classes c.1.

Classificacao
1 2 3 4 5
112 2 0 2 0
Classe 212 1 0 2 2
de 310 3 1.1 0
Origem 4|0 1 2 1 2
501 3 2 0 O

Tabela 6.7: Classificacao das 30 sequéncias, eletrodo 70 com S = 1. Classes c¢.2.
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(Classificacao

1 2 3 4 5

1172 1 0 0 1

Classe 212 1 0 1 1
de 310 01 2 0
Origem 4|0 1 1 1 1
5/3 01 0 O

Tabela 6.8: Classificacao das 20 sequéncias, eletrodo 70 com S = 2. Classes c.2.

Classificacao

1 2

Classes de 1|14 9
Origem 2| 6 1

Tabela 6.9: Classificacao das 30 sequéncias, eletrodo 70 com S = 1. Classes c.3.

Classificacao

1 2

Classesde 1|13 2
Origem 2| 4 1

Tabela 6.10: Classificacao das 30 sequéncias, eletrodo 70 com S = 2. Classes c.3.
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Feito o mesmo procedimento para os 20 outros eletrodos, ou seja, classificando
as sequéncias restantes que nao foram utilizadas para a estimagao dos modelos, pode-
se resumir estas informacoes para que seja visivel a comparacao entre os eletrodos e
os casos S = 1 e S = 2 (segundo a proporgao de acertos obtidos). Na Tabela 6.11
estao em destaque as duas melhores porcentagens de classificacao correta para cada
combinacao de valores de S e conjunto de classes.

Pela observacao da Tabela 6.11 pode-se perceber os seguintes pontos:

i) A medida que o nimero de classes para a classificagdo diminui a qualidade da
classificacao melhora. Note ainda que para as classes c¢.3, que separam as figuras
das expressoes aritméticas, as porcentagens de acertos variam entre 50% e 90%

para S =1, e entre 45% e 85% para S = 2.

ii) Nao parece haver relagao entre a melhora ou piora da classificagdo com o au-
mento do nimero de sequéncias usadas na estimacao dos modelos, pois para
aproximadamente 43% e 56% dos casos o aumento do nimero de sequéncia

melhora e piora a classificao, respectivamente.

iii) Para S =1, os eletrodos 94 e 79 se destacam como os melhores classificadores.

J& para S = 2, os que se sobressaem sao os eletrodos 69 e 95.

Como dito na Secao 4.3, outra maneira de classificar é utilizando conjuntos
de eletrodos, para isso determina-se a classificacao por meio da soma das verossimi-
lhangas e também pela soma ponderada pela porcentagem de acertos obtidas em cada
eletrodo para c.1. Em um primeiro momento os eletrodos sao agrupados 3 a 3, como
mostra a Figura 6.7, formando 7 novos arranjos de eletrodos: E-1 (69, 70 e 71), E-2
(72, 73 e 74), E-3 (78, 79 e 80), E-4 (81, 82 e 83), E-5 (91, 92 € 93), E-6(94, 95 e 96) e
E-7(101, 102 e 103). Posteriormente, estes sao agrupados pelos seus posicionamentos
(esquerda, direita e centro), como na Figura 6.7. E por dltimo a classificagao é feita
para a soma de todos os eletrodos.

A Tabela 6.12 indica que a utilizacao das somas para a classificacao melhora
pouco a qualidade comparando com os eletrodos separadamente, e ponderar pela por-
centagem de acerto parece nao alterar a qualidade. Nota-se também que o conjunto

E-6, formado pelos eletrodos 94, 95 e 96, é o que melhor classifica. Entre os conjun-
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Porcentagem de Classificagao Correta

S=1 S=2
Eletrodo c.1 c.2 c.3 c.1 c.2 c.3
69 10% 20% 63.33% 20% 45% 80%
70 6.67%  16.67% 50% 20% 25% 70%
71 16.67% 30% 83.33% 10% 15% 85%
72 13.33% 16.67%  73.33% 15% 20% 70%
73 10% 20% 80% 15% 25% 50%
74 13.33% 16.67%  63.33% 10%  25%  75%
78 30% 30% 70% 5%  25%  75%
79 20% 33.33% 80% 5%  25%  70%
80 6.67%  13.33% 70% 5%  20%  75%
81 16.67% 26.67%  76.67% 10%  25%  55%
82 10% 20% 56.67% 15% 25% 70%
83 20%  26.67% 73.33% 5%  20%  70%
91 16.67% 20% 70% 10% 10%  70%
92 10% 30% 50% 5%  25%  70%
93 6.67% 20% 70% 10% 15%  45%
94 20% 33.33% 90% 15% 30% 60%
95 16.67% 36.67% 80% 15% 55% 85%
96 20% 26.67% 76.67% 15% 20% 75%
101 10% 23.33%  76.67% 15%  20% 80%
102 13.33% 23.33%  76.67% 10% 15%  65%
103 6.67%  13.33% 50% 10% 10%  55%

Tabela 6.11: Porcentagem de classificacao correta dos eletrodos para as diferentes

classes c¢.1, c.2 e c.3, nos casos S =1e S = 2.
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Porcentagem de Classificacao Correta

Soma
S=1 S =2
Eletrodo c.1 c.2 c.3 c.1 c.2 c.3
E-1 10% 20% 73.44% 5%  35% 95%
E-2 13.33% 29% 73.33% 5%  35% 89%
E-3 16.67% 20% 76.67% 5%  35% 80%
E-4 10% 26.67% 80% 5% 20%  70%
E-5 13.33% 20% 53.33% 10%  25%  80%
E-6 26.67% 33.33% 93.33% 20% 45% 5%
E-7 13.33% 30% 56.67% 10%  20% 70%
esquerda 16.67%  23.33%  63.33% 5%  25% 85%
direita  16.67% 26.67% 66.67% 10% 35% 75%
centro 10% 26.67% 80% 5%  20%  70%
todos 16.67% 20% 53.33% 10%  40% 80%
Soma Ponderada
S=1 S =2

Eletrodo c.1 c.2 c.3 c.1 c.2 c.3
E-1 10% 23.33% 80% 15%  30% 85%
E-2 13.33% 20% 73.33% 5%  30% 75%
E-3 26.67% 30% 80% 5%  35% 80%
E-4 10% 30% 73.33% 5%  10%  60%
E-5 13.33% 13.33%  53.33% 5%  20%  75%
E-6 26.67% 33.33% 93.33% 20% 45% 75%
E-7 10% 30% 53.33% 15%  30% 80%
esquerda 13.33%  23.33%  63.33% 10% 35% 75%
direita 20% 26.67% 76.67% 10% 40% 80%
centro 10% 30% 76.67% 5%  10%  60%
todos 23.33%  26.67% 60% 10% 40% 80%

Tabela 6.12: Porcentagem de classificagao correta nos casos S = 1 e .S = 2, utilizando

as somas e as somas ponderadas das verossimilhancas.
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Figura 6.7: Agrupamento dos eletrodos para nova classificacao das sequéncias.

tos de eletrodos esquerda, direita e centro, o conjunto da direita é o que se destaca
em todas as condigoes. E possivel perceber que é melhor utilizar os conjuntos de 3
eletrodos do que a soma de todos eles para classificar.

De maneira geral pode-se apreender que independentemente de se usar os
eletrodos separadamente ou a soma das verossimilhancas de conjuntos destes, a qua-
lidade da classificacao que sepera as 10 figuras nao é muito boa. Mas quando se
classifica as sequéncias para as classes c¢.2 e c.3 a qualidade tem uma boa melhora.
Uma razao para isto é que de fato as 10 figuras (com excessao das expressoes ari-
timéticas) nao apresentam diferencas expressivas. Isso fica ainda mais claro quando
se classifica as sequéncias para as classes c¢.3, que separa as expressoes aritiméticas
das outras, pois neste caso a qualidade da classificacao é muito alta, chegando a 90%

de acerto.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste capitulo serao apresentadas as conclusoes obtidas, projetos e intengoes para

trabalhos futuros.

7.1 Conclusoes

Este trabalho fez um resumo sobre a teoria envolvendo modelos de Markov oculto
(HMM), e um levantamento das bibliografias que apresentam a aplicagdo deste mo-
delo no estudo de sinais eletroencefalogramas (EEG). Por essas bibliografias pode-se
perceber a crescente utilizagao, nao somente do modelo HMM para estudar os sinais
EEG, mas do préprio interesse nesse tipo de sinal, visando sua aplicagao, principal-
mente, na area médica.

Aqui também foi apresentado o processo de estimacgao para o HMM que ini-
cializa o algoritmo EM por diferentes conjuntos de pontos iniciais aleatorios. Este
processo foi baseado em Rydén [34], contudo as distribuigdes de probabilidade usadas
neste trabalho sao diferentes das sugeridas por Rydén em seu artigo.

Uma vez sugerido o processo de estimacao foram realizadas simulacoes para
avaliar a qualidade do processo e dos critérios AIC e BIC de selecao dos modelos.
Essa avaliacao levou em conta a variacao da ordem m do modelo, o tamanho 7" das
sequéncias e o numero S de sequéncias utilizadas na estimacgao. De maneira geral, o
processo de estimacgao se mostrou adequado para os parametros avaliados.

As simulagoes motraram que hé indicios de que o aumento do nimero de
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observacoes, seja pelo aumento de T ou pelo aumento de S, melhora a precisao dos
estimadores propostos. As simulagoes também indicaram possiveis problemas com
o processo. O primeiro deles é o elevado nimero de parametros a serem estimados
quando a ordem m do modelo aumenta. Por exemplo, para um modelo de ordem 5, 34
parametros devem ser estimados. O segundo problema revelado é o estimador para a
distribuicao inicial §, que nao se mostrou tao adequado. Isso ocorre porque o nimero
de observacoes utilizadas para estimar este vetor de probabilidades é pequeno, uma
e duas observacoes, quando S =1 e S = 2, respectivamente.

O elevado numero de parametros também interfere na precisao dos critérios
de selegao AIC e BIC (veja as expressoes 4.5 e 4.6). Entre estes critérios o AIC se
mostrou mais eficiénte para indicar a ordem do modelo. Este critério melhora com o
aumento do nimero de observagcoes.

Este trabalho também aplicou o modelo HMM estudado em um conjunto de
dados reais, coletados pelo BIM Lab - UTEP. Os dados foram coletados, de maneira
nao invasiva, durante a observacao de 10 diferentes figuras. A intencao foi estimar os
modelos e usé-los na classifcacao dos sinais e aqui foram utilizados os dados obtidos
para apenas um individuo. Por isso todas as conclusoes obtidas nao podem ser,
necessariamente, extrapoladas para outros individuos.

Aparentemente alguns eletrodos (69, 79, 94 e 95) se mostraram mais eficazes na
classificagao das figuras. O mesmo ocorre com o conjunto E-6, formado pelos eletrodos
94, 95 e 96, em comparagao com os outros conjuntos de 3 eletrodos. Para os eletrodos
agrupados pelos seus posicionamentos, o lado direito, formado pelos eletrodos 69, 70,
71,72, 73, 74, 78, 79 e 80, foi o que se destacou no processo de classificacao.

De maneira geral, a tentantiva de identificar cada 1 das 10 figuras nao produz
bons resultados. Estes apresentam uma melhora significativa quando os pares de
figuras parecidas sao classificadas conjuntamente. Ja para separar as figuras abstratas
das expressoes matematicas o método mostrou-se muito bom, chegando a alcancar
90% de acerto na classificacao.

Os resultados obtidos nas classificacoes dos sinais EEG indicam a fragilidade
do método para identificar e separar essas figuras escolhidas para o estudo. Uma razao
para isso pode ser o préprio modelo proposto, que pode nao ser o mais apropriado para

a tarefa em questao, ou pelas figuras. Talvés figuras ndo abstratas (como pessoas,
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animais, objetos,...) possam gerar resultados melhores.

H&a também de se considerar a possibilidade de que todo o processo de coleta
dos dados, feitos de maneira nao invasiva, nao seja capaz de captar as sutis diferencas
entre os sinais produzidos pelo cérebro, ou ainda, o fato de que realmente nao existem
diferencas nos sinais produzidos quando se vé uma ou outra figura muito parecida. Um
problema conhecido com sinais de EEG é sua pequena amplitude, tornando estudos
de classificacao naturalmente mais dificeis.

Outra observacao que deve ser feita é o fato de que o estudo foi realizado
apenas para um sujeito participante da pesquisa. Para outros individuos os resultados
podem ser bem diferentes dos obtidos neste trabalho. Aqui temos apenas indicacoes
do comportamento do modelo estimado e utilizado na classificacao. Por isso, nao
se pode concluir que os resultados obtidos aqui se repetirao em experimentos com
pessoas diferentes nas mesmas condi¢oes do experimento, ou com a mesma pessoas
em experimentos diferentes.

Todos estes questionamentos s6 poderao ser respondidos com o avanco e imple-
mentacao de novos estudos. Nao se deve perder o animo quando os resultados obtidos
nao sao tao bons quando os desejados, pois, para um cientista, até o resultado ne-
gativo é uma informacao 1til que pode levar a mais e melhores pesquisas. Assim, a

secao seguinte apresenta idéias para trabalhos futuros relacionados.

7.2 Trabalhos futuros

Apesar de algumas questoes terem sido respondidas com este trabalho outras tan-
tas foram levantadas: umas em relagao a qualidade e sensibilidade do processo de
estimacao, e outras sobre o experimento feito para a coleta dos dados.

Em relacao a qualidade e sensibilidade do processo de estimacao sugere-se

alguns pontos de estudo:

i) variar o nimero N de conjuntos de pontos que inicializam o algoritmo EM. Neste
estudo foram utilizados 50 conjuntos de pontos inicias. Seria interessante avaliar

o comportamento das estimativas quando este nimero aumenta e diminui.

ii) avaliar outros valores para o tamanho T das sequéncias observadas, tanto para
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a estimacao do modelo quanto para a classificacao dos dados reais.

iii) avaliar também outros valores para o numero de sequéncias S utilizadas na

estimacao.

iv) considerar variagbes do modelo HMM, como utiliza¢ao de distribui¢oes normais
multivarias para as densidades estado-dependentes ou outras distribui¢oes como
as a-estaveis [36]. Além disso a escolha de outros modelos de Markov podem

ser mais indicadas para o estudo.

Para o experimento de coleta dos dados sugere-se a inclusao de figuras diferen-
tes e até mesmo outros estimulos além dos visuais, como estimulos auditivos. Outro
ponto a ser considerado é replicar todo procedimento de estimacao e classificagao para
outros individuos para melhor avaliar os procedimentos propostos.

Este trabalho visou, acima de tudo, estimular o desenvolvimento de novos estu-
dos envolvendo a estimagcao e classificacao dos sinais EEG e outros sinais biopotenciais
através do uso de Cadeias de Markov Ocultas. E evidente que o desenvolvimento de
novas e melhores técnicas envolvendo estes tipos de dados podem melhorar a quali-

dade de vida de muitas pessoas.
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Apeéendice A

Programas R

A.1 Programa 1: r.normal.hmm

Aqui apresenta-se a funcao r.normal.hmm que gera uma sequéncia de tamanho T
de um HMM univariado de dimensao m cujas distribuigoes estado-dependetes sao

Normais. Os parametros da funcao sao:

- T: tamanho da sequéncia que se deseja gerar.

u: vetor de tamanho m. Probabilidade inicial da cadeia de Markov.

Gamma: matriz quadrada m x m. Matriz de transicao da cadeia de Markov.

mu: vetor de tamanho m, que guarda as médias das distribui¢oes normais.

sigma2: vetor de tamanho m, que guarda as variancias das distribui¢oes nor-

mais.

O cédigo em R da funcao é:

r.normal.hmm<-function(T,u,Gamma,mu,sigma2){
obs.estados<-c(rep(0,times=T))
obs<-c(rep(0,times=T))
m<-length(u)
estados<-seq(1:m)

estado.aux<-0
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sigma<-sqrt(sigma2)
if (m==1){
obs.estados<-rep(l,times=t)
obs<-rnorm(T,mean=mu, sd=sigma)
return(list(estados=obs.estados,x=obs))
}
estado.aux<-rmultinom(1,1,u)
obs.estados[1]<-estados’*}estado.aux
obs[1]<-rnorm(1,mean=mu[obs.estados[1]],sd=sigma[obs.estados[1]])
for(t in 2:T){
estado.aux<-rmultinom(1,1,Gamma[obs.estados[t-1],])
obs.estados[t]<-estados’*)estado.aux
i<-obs.estados[t]
obs [t]<-rnorm(1,mean=mul[i]],sd=sigmal[[i]])
t<-t+1
}

return(list (estados=obs.estados,x=obs))

A.2 Programa 2: matriz.P

A fungao matriz.P calcula a matriz P(z), matriz diagonal cujo i-ésimo elemento é o
valor da i-ésima densidade estado-dependente p; normal, no ponto z, i =1,2,...,m.

Os paramentros da funcao sao:
- x: valor do ponto que se deseja calcular as probabilidades.
- mu: vetor com as médias das densidades normais.
- sigmaZ2: vetor com as variancias das densidades normais.

A seguir esta o programa em R da funcao matriz.P:

matriz.P<-function(x, mu, sigma2){

m<-length (mu)
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P<-matrix(rep(0, times=m*m),ncol=m,nrow=m)
for(i in 1:m){

P[i,il<-dnorm(x, mean=mul[i], sd=sqrt(sigma2[i]))
+

return(P)

Este programa ¢é utilizado em A.3

A.3 Programa 3: veross

A funcao veross calcula a verossimilhanca de um vetor x de tamanho 7" para um mo-
delo HMM univariado, cujas densidades estado-dependente sao normais. Os paramentros

da fungao sao;

- X: amostra para a qual se clacula a verossimilhanca.

u: vetor das probabilidades iniciais da CM associada ao modelo.
- gamma: matriz de transicao da CM associada ao modelo.

- mu: vetor com as médias das densidades normais.

sigma2: vetor com as variancias das densidades normais.
A seguir o programa em R da funcao veross:

veross<-function(x, u, gamma, mu, sigma2){
T<-length(x)
m<-length(u)
uns<-matrix(rep(1l, times=m),ncol=1,nrow=m)
Lt<-u)*x)matriz.P(x[1], mu, sigma?2)
for(t in 2:T){

Lt<-Lt¥%*’gammaj*%matriz.P(x[t], mu, sigma2)

}

Lt<-Lt%*%uns
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return(Lt)

A.4 Programa 3: log.alphabeta.norm.uni

Aqui apresenta-se a fungao log.alhabeta.norm.uni que calcula o log das probabi-
lidades forward e backward para uma sequéncia observada, e parametros conhecidos
do modelo HMM univariado de dimensao m, cujas distribuicoes estado-dependetes

sao Normais. Os parametros da fungao sao:
- x: sequencia observada de um HMM.
- m: ordem do modelo.

- gamma: matriz quadrada m x m. Matriz de transicao da cadeia de Markov.

delta: vetor de tamanho m. Distribuicao incial da cadeia de Markov.

mu: vetor de tamanho m, que guarda as médias das distribui¢oes normais.

sigma2: vetor de tamanho m, que guarda as variancias das distribui¢oes nor-

mais.

O cédigo em R da funcao é:

log.alphabeta.norm.uni<-function(x,m,gamma,delta,mu,sigma2){
T<-length(x)
lalpha<-lbeta<-matrix(NA,m,T)
allprobs<-matrix(NA,T,m)
for(t in 1:T){
P<-matriz.P(x[t],mu,sigma2)
allprobs[t,]<-diag(P)
}
foo <-deltax*allprobs[1,]
sumfoo<-sum(foo)

lscale<-log(sumfoo)
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foo <-foo/sumfoo

lalpha[,1]<-log(foo)+lscale

for(t in 2:T){
foo <-fooY%*Y%gamma*xallprobs[t,]
sumfoo<-sum(foo)
lscale<-1lscale+log(sumfoo)
foo <-foo/sumfoo
lalphal,t]<-log(foo)+lscale

}

lbetal,T]<-rep(0,m)

foo <-rep(1/m,m)

1scale<-log(m)

for(t in (T-1):1){
foo <-gamma’*J(allprobs[t+1l,]*foo)
lbetal,t]<-log(foo)+lscale
sumfoo<-sum(foo)
foo <-foo/sumfoo
lscale<-lscale+log(sumfoo)

}

list(la=lalpha,lb=1beta)

A.5 Programa 3: EM.hmm.norm.uni

Aqui apresenta-se a funcao EM.hmm.norm.uni que calcula o algoritmo EM para S
sequéncias x observadas. Retornando as estimativas dos parametros do modelo, a

verossimilhanga méaxima obtida, os valores dos critérios AIC e BIC e o nimero de

iteragcoes necessarias para a convergencia.

Os parametros da fungao sao:

- x: é uma lista (objeto do tipo list) de S sequéncias. Cada elemento da lista é

uma sequencia observada de um HMM.

135



EM.

- m: ordem do modelo.

- delta: vetor de tamanho m. Parametro inicial para a distribuicao incial da

cadeia de Markov.

- gamma: matriz quadrada m x m. Parametro incial para a matriz de transicao

da cadeia de Markov.

- mu: vetor de tamanho m, que guarda os parametros iniciais das médias das

distribuicoes normais.

- sigmaZ2: vetor de tamanho m, que guarda os parametros iniciais das variancias

das distribui¢oes normais.
- I: nimero maximo de iteracoes, aqui sugere-se I = 1000.

- criterio: critério que indica a convergéncia do algoritmo, aqui sugere-se criterio=

10( —6).
O cédigo em R da funcao é:

hmm.norm.uni<-function(x,S,m,delta,gamma,mu,sigma2,I=1000,
criterio=10"(-6)){
mu.next <-mu
sigma2.next <-sigma2
delta.next <-delta
gamma.next <-gamma
T<-rep(0,times=S)
for(s in 1:8){
T[sl<-length(x[[s]])
}
for(i in 1:I){
probs<-matrix(NA,T[s],m)
lallprobs<-vector("list",S)
la<-vector("list",S)

lb<-vector("list",S)
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11k<-rep(0,times=3)
for(s in 1:8){
for(t in 1:T[s]){
P<-matriz.P(x[[s]][t],mu,sigma2)
probs[t,]<-log(diag(P))
}
lallprobs[[s]]<-probs
fb <-log.alphabeta.norm.uni(x[[s]],m,gamma,delta,
mu,sigma2)
la[[s]] <-fb$la
1b[[s]] <-fb$lb
c <-max(lal[[s]][,T[s]])
11k [s]<-c+log(sum(exp(lalls]][,T[s]]-c)))
}
u.l <- rep (0, times=m)
F <-matrix(0,ncol=m,nrow=m)
for(s in 1:8){
for (j in 1:m){
for (k in 1:m){

F[j,k] <- F[j,k] + gammal[j,k]*
sum(exp(lal[s]][j,1:(T[s]-1)]1+
lallprobs[[s]][2:T[s],k]+
1b[[s]][k,2:T[s]]1-11k[s]))

}

u.l <- u.1 + exp(lalls]]1[,1]1+1b[[s]1]1[,11-11k[s])
+
for (j in 1:m){

aux.div<-0

aux.mu<-0

aux.sigma2<-0

for(s in 1:8){
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aux.div<- aux.div + sum(exp(lal[s]][j,]
+1b[[s]][j,]1-11k[s]))
aux.mu<- aux.mu + sum(exp(lal[s]][j,]1+
1b[[s1]1[j,]1-11k[s]) * x[[s]] )
}
mu.next[j] <- aux.mu / aux.div
for(s in 1:8){
aux.sigma2<- aux.sigma2 + sum(exp(lal[s]][j,]+
1b[[s]1[j,1-11k[s])*(x[[s]]-
mu.next[j]1)"2 )
}
sigma2.next[jl<- aux.sigma2 / aux.div
+
gamma.next <- F/apply(F,1,sum)
delta.next <- u.1l/sum(u.1)
crit <- sum(abs(mu-mu.next))+sum(abs(sigma2-sigma2.next))+
sum (abs (gamma-gamma .next) )+
sum(abs (delta-delta.next))
if (is.nan(crit)==TRUE){
return(NA)
}
else{
if (crit<criterio){
sum. T<-sum(T)
sum.11k<-sum(1l1lk)
np <- (m-1)+(m-1)*m + 2#*m
AIC <- -2%(sum.llk-np)
BIC <- -2*sum.llk+np*log(sum.T)
return(list (mu=mu, sigma2=sigma?2, gamma=gamma,
delta=delta,mllk=sum.11k,AIC=AIC,
BIC=BIC,iter=i))
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mu <- mu.next
sigma2 <- sigma2.next
gamma <- gamma.next

delta <- delta.next

3

print(paste("0 algoritmo ndo convergiu depois de ",I," iteragles."))

return(NA)

A.6 Programa 3: r.dirichlet

Aqui apresenta-se a funcao r.dirichlet gera um vetor aleatdria da distribuicao

Dirichlet com parametro tetha. O parametro da fungao é:
- tetha: parametro da distribuicao Dirichlet

O cédigo em R da funcao é:

r.dirichlet<-function(tetha){
dim<-length(tetha)
y<-rep(0,times=dim)
for(i in 1:dim){
y[i]<-rgamma(l,shape=tethal[i] ,scale=1)
}
x<-y/sum(y)

return(x)

A.7 Programa 3: trans.ergotica

Esta ¢ a fungdo trans.ergotica que gera uma matriz de transicao ergdtica e seu

vetor de distribui¢ao estaciondria associado. O parametro da fungao é:
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- m: ordem da matriz de transicao e do vetor de distribuicao estacionéaria.

O cédigo em R da funcao é:

trans.ergotica<-function(m){

gamma<-matrix(rep(0,times=m~2) ,ncol=m,nrow=m)
I<-diag(m)
verifica<-0
while(verifica==0){

for(i in 1:m){

gamma [i,]<-r.dirichlet(diag(I))
}
if (det (gamma-I)==0){

verifica<-1

}
delta<-solve(t(I-gamma+1) ,rep(l,m))

return(list (gamma=gamma,delta=delta))

A.8 Programa 3: mu.sigma2.iniciais

Esta é a funcao mu.sigma2.iniciais que gera um vetor de médias iniciais e outro

para as variancias. Os parametros da funcao sao:

- x: ¢ uma lista (objeto do tipo list) de S sequéncias. Cada elemento da lista é

uma sequencia observada de um HMM.
- S: nimero de sequéncias.
- m: ordem do modelo.

O cédigo em R da fungao é:

mu.sigma2.iniciais<-function(x,S,m){

if (S==1){
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y<-t(x[[111)
}
elseq{
y<-t(x[[111)
for(s in 2:8){
y<-cbind(y,t(x[[s11))

}

y<-sort(y)

T<-length(y)

mu<-rep (0, times=m)

sigma2<-rep(0,times=m)

for(i in 1:m){
inicio<-round( (i-1)*T/m + 1 )
fim<-round( i*T/m )
mu[i]<-runif(1,y[inicio],y[fim])

}

sigma2<-(runif (m, min=(1/4)*sd(y) "2,max=4*sd(y)"2))

return(list (mu=mu,sigma2=sigma?2))

A.9 Programa 3: avalia.EM.uni

Aqui apresenta-se a funcao avalia.EM.uni que inicializa o algoritmo EM com N
diferentes conjuntos de pontos iniciais, retornando a estimativa que apresenta a maior
das verossimilhancas.

Os parametros da fungao sao:

- x: é uma lista (objeto do tipo list) de S sequéncias. Cada elemento da lista é

uma sequeéncia observada de um HMM.
- S: numero de sequéncias observadas.

- m: ordem do modelo.
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- N: niimero de conjuntos iniciais para o algoritmo Em, aqui sugere-se 50.
- [: nimero méaximo de iteragoes, aqui sugere-se I = 1000.

- tol.EM: critério que indica a convergencia do algoritmo EM, aqui sugere-se

criterio= 10( — 6).
O cédigo em R da funcao é:

avalia.EM.uni<-function(x,S,m,N=50,I=1000,to0l.EM=10"(-6)){
estima.mu<-numeric(m)
estima.sigma2<-numeric(m)
estima.delta<-numeric (m)
estima.gamma<-matrix(rep(0,times=m~2) ,ncol=m,nrow=m)
AIC<-0
BIC<-0
historico.mllk<-numeric(N)
itera.necessarias<-numeric(N)
melhor.inicial .mu<-numeric (m)
melhor.inicial.sigma2<-numeric(m)
melhor.inicial.delta<-numeric(m)
melhor.inicial.gamma<-matrix(rep(0,times=m~2),ncol=m,nrow=m)
n<-1
while (n<N+1){
print(paste("iterag3o da avaliag3o", n))
m.s2<-mu.sigma2.iniciais(x,S,m)
mu<-m.s2$mu
sigma2<-m.s2$sigma?2
gamma.delta<-trans.ergotica(m)
gamma<-gamma .delta$gamma
delta<-gamma.delta$delta
resultado<-EM.hmm.norm.uni(x,S,m,delta,gamma,mu,
sigma2,I=I,criterio=tol.EM)

if (length(resultado)<2){

142



n<-n
+
else{
historico.mllk[n]<-resultado$mllk
itera.necessarias[n]<-resultado$iter
if (n==1){
estima.mu<-resultado$mu
estima.sigma2<-resultado$sigma2
estima.delta<-resultado$delta
estima.gamma<-resultado$gamma
AIC<-resultado$AIC
BIC<-resultado$BIC
melhor.inicial.mu<-mu
melhor.inicial.sigma2<-sigma2
melhor.inicial.delta<-delta
melhor.inicial.gamma<-gamma
}
elseq
if (historico.mllk[n]>historico.mllk[n-1]){
estima.mu<-resultado$mu
estima.sigma2<-resultado$sigma2
estima.delta<-resultado$delta
estima.gamma<-resultado$gamma
AIC<-resultado$AIC
BIC<-resultado$BIC
melhor.inicial.mu<-mu
melhor.inicial.sigma2<-sigma2
melhor.inicial.delta<-delta

melhor.inicialgamma<-gamma

n<-n+1
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}

return(list(estimativa.mu=estima.mu,
estimativa.sigma2=estima.sigma?2,
estimativa.delta=estima.delta,
estimativa.gamma=estima.gamma,
AIC=AIC, BIC=BIC,

mllk=max(historico.mllk)))

A.10 Programa 3: estima.cluster

A funcao estima.cluster, aqui apresentada, é apenas um meio de chamar a funcao
avalia.EM.uni usando como parametro um objeto tipo lista no lugar de varios obje-
tos, isso é feito somente por causa da estrutura exigida pelo pacote snow usado na pro-
gramacao em paralelo. Assim o parametro param da funcao condensa os parametros
x, S, m e N da funcao avalia.EM.uni. E os valores retornados sao apenas as esti-
mativas dos parametros do modelo HMM.

O cédigo em R da fungao é:

estima.cluster<-function(param){

x<-param$x

S<-param$S

m<-param$m

N<-param$N

resul<-avalia.EM.uni(x,S,m,N,I=1000,t0l.EM=10"(-6))

return(list (mu=resul$estimativa.mu,
sigma2=resul$estimativa.sigma?2,
delta=resul$estimativa.delta,

gamma=resul$estimativa.gamma))
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A.11 Programa 3: avalia.AICeBIC.cluster

A funcao avalia.AICeBIC.cluster, aqui apresentada, é apenas um meio de chamar
a fungdo avalia.EM.uni usando como parametro um objeto tipo lista no lugar de
varios objetos, isso é feito somente por causa da estrutura exigida pelo pacote snow
usado na programacao em paralelo. Assim o parametro param da funcao condensa
os parametros x, S, m e N da funcao avalia.EM.uni. E os valores retornados sao
apenas os resultados dos critérios AIC e BIC, e a verossimilhanca maxima obtida.

O cédigo em R da funcao é:

estima.AICeBIC.cluster<-function(param){

x<-param$x

S<-param$S

m<-param$m

N<-param$N
resul<-avalia.EM.uni(x,S,m,N,I=1000,t0l.EM=10"(-6))
return(list (AIC=resul$AIC, BIC=resul$BIC,

mllk=resul$mllk))

A.12 Programa 3: avalia.estima

A funcao avalia.estima é a que realiza a simulagdo com o intuito de avaliar a qua-
lidade das estimativas para os parametros do modelo HMM, utilizando programacao

em paralelo. Antes de rodar esta funcao é preciso realizar alguns passos:

1- Rode as fungoes, como se faz normalmente, dos Programas: A.1, A.2, A.4, A.5,

A6, A7, A8, A9 e A.10.
2- Instale e carregue o pacote snow.

3- Indique o ntimero de clusters (num.cluster) que serao utilizados fazendo o co-
mando:

cl <- makeCluster(num.cluster)
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4- Rode as mesmas fungoes citadas em (1) como o seguinte exemplo para a fungao

A 6:

clusterEvalQ(cl,r.dirichlet<-function(tetha){
dim<-length(tetha)
y<-rep(0,times=dim)
for(i in 1:dim){

y[i]<-rgamma(l,shape=tethali],scale=1)

}
x<-y/sum(y)
return(x)

D

Isso faz com que cada um dos clusters indicados em (3) reconhecam todas as

funcoes que serao utilizadas.
Agora, apresentam-se a seguir os parametros da funcao avalia.estima:

- R: nimero de amostras que serao simuladas e analisadas.
- S: numero de sequéncias para compor as amostras.
- T: tamanho das sequéncias geradas para as amostras.
- m: ordem do modelo HMM.
- mu: vetor com as médias das densidades normais do modelo HMM.
- sigma2: vetor com as variancias das densidades normais do modelo HMM.
- delta: distribuicao inicial da CM do modelo HMM.
- gamma: matriz de transi¢gao da CM do modelo HMM.
- num.cl: nimero de clusters utilizados.

O cédigo em R da funcao é:
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avalia.estima<-function(R,S,T,N,m,mu,sigma2,delta,
gamma ,num.cl){
medias<-matrix(rep(0,times=m+*R) ,ncol=m,nrow=R)
var<-matrix(rep(0,times=m*R) ,ncol=m,nrow=R)
d<-matrix(rep(0,times=m+*R) ,ncol=m,nrow=R)
g<-matrix(rep(0,times=m*m*R) ,ncol=m*m,nrow=R)
r<-1
while(r < (R/num.cl + 1) ){
param<-vector("list",num.cl)
y<-vector("list",S)
for(i in 1:num.cl){
for(s in 1:8){
aux<-r.normal.hmm(T,delta,gamma,mu,sigma2)
y[[s]l<-aux$x
}
param[[i]]<-1ist(x=y,S=S,m=m,N=N)
}
resp<-clusterApply(cl, param , estima.cluster)
for(j in 1:num.cl){
aux.ordem<-rank(resp[[j]]$mu)
medias[num.cl*(r-1)+j,]1<-sort(resp[[j]]$mu)
for(i in 1:m){
var [num.cl*(r-1)+j,il<-
resp[[jl]$sigma2[aux.ordem[i]]
d[num.cl*(r-1)+j,il<-
resp[[jl]$deltalaux.ordem[i]]
}
aux.g.linha<-matrix(rep(0,times=m*m) ,ncol=m)
for(i in 1:m){
aux.g.linhali,]<-

resp[[j]l]$gamma[aux.ordem[i],]
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aux.g.coluna<-matrix(rep(0,times=m*m) ,ncol=m)
for(i in 1:m){
aux.g.colunal[,i]<-aux.g.linha[,aux.ordem[i]]
}
for(i in 1:m){
glnum. cl*x(r-1)+j, (m*(i-1)+1) : (m*x (i-1)+m) ] <-

aux.g.colunali,]

r<-r+1
}
return(list(est.medias=medias,
est.var=var,
est.delta=d,

est.gamma=g))

A.13 Programa 3: avalia.AICeBIC

A funcao avalia.AICeBIC é a que realiza a simulacao com o intuito de avaliar a
qualidade dos critérios AIC e BIC, utilizando programacao em paralelo. Antes de

rodar esta funcao é preciso realizar alguns passos:

1- Rode as fungoes, como se faz normalmente, dos Programas: A.1, A.2, A4, A.5,

A6, A7 A8 A9eAll
2- Instale e carregue o pacote snow.

3- Indique o ndmero de clusters (num.cluster) que serao utilizados fazendo o co-
mando:

cl <- makeCluster(num.cluster)

4- Rode as mesmas fungoes citadas em (1) como foi explicado no passo (4) do

Programa A.12.
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Agora, apresentam-se a seguir os parametros da fungao avalia.estima:

R: nimero de amostras que serao simuladas e analisadas.

- S: numero de sequéncias para compor as amostras.
- T: tamanho das sequéncias geradas para as amostras.

m: ordem do modelo HMM.

- mu: vetor com as médias das densidades normais do modelo HMM.

sigma2: vetor com as variancias das densidades normais do modelo HMM.

delta: distribuigao inicial da CM do modelo HMM.
- gamma: matriz de transicao da CM do modelo HMM.
- num.cl: nimero de clusters utilizados.

O cédigo em R da funcao é:

avalia.AICeBIC<-function(R,S,T,N,m,mu,sigma2,delta,
gamma,inter.m,num.cl){
AIC<-matrix(rep(0,times=length(inter.m)*R),
ncol=length(inter.m) ,nrow=R)
BIC<-matrix(rep(0,times=length(inter.m)*R),
ncol=length(inter.m) ,nrow=R)
mllk<-matrix(rep(0,times=length(inter.m)*R),
ncol=length(inter.m) ,nrow=R)
r<-1
while(r < (R/num.cl + 1) ){
param<-vector("list",num.cl)
y<-vector("list",S)
Y<-vector("list",num.cl)
for(i in 1:num.cl){
for(s in 1:8){

aux<-r.normal.hmm(T,delta,gamma,mu,sigma2)
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y[[s]]<-aux$x
}
Y[[il]<-y
}
for(k in 1:length(inter.m)){
for( i in 1:num.cl){
param[[i]]<-1ist(x=Y[[i]],S=S,
m=inter.m[k] ,N=N)
}
resp<-clusterApply(cl, param ,
estima.AICeBIC.cluster)
for(j in 1:num.cl){
ATIC[num.cl*(r-1)+j,k]<-resp[[j]]1$AIC
BIC[num.cl*(r-1)+j,k]<-resp[[j]l]$BIC
mllk [num.cl*(r-1)+j,k]<-resp[[j]l]$mllk

r<-r+1
}
return(list (AIC=AIC, BIC=BIC, mllk=mllk))
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