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Resumo

Na presente dissertagao sao apresentados, como contribui¢oes originais, uma
familia de densidades a priori para o modelo hierarquico Poisson-Gama, bem
como resultados acerca de condigoes necessarias e suficientes para a propri-
edade das correspondentes densidades a posteriori e para a existéncia de
momentos das variaveis latentes.

A familia introduzida inclui como casos especiais as densidades de Jeffreys
e outras utilizadas na literatura. A questao da convergéncia ou divergencia
das distribuicoes a posteriori associadas é respondida completamente.

As densidades a priori de Jeffreys sao formuladas em termos de fungoes
hipergeométricas generalizadas, e é apresentado um codigo em “R” para si-
mulacao de amostras da distribuicao a posteriori por meio do algoritmo Me-
tropolis Adaptivo.

Palavras Chave: abordagem bayesiana, densidade a priori de Jeffreys,
propriedade da distribuicao a posteriori, existéncia de momentos a posteriori,
distribuicao binomial negativa.



Abstract

The present study proposes a new family of prior distributions for the Poisson-
Gamma hierachical model, as well as new results regarding necessary and
sufficient conditions for propriety of the corresponding posteriors and finite-
ness of moments of latent variables.

The proposed family includes Jeffreys’ densities and others commonly
used in the literature. The conditions for propriety or impropriety of the
corresponding posteriors are treated in full detail.

Jeffreys’ priors are expressed in terms of generalized hypergeometric func-
tions, and code in “R” is presented for drawing samples from the posterior
distribution using the Adaptive Metropolis algorithm.

Keywords: bayesian methods, Jeffreys’ prior, posterior propriety, fini-
teness of posterior moments, negative binomial distribution.
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1 Introducao

Na presente dissertagao, estudamos o modelo hierarquico onde cada variavel
observavel possui uma distribuicao de Poisson cujas médias seguem uma dis-
tribuicao Gama. Esse modelo é conhecido na literatura como Poisson-Gama.
Para maior generalidade, admite-se a presenga de covaridveis (fixas) como
fatores que permitem reescalonar cada observagao de forma diferenciada.

Como exemplo de aplicacao desse modelo, podemos citar inicialmente um
conjunto de observagoes X; indexadas por j € {1,..,n} que representam o
nimero de ocorréncias de um evento em uma unidade de tempo, de acordo
com um processo de Poisson homogéneo. O tempo total em que houve ob-
servacao da contagem de ocorréncias pode ser diferente para cada j, e é
denotado por ¢;. Alem disso, o valor esperado do nimero de ocorréncias
em cada unidade de tempo também pode variar em j, e é denotado por
Aj. Por fim, os valores \; sao modelados como realizagoes independentes e
identicamente distribuidas de uma variavel aleatéria Gama.

A utilizacao de diferentes valores esperados para cada observacao tem a
vantagem de permitir a inclusao de sobredispersao no modelo. De acordo com
a definigao acima, a distribuigao de X; é Poisson com parametro \;t;. Assim,
é possivel tratar dados onde, por exemplo, o nimero de ocorréncias por
unidade de tempo é grande mas com pouca variabilidade entre as diferentes
observagoes. O mesmo nao seria possivel se A; fosse considerado fixo.

Como o modelo é visto sob o ponto de vista bayesiano, estudaremos dis-
tribuicoes a priori para os parametros da distribuicao Gama, denotados por
a e (3 (este utilizado como parametro de escala). Além disso, analisaremos o
modelo tanto sob a dética em que os parametros A; sao de interesse para as in-
feréncias, como sob a ética em que sao apenas intermediarios na especificacao
do modelo.

O interesse recai principalmente sobre densidades a prior: impréprias,
uma vez que (i) hd uma grande disponibilidade de pacotes que implementam
algoritmos de amostragem do tipo MCMC (Markov Chain Monte Carlo) e
(i) ja fol mostrado na literatura [12] que esses algoritmos podem resultar
em amostras aparentemente corretas mesmo quando utilizados com formas



funcionais que nao definem uma densidade a posteriori propria.

A contribuigao original do presente trabalho consiste na apresentacao de
uma familia de densidades a priori para o modelo em questao (18), que in-
clui as densidades de Jeffreys [11] e outras formas funcionais utilizadas na
literatura. Para essa familia, é possivel estabelecer condigoes necessarias e su-

ficientes de convergéncia da densidade a posteriori correspondente (Teorema
14).

Como corolario, mostramos que a distribuicao a posteriori associada a
densidade a priori de Jeffreys é propria sempre que existir pelo menos uma
observagao nao nula (Corolario 15), e que a densidade a posteriori corres-
pondente a distribuicao de Jeffreys de independéncia é sempre impropria,
quaisquer que sejam os dados observados (Corolério 16).

Ainda em decorréncia do Teorema obtido, apresentamos condicoes de
existéncia dos momentos das varidveis latentes (E[AY] e E[\?]), para w > 0,
em funcao dos parametros da densidade a priori e dos dados observados
(Teoremas 21 e 22).

Por fim, destacamos que a formulagao da densidade a prior: de Jeffreys
em termos de funcoes hipergeométricas generalizadas permite obter amostras
aproximadamente independentes da correspondente densidade a posterior:
por meio de um algoritmo MCMC. Uma implementacao dessa amostragem é
apresentada em anexo, em linguagem “R”, com base no algoritmo Metropolis

Adaptivo (Vihola [13]).

No restante desta secao, apresentaremos a notacao utilizada e os con-
ceitos basicos necessarios para o estudo do modelo em questao, nas duas
acepcoes mencionadas. Na secao seguinte sera tratado o conceito de distri-
buigao a priori nao-informativa, com énfase para as metodologias de Jeffreys.
Na terceira secao a densidades a priori de Jeffreys para o modelo Poisson-
Gama serao obtidas de forma explicita. Na quarta secao apresentaremos
uma forma funcional de uma familia de densidades a priori para esse mo-
delo, que engloba as metodologias de Jeffreys e outras densidades utilizadas
na literatura. Na quinta secao sao apresentadas situagoes em que é possivel
estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes para a integrabilidade da dis-
tribuicao a posteriori do modelo Poisson-Gama quando a densidade a priori



pertence a familia citada. Na sexta secao ¢é tratada a questao da existéncia
de momentos a posteriori de ordem arbitraria para os parametros latentes
e para uma variavel preditiva, identicamente distribuida e condicionalmente
independente.

1.1 Notacao

Sera utilizada, por abuso de notagao, sempre a letra p para indicar densidades
(ou fungoes) de probabilidade, e a variavel a qual se aplica sera indicada pelo
argumento entre parénteses. Por exemplo, p(6) indica a densidade (marginal)
de 0 (se este for continuo), e p(x|f) indica a densidade (ou funcao) de proba-
bilidade da varidvel X |0. Sempre que for necessério maior clareza quanto as
diferentes densidades, o abuso de notagao nao sera utilizado.

O foco da inferéncia bayesiana consiste na obtencao da distribuicao de ¢
condicionada aos valores observados de X, denominada distribuicao a pos-
teriori, que pode ser expressa (a menos de uma constante de normalizac¢ao
dependente apenas de X) nos termos da regra de Bayes:

p(0]z) o< p(z]0)p(6).

A distribuicao a posteriori condensa toda a informacao que se pode atribuir
ao parametro nao-observavel pela combinagao do conhecimento a priori sobre
0 e da verossimilhanca destes em funcao dos dados observados. A partir dela
é possivel obter, por exemplo, no caso em que # € R, nimeros LI e LS que
satisfazem desigualdades da forma

LS
Prob[LI <0 < LS|X =x] = / p(flx)do > 1 — «,

LI

similares aos intervalos de confianca do paradigma frequentista, mas com
interpretacao consideravelmente distinta.

Os modelos bayesianos sao denotados na seguinte forma:

X0 ~ p(z|0)
o ~ p(0) 1)



O modelo hierdrquico bayesiano consiste na relagao entre quantidades
aleatorias em que a dependéncia da parte observavel X em relagao aos
parametros se da por meio de uma varidvel ou vetor latente A, e é deno-
tado da seguinte forma:

XA~ pa|))
Ao~ p(Ao) (2)
¢~ p(o).

O modelo hierdrquico pode ser reduzido ao caso simples (1) de duas for-
mas. A primeira consiste em integrar a variavel latente na distribuicao con-
junta:

X|é ~ plald) = / p(x|\)p(A|@) dA,
¢~ p(o).

Nesse caso, a distribuicao a posteriori é dada por

p(0l2) o pla|d)p(6) o p(d) / P \)p(A6) dA,

e o modelo recai no caso simples tomando 6 = ¢. A segunda forma consiste
em considerar a distribuigdo de A|¢ como parte da ditribuigdo a priori, e
tomar como parametro o par 6 = (A, ¢):

X[A, ¢ ~ p(z|), ¢) = p(z|N),

(A, @) ~ p(A, @) = p(A|d)p(9).

No segundo caso, a distribui¢ao a posteriori conjunta é dada por p(\, ¢|x)
p(z|N)p(A, @) = p(x|\)p(A|@)p(@), que pode ser marginalizada, para se obter
a distribuicao a posterior: de ¢:

p(012) o< (0) | PlalNp(Ne) A
A
ou do parametro latente:

p(A) ox palA) / PIS)p(6) déb = p(alA)p(N).

P



1.2 Modelos com densidade a priori: improépria

Como uma extensao do modelo (1), consideraremos situagoes em que p(#) é
impropria, isto é, tal que

/@ p(0) df = oo,

e buscaremos determinar se (ou sob quais condigoes) a densidade a posteriori
é propria.

A integrabilidade da densidade a posteriori é condigao fundamental para a
aplicabilidade do modelo a dados reais, com vistas a extrair inferéncias sobre
os parametros. Se a densidade a posterior: é impropria, nao é possivel fazer
inferéncias sobre o parametro 6 e nem mesmo sobre as varidveis latentes ;.
Por outro lado, se a densidade a posteriori for integravel, entao também sera
propria a densidade a posterior: das variaveis latentes. Isso é demostrado no
seguinte resultado:

Teorema 1. Para o modelo hierdrquico (2), associado a uma densidade p(¢
impropria, podemos afirmar que p(A|X) € prdpria se e somente se p(¢|X) o

for.

Demonstrac¢ao. Observe que p(A| X, ¢) é prépria por definicao do modelo,
uma vez que pode ser obtida de

p(XIN)p(A|@)
p(X]o)

que definem variaveis aleatorias com distribuicoes préprias. A integrabilidade
de p(A\|X) é dada pela expressao

p(MX, ¢) =

/A pAIX) dA = /A /@ PONX, 6)p(6]X) dgd = /@ p(61X) do.

Da igualdade acima observa-se que a primeira integral é finita se e somente
se a ultima também for. [ |

A determinacao da integrabilidade de p(¢|X), portanto, é condi¢do pri-
mordial para a utilizacao de densidades a priori improprias.
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1.3 O modelo Poisson-Gama

Estudaremos o modelo bayesiano hierarquico Poisson-Gama na formulacao
de Hadjicostas e Berry [12]:

le)‘j ~ p(xj‘)‘j>: (3)
)‘j|a>5 ~ p(/\j‘avﬁ)u

em que

p(xj|A;) = (A\jt;) e 9% g,

1 )\oe—le—Aj/,B
@ J ’
pel(a)
onde tq,...,t, sao covariaveis fixas e a e [ sao hiperparametros de forma e
escala da distribuicao gama.

p()‘j|av /3) =

Integrando o vetor de parametros latentes obtemos a expressao:

- tm] atx;— I\
p<w|a,ﬁ>=H<5ar< >/ [T e
7 =1

que ¢ fatoravel em:

B i t;cj F(Oz + ZEj)
vt 0) = W gar{ammraa o

j=1

Segue, portanto, que os X; sao condicionalmente independentes, dados « e
[, com funcao de probabilidade dada por:

- Dla4a;)  (Bt;)™
p($j|a75) = F(Oé)l'j! (1 +5tj)a+:vj.

Reparametrizando a funcao de probabilidade acima em termos de « e
r = /(1 + B) e definindo:

Bt; tir
r; = , 4
T+t 1+t Dr (4)




a funcao de probabilidade assume a forma

plafan) =

—1 .
R LR 5)
e identifica-se com a distribui¢ao binomial negativa (generalizada para o caso
de ambos os parametros poderem assumir valores reais - também chamada
de distribuigao de Pélya). Utilizaremos a parametrizagdo acima definida em
todo o restante dessa dissertacao.

1.4 Conceitos basicos

Para estabelecer a convergéncia (ou a divergéncia) das integrais relativas as
densidades estudadas, utilizaremos o conceito de ordem (também chamada
de equivaléncia assintdtica) e de “O-grande” (big-O), que é menos restritiva:

Definicao 1. Sejam f e g funcoes definidas em uma vizinhanga de xq. Di-
remos que f(x) € de ordem g(x) (ou f(x) ~ g(x)) em x — xo se

. f(x)
lim —+ =K
=0 ()

para alguma constante positiva K .

Y

Definicao 2. Sejam f e g funcoes definidas em uma vizinhanga de xq. Di-
remos que f(x) € O(g(z)), * — xo se |f(x)/g(x)| € limitada em alguma
vizinhanga de xg.

Ambas as defini¢coes acima podem ser estendidas para o caso zy = o0,
tomando como vizinhanca de x(, nesse caso, qualquer intervalo da forma
(a,00). Uma terceira definicao que serd utilizada é a de expansao assintética,
conforme a seguir:

Definicao 3. Seja f uma fungao definida em uma vizinhanga de co. Dizemos
que f tem expansio assintdtica f(x) ~ > po axx™® em x — oo se, para todo
n € N, vale a sequinte afirmativa:

n—1
f(x) — Zakx’k €eO@@™), x = o0
k=0

8



Nota: ndao é necessdrio que a erpansao assintotica defina uma série conver-
gente. Apenas suas somas parciais sao consideradas na definicao. Por isso,
o stmbolo ~ ¢ utilizado ao invés da 1gualdade.

Seguem alguns resultados basicos que serao utilizados ao longo do estudo:
Teorema 2. Dada uma fun¢ao [ continua em (0,00) tal que

f(x)w{xz em x—0 e

r’ em I — 00,

entao a integral fooo f(z)dx converge se a > —1 e b < —1, e diverge se
a<—-1oub>-1.

Corolario 3. A integral fol 1%(1—x)"dz converge se e somente se a,b > —1.

A demonstracao dos resultados acima pode ser obtida facilmente na lite-
ratura de andlise matematica introdutoria.

Lema 4. Seja f com expansdo assintdtica f(x) = > po arx™ em z — oo.
Entao

Jim 1) = 0
Demonstragao. Tomando n = 1 na Definigdo 3, temos f(z) — a9 €
O(z™1), * — oco. Da Definigao 2, segue que
f (95); Gl g
x

para algum K > 0 e para todo x suficientemente grande. Segue entao

]f(x)—&0]<£—>0.

2]
Logo f(x) — ao. n
Lema 5. Seja [ definida como no Lema 4. Entao
g(z) = x(f(z) — ap) ~ wa_k em r — 00,
k=0

onde by = agi1.



Demonstracao. Seja n € N. Podemos escrever

wf(x) — zag — S p—p bprk

:Lv—TL

_ 'f(x) — ko akx_k‘ '

p—(n+1)

Como f(x) — > oaxr™* € O(x=™*V) em z — oo, podemos tomar z, tal
que o valor absoluto acima é limitado, Vx > z,. Isso implica que g(z) —
S obpr T € O(2™") em x — oo, |

2 Distribuicoes a prior: nao-informativas

A critica tradicional ao paradigma bayesiano consiste na dificuldade de se
definir uma distribuicao a priori que possa ser considerada objetiva, ou que
represente um estado de nenhum conhecimento sobre 6 anterior a observacao
dos dados. Esse problema ja aparece em 1774, quando Laplace (segundo
Fienberg [5]) apresenta o principio da indiferenca, ou a hoje chamada regra
de sucessao de Laplace. De acordo com esse principio, a distribuicao que
representa desconhecimento total sobre 6 é aquela que associa iguais proba-
bilidades (ou densidades) a quaisquer valores possiveis, ou seja, a distribuigao
uniforme. No entanto, se o conjunto de valores possiveis para 6 tiver medida
infinita, essa regra nao ¢ capaz de fornecer uma densidade normalizavel para

0, pois
/p(@)dQ = / cdf = oo.
) e

Mesmo assim, dependendo da forma da funcao de verossimilhanga, é possivel
que a relacao p(f|x) x p(x|0) defina uma distribuicao a posteriori prdpria
(isto é, normalizavel) para 6. Portanto, é valido analisar as chamadas distri-
buigbes a priori imprdprias (ndo-normalizaveis), desde que a distribuigao a
posteriori seja propria. Pode ocorrer ainda que esta seja integravel apenas
para alguns dos valores possiveis de X, embora a situacao ideal seja aquela
em que sua aplicabiliddade nao dependa dos dados observados.

10



Retornando a regra de sucessao de Laplace, considere uma variavel X ~
Bin(n,0) com distribui¢do binomial em que n é fixo e conhecido e 6 segue
uma distribui¢do a priori uniforme no intervalo [0, 1]:

plale) = (7)o oy,

1 se0<H<1,
p(9)={ .

0 casocontrario.

Nesse modelo, a distribui¢ao de 6 dado X é p(f|x) o< 6*(1 — 0)" %, ou seja,
0| X = z tem distribuigdo Beta com pardmetros « =z +1e f =n—z +

a _ x+1
at+B T nt2

sucessao de Laplace, que consiste informalmente em “adicionar um sucesso e
uma falha a amostra”, e é uma decorréncia de seu principio de indiferenca.

1. Tomando a média dessa distribuicao < ), obtém-se a regra de

Revendo esse modelo, Haldane [8] afirma que a suposi¢ao de uniformidade
introduz viés (no sentido frequentista) nas inferéncias, e que um estimador
bayesiano objetivo de # deveria ser 7. Para chegar a este resultado, ele propoe
utilizar como densidade a priori a expressao:

1

p(f) x =0

A densidade a prior: de Haldane, como pode ser chamada, nao é integravel no
intervalo [0, 1], de sorte que se trata de uma densidade imprépria. Por outro
lado, a distribui¢do a posteriori é dada por p(f|z) o< 6*~1(1 — )"~ que
somente é prépria se © # 0 e z # n. Nesse caso, 6|z segue uma distribuigao
Beta com parametros @« =z e f§ = n — x. Essa densidade, no entanto, nao
se aplica a todos os possiveis valores que X pode assumir.

2.1 Probability matching no modelo normal

Um dos critérios para avaliar a objetividade de uma distribuicao a prior:
consiste na comparacao entre as inferéncias que sao obtidas a partir da cor-
respondente distribuicao a posteriori e as que seriam calculadas sob o para-
digma frequentista. Quando a probabilidade a posteriori de certas regioes do

11



espago paramétrico (intervalos por exemplo) coincide com a sua probabili-
dade de cobertura, do ponto de vista classico (Datta e Sweeting [3]), dizemos
que a distribuicao a priori associada ao modelo é Probability Matching Prior.

Para exemplificar essa propriedade, considere uma classe de densidades a
priori definida por p(u, o) = 1/0*, X > 0, associada a uma amostra iid de
tamanho n do modelo normal, parametrizado pela média e desvio-padrao.

A funcao de verossimilhanca é dada por:
-n -n —1 ¢
p(x|p, o) = (2m)?0 " exp [ > (a —u)2] :

202 4
=1

A densidade a posteriori pode, portanto, ser escrita como

p(p, olx) o< o~ A exp { _A} :

202

onde A=3" (v;—p)?=(n—1)s*+n(T —p)? e T e s? sdo definidos por:

n

RN 1 §
m:;xi e 32:n_12(a:i—x)2.

i=1

A marginal p(u|x) pode ser obtida pela transformagao z = 1/202:

e —A ®
p(p|x) o< / o "N exp {Tﬂ} do / 2 e A2 gy
0 0

Definindo o« = (n + A — 1)/2 e notando que o integrando é uma densidade
Gama, tem-se

v+1

()|

. .y _ u—z v
Por fim, considere a varidvel t = £=— T Decorre do exposto que , /n_lt’ T

=

p(p]x) o< A7 [1 +

ondev=n+\—2.

tem distribuicao t de Student com v graus de liberdade, onde v =n + A — 2.
Assim, no caso A = 1 (e somente nesse caso), o resultado se reduz a t|x ~
t,_1, 0 que coincide com a distribuicao da quantidade pivotal ¢, quando o
modelo é analisado sob o paradigma frequentista.

12



2.2 A densidade a priori de Jeffreys

Jeffreys [11] apresenta outra questao acerca da escolha da distribuicao a pri-
ori, que chamaremos de coeréncia, ou invariancia: considere um modelo
associado a uma reparametrizagao dada por ¢ : © — E. Se a distribuicao
a priori representa desconhecimento sobre #, deve também representa-lo so-
bre n = ¢(0). Por isso, é desejavel que a forma de obter a densidade seja
equivalente, qualquer que seja a parametrizagao do modelo.

Para apresentar essa propriedade mais formalmente, deixaremos de utili-
zar o abuso de notacao introduzido na secao inicial, passando a adotar uma
letra diferente para cada densidade ou funcao de probabilidade. Apéds a de-
finicao e um exemplo, o abuso de notagao sera retomado.

Considere um modelo X |0 ~ f(z|f) e uma bijecao n = ¢(). Sejam
71(0) e mo(n) respectivamente as distribui¢oes a priori dos modelos original
e reparametrizado, sendo este definido por X|n ~ g(z|n) = f(z|e~(n)).
Diremos que existe coeréncia se a distribuicao a posteriori de 6 for a mesma
quando calculada por qualquer uma das seguintes alternativas:

1. diretamente por meio da férmula de Bayes: p;(0|z) o f(x]0)m1(0)

2. a partir da distribuigao a posteriori do modelo transformado ps(n|x) o
g(z|n)m2(n), considerando § como uma funcao de n (6 = p~1(n)).

Na segunda alternativa, a densidade de 6| X é dada por

q(0]z) = p2((0)]2)]¥'(0)]
(vide James [10]).

A distribuicao uniforme para o modelo binomial sugerida pelo principio
da indiferenca nao satisfaz essa propriedade. Por exemplo, tomando a bijecao
¢ : [0,1] — [0,1], n = p(f) = 0, para algum valor a > 0 fixado, a verossi-
milhanca pode ser reescrita como:

ateln) = FGaly™ ) = ()= ey,
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que, associada a uma distribuigao uniforme em 7, leva a densidade a poste-
riori dada por pa(n|z) o< g(x|n). Ao realizar a transformagao de volta para
a variavel 0, a densidade obtida é dada por:

q(01) = pa(p(0)]2)'(0)] oc 67(1 — )" 76",

que indica uma distribuicao Beta com parametrosa = x+ae f=n—x+1.
Verifica-se entao que o principio da indiferenca, quando aplicado a diferentes
poténcias do parametro € da binomial, leva a diferentes “regras de sucessao”,
resultado de diferentes distribuicoes a posteriori para 6.

Retornando a Jeffreys (1946), o autor propoe uma metodologia para de-
finicao de uma densidade a priori que satisfaz a propriedade de coeréncia,
embora nem sempre resulte em uma distribuigdo propria. A densidade a
priori de Jeffreys é dada por

p(0) o< \/det Z(6),

onde Z(#) é a matriz de informagao de Fisher, definida por

70), = 2| (5 100te18)) (5 Toxtal)) |

Ressalte-se que a metodologia de Jeffreys requer algumas condicoes de
regularidade para validade da propriedade de coeréncia, e que nao ¢ a Unica
que satisfaz essa propriedade (vide, por exemplo, Hartigan [9]). No Anexo
I, trazemos a demonstracao dessa propriedade para um caso razoavelmente
regular.

No caso multiparamétrico, uma variagao da proposta de Jeffreys consiste
em tomar o produto das densidades a prior: de cada parametro, calculada
como se os demais fossem fixos. A densidade assim obtida serda chamada de
distribuicao a priori de independéncia, uma vez que coincide com a metodo-
logia original no caso em que a matriz de informacao de Fisher tem forma
diagonal.

Na secao seguinte veremos exemplos dessas duas alternativas. Convém

ressaltar, no entanto, que as distribui¢oes de independéncia nao necessaria-
mente satisfazem a propriedade de invariancia definida anteriormente.
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2.2.1 Densidade a prior:i de Jeffreys para modelos de locagao e
escala

Nesta secao serao considerados modelos uniparamétricos de locacao e de es-
cala, bem como o modelo biparamétrico onde ambas sao desconhecidas, para
fins de obtencao da densidade a priori de Jeffreys.

Para um modelo de locacao, isto é, p(x|u) = g(x — p), p € R, pode-
se mostrar que a informacao de Fisher para u é constante, de forma que a
densidade a priori de Jeffreys é imprépria e dada por p(p) o< 1. Mesmo assim,
a densidade a posteriori é sempre prépria, e dada por p(u|z) = g(x—p), pois

[ o win=— [ =1

[e%e} —+00

No modelo de escala, p(z|o) = (1/0)g(x/0), 0 < 0 < oo, a informagao
de Fisher tem a forma Z(o) = c¢/o?, de forma que a densidade a priori de
Jeffreys é dada por p(o) & 1/0, também imprépria. No entanto, a densidade
a posteriori é normalizével se z # 0, e é dada por p(o|z) o< g(z/0)(1/0?).
Para verificar essa afirmacao, considere a transformagao z = x/o na integral

abaixo:
/oo lg (E) l do = %lfotx;g(z) dz sex >0,
o 0 \a/ao = [T g(z)dz sex <O.
De onde se conclui que p(o|x) = g(z/o)(h(x)/c?), em que
W) = |z|/ Prob[Z > 0] sex >0,
|z|/ Prob[Z < 0] sex <0,

e Z ~g(z).

No modelo completo de locagao-escala, isto é, p(z|u, o) = %g (%), tem-

se

log p(x|p, 0) = —logo +log g (m ~ u) .

Definindo h = (logog)’ = ¢'/g, segue, pela regra da cadeia:

dlogp <x—,u) (—1)
iy ),
ol o o

15




8logp:—_1+h Top\ [ rop)
do o o o?

Assim, os elementos da matriz de informacao de Fisher,

i o
)= (2 ).

sao dados por:

As variaveis z = % e suas funcoes sao quantidades pivotais. Portanto, suas
distribuicoes nao dependem dos parametros. Segue que

iy = E [h(z)l G + h(z)z%)} = LB (14 h(2)2))]

g

loo = I

(l n h<z)zl)2] _1g [(1+n(2)2)?] .

o o

Dessa forma, a matriz de informacao é dada por:

I (e co
)= — .
() o? <012 C22
onde ¢;; nao depende de 0, de forma que densidade a priori de Jeffreys nesse
caso é p(f) o< 1/02.

Cumpre observar que o exemplo da secao 2.1 pode ser visto sob a dtica de
um modelo de locacao-escala, de forma que a densidade a priori de Jeffreys
na versao completa é dada por p(u, o) o< 1/0% e na versao de independéncia
é dada por p(u, o) < 1/o. Conforme exposto naquela se¢ao, a versao de in-
dependéncia é uma distribuicao probability matching, mas a versao completa
da densidade a priori de Jeffreys para o modelo normal nao satisfaz essa
propriedade.
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2.2.2 O Principio da Verossimilhanca e a distribuicao a prior: de
Jeffreys

No paradigma bayesiano, o principio da verossimilhang¢a consiste em tomar
a funcao de verossimilhanga como a especificagao completa do modelo, sendo
equivalentes duas fungoes que difiram apenas por uma constante em relacao
aos parametros.

Como um exemplo, considere os experimentos definidos a seguir:

1. Lancar uma moeda n vezes, e observar o nimero de vezes x em que o
resultado foi ‘cara’.

2. Lancar uma moeda até que sejam observadas « vezes o resultado 'co-
roa’, e registrar o nimero total de langamentos m.

No primeiro caso, x segue uma distribuicao binomial de parametros n e
6, onde 0 € (0,1) é desconhecido e representa a probabilidade de obter ‘cara’
em cada langamento (desconsideramos o caso 6 € {0, 1} porque resultaria
em probabilidade nula de obter uma das faces). No segundo caso, a variavel
y = m — «a também representa o nimero de ‘caras’ observado mas segue uma
distribuicao binomial negativa de parametros a e 6.

As funcoes de verossimilhanca nos dois casos acima sao:

plale) = (" )orta oy,

p(ylo) = (my_ 1) 0v(1 — )™ Y.

Se os dois experimentos resultarem nas mesmas observagoes, isto €, se r =
y e n = m, entao as fungoes sao equivalentes, na oOtica do principio da
verossimilhancga. Veremos a seguir que nesse caso a densidade a priori de
Jeffreys nao respeita esse principio, por levar a expressoes diferentes para
cada uma das situagoes acima.
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No caso do modelo binomial, a densidade a priori de Jeffreys pode ser
obtida por

I(0) =E [(d%mgp(xw)ﬂ —E [(g - %)1 —E [(;&’1——_”2))2] .
Como E[X] = nf e Var[X] = nf(1 — 0),

1 n

70 - (7r=m) V= e

que significa que a densidade a priori de Jeffreys é dada por p() oc 67/2(1 —
0)~/2, ou seja, a distribuicio Beta(1/2,1/2). A densidade a posteriori é
sempre prépria e dada por Beta(z +1/2,n —x + 1/2).

No caso da distribuicao Binomial Negativa, a informacao de Fisher é dada
por:

I(6) =E [——dQ 10%@0)} =B {% - (?—_9§2] — o i 0)?

pois Ely] = af/(1 — 6). Segue que a densidade a priori de Jeffreys tem
a forma p() o 67Y2(1 — §)~L. A distribuicio a posteriori tem a forma
Beta(y + 1/2,m — y).

Observa-se que as inferéncias serao diferentes de acordo com o design
do experimento que foi adotado, mesmo que os dados observados sejam
idénticos. Isso ocorre porque a definicao da densidade de Jeffreys faz uso
do conceito de informacgao de Fisher, que por sua vez consiste em um va-
lor esperado sobre o espago amostral, isto é, depende nao apenas dos dados
observados, mas também dos que poderiam ter sido observados.

2.2.3 Invariancia da distribuicao a prior: de Jeffreys

Nessa secao, nao sera utilizado nenhum abuso de notacao, para evitar qual-
quer confusao entre os conceitos.
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Para verificar que a distribuicao a priori de Jeffreys satisfaz a proprie-
dade de coeréncia, considere uma familia de densidades (ou de fungoes de
probabilidade) f;(z]@), com suporte independente de 6 e derivadas parciais
continuas em relacao a cada componente #;, e um difeomorfismo ¢ : © — F|
entre os conjuntos abertos ©, F C R?. Valem, entdo, as seguintes expressoes:

fi(z]6), Faleln) = filzle” (),
m1(0) o< /det Z;(0), ma(n) ox y/det Zy(n),
p1(0lz) o< f1(2|0)m1(0). | pa(nlz) o< falw|n)ma(n).

Teorema 6. A distribuicao a posteriori de 6 é a mesma, tomando dire-
tamente p1(0|x) ou partindo da densidade a posteriori para n e fazendo a
mudanga de varidvel 0 = p~1(n).

Demonstracao. Inicialmente, provaremos a seguinte propriedade da ma-
triz de informagcao de Fisher:

Lo(p(0)) = Jo-1(2(0))" T0(0) Jp-1 (£(9))- (6)

Para tanto, observe que

OLy(n; X) OLs(n; X)
Z(n)i;; = E La(n;x) =1 :
2(1)3s o, o, | 2(1; ) = log fa(x[n)
Pela regra da cadeia multidimensional,
Oy v_ 1 Ofhn) 1 Z Ofi(x]0) 96
o folzln) O fi(zle=t(n)) 1 o 9=p—1(n) o

Segue, portanto, que:

Li(0;2) =1 .

n=p(0)

k=1

Substituindo esses resultados na expressao para os elementos da matriz de
informacao, tem-se

Io(p(0))i; = E [Z > CLAX)uCy

k=1 l=1

Y
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onde

_ OL1(0;2) OL,(0; )
00y, 06,

Para completar a prova, basta observar que

o,
I .

A Ciyj =

d
chiA(-iE)lelj = (CTA($) C)z’j,
1 1=1

M-

C=Jor(p(0) e E[AX)]=1(0),
de forma que a propriedade (6) segue pela linearidade do valor esperado:

Ir(¢(0)) =E [CTA(X) C] = CTE[A(X)] C.

Retomando o enunciado, a distribui¢cao de uma funcao de uma variavel
aleatéria é dada pela formula

q(0lz) = pa(p(0)|2)] det Jo(0)] o< faz|0(0))ma(0(0))] det J,(0)],

segundo James [10], onde J,(#) é a matriz jacobiana da transformacao:

oni .
J¢(9)ij = 89(6), 1,] = 1, ,d
J

Como fo(x|p(0)) = fi(z|f), basta provar que m1(0) = m2(p(0))|det J,(0)],

ou, equivalentemente,

det Z,(0) = det Zy((0)) (det J(0))*.

Usando propriedades do determinante, o lado direito pode ser escrito como
det (JI(0)Z5(¢(0))J,(0)), de forma que a proposi¢io decorre diretamente
de (6), pois a matriz jacobiana da funcéo inversa satisfaz J,-1(¢(f)) =
(J(6)) " u

3 A densidade a prior: de Jeffreys no modelo
Poisson-Gama

Nessa secao serd exibida a expressao analitica da densidade a prior: de Jef-
freys na parametrizagao dada por « e r = /(14 ). Nesses termos, o modelo
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integrado se escreve como
Xj ~ p(ZL‘j|Oé, 7") =

onde
tjﬁ th’
T, = =

e os valores t; sao considerados fixos e positivos.

A matriz de informacao de Fisher (Z.ao‘ tar

(para uma observagao) tem
Za’r‘ ZTT

como componentes:

2

ina =~ |50z logp(Xla,1)| = B¥/(0) = /(e + X)

82
lar = {a 5 log p(X|a, 7“)} =

:E[<§_1atj>(1+tt_—11 )r)? ( 1—’” >1+<t3_1)r}

2

e | R e e

onde p
U(r) = -+ log ()

é a funcao digama, cuja derivada ¢’ é chamada funcdo trigama. A primeira
componente é dada por:

_— > MNa+z) , s ,
oo = er(l—ﬁ) (V') =P (a+x)).

r=

: -1
Usando o fato de que ¢'(a) — ¢’ (o + ) pode ser escrito como Y " (o +

n)~2, que segue de uma representacao em série da fungao trigama [4], Fisher

aponta em artigo de 1941 [6] que a série acima “curiosamente” se reduz a

T

= ZB(O&,ZL’)%, (7)
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onde B(a, z) = T'(a)['(2) /T (cx + ).

Assim como em [2], também nao foi possivel obter uma demonstracao
para o resultado acima. Tomando-o como vélido, é possivel escreve-lo em
termos da funcao hipergeométrica generalizada:

T L1 1

Zaa:ESFZ(Za_i_l;Tj)v (8>

onde

ai, az, CL3,Z _ . (al)k(GQ)k(a?))ki
o RN )

e (a)y =T(a+k)/I'(a) é o simbolo de Pochhammer.

A componente i,, pode ser simplificada utilizando a linearidade do valor
esperado e o fato de que

/r‘,
L — ot

E[X;] = ~
[ ]] al_r] ]1_r’

resultando em .
j

Por fim a componente i,, pode ser escrita como:
= ——
Tr T .
r(l—r)
Dessa forma, o determinante da matriz de informacao para n observagoes,

¢é dado por: ,
<Z ioza) (Z iar) - (Z irr‘) )
j=1 j=1 j=1

e a densidade a prior: de Jeffreys pode ser escrita como:

1 z 1,1,1
pJ(a’r>O<7“(1——7”) R;T’j(gpg (27a+1,7’j)—1), (10)




onde R=3)7"1;

Para a densidade de independéncia, tomamos

pyr(a,r) o« (Z z'(m> (Z iar>

1 1,1, 1
pﬂ(a,r) 1—_7. RZT’] 3F2( 1; ]) (11)

que resulta em

Na secao seguinte, veremos as densidades aqui expostas no contexto de
uma familia mais geral de densidades a prior: para o modelo Poisson-Gama.
No restante dessa segdo veremos formulagdes equivalentes de (8) e proprie-
dades assintéticas da funcao hipergeométrica generalizada que resulta de sua
aplicacao.

3.1 Comportamento assintético da fungao 3F,

Nesta secao adotaremos a notacao simplificada

1, 1,1
Fla,r) = F(2 a+1’ )
Teorema 7. A expressio F(«a,r) satisfaz as sequintes desigualdades:
1< Fla,r) < agf(a), (12)

para v € (0,1). Além disso, a expressao a direita apresenta o sequinte com-
portamento assintotico:

al em a—0 e

1 em o — 00.
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Demonstragao. Utilizando (7) e (8),

Tz—l

F(a,r):%ZB(a,x)%zl—anB(Oz,@ . (13)
=1 =2

uma vez que B(a, 1) = 1/a.

Como os coeficientes da série acima sao todos positivos, fica demonstada
a desigualdade a esquerda de (12). Para demonstrar a desigualdade a direita,
observe, de (13), que a fungao F'(a,r) é estritamente crescente em r € (0, 1),
de forma que basta mostrar
lim F(a,7) = ad’ ().

r—1

A série hipergeométrica generalizada (9) de F(a,r) converge absoluta-
mente para todo r € [0, 1] (vide [4, secao 16.2(iii)]). Portanto, o limite acima
é simplesmente o valor de F'(a, 1). Aplicando as transformagoes em [4, 15.4.1
e 16.5.2], obtemos

Fla,1) = F(g‘(—;l)/o (1 —t)alw dt. (14)

Por outro lado, tomando a representagao integral da funcao trigama [1,

6.4.1], o
W(z) = / L,
0

1—e v
e fazendo a mudancga de varidvel para [t = 1 — e, obtemos
1 z—1
—log(1—1¢t)(1—t
W= [T,
0

Substituindo esta expressao em (14), completamos a prova das desigualdades

(12) F(a,1) = ) ().

Para obter o comportamento assintético do termo limitante, aplicamos
inicialmente a série dada em [4, 5.15.1]:

SNV T T DN D S S B R
!/
W@ Z<a+n) a2+;(a+n) =2" “ n? a2+6

n=0
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Segue, portanto, que a?y’(a) — 1, de forma que ay)’(a) ~ a~! em a — 0.

Alem disso, a funcao trigama satisfaz a expansao assintotica

o0

1 1 B
R R =3 (16)

202
k=1

onde By, sao os numeros de Bernoulli [4, 5.15.18]. Seguindo a notagao da
Definicao 3, verifica-se que ay = 0. Aplicando o Lema 4, podemos escrever

a¢()~1+—+2§§,’j (17)

Finalmente, pelo Lema 5, concluimos lim, o, at)’(a) = 1, pois a; = 1.1

O resultado acima permitird tratar a distribuicao a posteriori associada
a densidade a priori de Jeffreys de independéncia (11). Para tratar o caso
da densidade de Jeffreys (10) na formulacao original, é necessario estudar a
expressao F'(a,r) — 1, que aparece no seu radicando. Ocorre que essa ex-
pressao nao admite cota inferior positiva em (0, 1), pois F'(«,7) — 1 quando
r — 0. Estudaremos, portanto a expressao

F(a,r)—1
. :

G(a,r) =

Teorema 8. A ezpressio G(a, 1) definida acima satisfaz as sequintes desi-

gqualdades:
1

2+ 2«

em r € (0,1). Além disso, vale a)'(a) —1 ~ a~! tanto em a — 0 quanto
em o — 00.

<G(a,r) < a'(a) —1,

Demonstracao. Aplicando a representagao (13), podemos escrever
Glar) =22 iB( JARNER ZB
a,r)=-|— o, r)— — — o, ) .
’ r\r < T r
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Segue que

G(a,r)za(@%— (a, )T:)

Como os coeficientes da série sao positivos, podemos escrever

Glar) > a (B(a,Q)) 1

2 2+ 2a°

Para verificar o limite em r — 1, aplica-se o resultado do Teorema 7:

71}_{1} Gla,r) = F(a,1) = 1= o) (o) —

Para obter o comportamento assintotico em o — 0, observamos que
a(ay'(a) = 1) = a®Y(a) —a — 1,
uma vez que lim, ooy (a) = 1.

Por outro lado, para analisar o comportamento em a — oo aplicamos o
Lema 5 a expressao (17), obtendo

o0

1 B
(0“/’ () 5 + Z anle

Aplicando o Lema 4 a expansao obtida acima, segue

lim a(ay' (o) — 1) = L

a—00 2’
Conclui-se, portanto, que a)’(a) — 1 ~ ™! tanto em o — 0 quanto em

a — 0. |

4 Uma familia de densidades a prior:

Na presente dissertagao, trataremos de uma familia de densidades a priori
que engloba algumas formas funcionais comumente utilizadas bem como as
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densidades obtidas pela técnica proposta por Jeffreys e pela sua variacao que
resulta na densidade a prior: de independéncia.

Retomando a parametrizagao definida em (5), vamos considerar densida-
des a priori para um modelo

Xj|a7 T~ p(Ij|O‘a r)a

nos parametros a € (0,00) e 7 € (0,1). A familia de densidades que serd
estudada possui a seguinte forma funcional:

pla, ) o< (1 — T)bf(a,r), (18)

onde a e b sao hiperparametros reais e f é uma funcao continua, positiva no
dominio (0, 00) x (0,1), que satisfaz as seguintes condigoes:

1. f admite cotas inferior e superior positivas, f;(a) e fs(a), que depen-
dem somente de «;

2. O comportamento assintotico das cotas pode ser expresso como

fl(a)N{oz“*E em a—0 e (19)

a’ em o — oo,

“ em a—0 e

fs(a) ~ {‘ﬂ, (20)

a’ em o — 00,

onde u,v € R e £,0 > 0 sao hiperparametros fixos.

Informalmente, trata-se da familia de densidades cuja dependéncia em
r pode ser minorada e majorada por uma expressao proporcional a densi-
dade Beta de parametros a e b. Alem disso, é necessario que as expressoes
majorante e minorante tenham comportamento polinomial em « nos dois
extremos de integragao (0 e co). Os parametros € e § permitem flexibilidade
para que as cotas inferior e superior tenham comportamentos diferentes entre
si.
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4.1 Propriedade e impropriedade a priori

Trata-se, nesta secao, de estabelecer condigoes de convergéncia da expressao

/OOO fs(a) /01 r*(1 — )’ drde, (21)

ou de divergéncia da expressao

/0 " @) /0 "L~ ) dr da (22)

A integral em relagdo a r nas expressoes acima converge se e somente se
ambos os parametros a e b forem maiores do que —1 (conforme Corolario
3). Disso se conclui imediatamente que a densidade é imprépria sempre que
a<—-1 ou b<-1.

No caso contrario, a propriedade depende da convergéncia da integral em
relacao a a. Aplicando o Teorema 2, vemos que a integral da cota superior

/000 fs(a) da

converge se e somente se u > —1 e v < —1.

Se a integral acima nao for convergente, a propriedade da densidade a
priori nao pode ser estabelecida. No entanto, podemos avaliar a integral da

cota inferior -
/ fr(a) da
0

que diverge se e somente se u +¢ < —louwv—4§ > —1.

Em resumo, temos as seguintes condicoes suficientes de

1. propriedade: a > —-1eb>—-1leu>—-lev<—1

2. impropriedade: a < —loub< —-louu+e<—-louwv—9>-—1
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Nota: se ¢ = = 0, as condigoes acima sao também necessdrias.

Por outro lado, se ¢ > 0 ou § > 0 (e se a,b > —1), existe uma regiao de
valores de u, v para os quais nao se pode estabelcer nem a propriedade nem
a impropriedade. Essa regiao é dada por

(u<—=1 ou v>-1) e u>—-1—¢ e v<—-1+40.

4.2 Os parametros que correspondem as densidades de
Jeffreys

Para explicitar os parametros que definem a densidade a prior: de Jeffreys
(10), vamos escrevé-la na forma

ri/2 RZR:T_JZF(a,rj)—l

1—rA\|lr r2 r;

psla,r) o

j=1
As quantidades R/r e (r;/r)?, consideradas como fungoes de r € (0, 1), sao
limitadas superior e inferiormente por valores positivos. Para verificar isto,
basta notar que:

r—0 7r
Jj=1
7 r}
lim = =t Iim—= =1
r—=0 72 J r—=1 72

Assim, as expressoes definem fungdes continuas no intervalo compacto [0, 1],
sendo portanto limitadas. Além disso, sao estritamente positivas, uma vez
que 7; € (0,1) e t; > 0.

Para aplicar o Teorema 8, podemos escrever p; como py(a,r) o< r/ 2(1—
r)~ f(a,r). Segue que f(a, ) possui cotas inferior e superior nas formas

fs(a) = /Clav'(a) - 1),
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e c e (' sao constantes que nao dependem de r nem de o. O comportamento
assintético de f; é dado por

0

« em ao—0 e
&) ~
f(> {04_1/2 em o — o9,

e o de fg por

a2 em a—0 e
o) ~
fs(@) {ozl/2 em o — 00.

Concluimos assim que a densidade a priori de Jeffreys pertence a familia
(18) com parametros

a=1/2,b=—1, u=v=—1/2, e=1/2, 6§ =0. (23)

Segue que essa densidade é impropria.

A densidade de Jeffreys de independéncia (11) pode ser escrita como

1 R <71
pufer) x 2 | B S ),

Pelo Teorema 7, podemos escrever a densidade acima como
prr(a,r) o (1 —7r)" f(a,r),

onde f(a,r) possui cotas inferior e superior nas formas f;(a) = ce fs(a) =
VCay(a), para certas constantes ¢ e C. O comportamento assintético de

fs é dado por
a2 em a—=0 e
fs(a) ~ {

1 em o — 00.

Concluimos assim que a densidade a priori de Jeffreys de independéncia
pertence a familia (18) com parametros

a=0b=—-1u=-1/2, v=0,e=1/2, §=0. (24)

Segue que essa densidade também é imprdpria.
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4.3 QOutras densidades especiais

Nessa secao consideraremos densidades definidas por expressoes da forma
— k1 k2
paﬂ(av /8 ) = B €

pap(a, B) = o™ (o + s1)" 8" (B + s9)™,

onde 3 é o parametro de escala em (3), kq, ko, k3 e k4 s@o hiperparametros
reais e s1 e So sao hiperparametros reais positivos. A forma funcional de pypg
é proposta por Hadjicostas e Berry [12].

Como as expressoes estao em termo de a e 3, vamos supor a inveriancia
para transformé-las em termos de o e r. O determinante jacobiano da trans-
formagao

¢é dado por
det J, = (1 — )2,

Dessa forma, as densidades se escrevem como
Papla,r) = a™MrP2 (1 —r)7F272 ¢
pap(a,r) = o (a4 sp)F2rks (1 — p) R =Ra=2(p 1 (1 — pr)sy),
A primeira forma funcional se enquadra na familia (18) com f;(a) =
fs(a) = aF', com parametros

CL:]{JQ,b:—kQ—Q,U:U:kZ17€:(5:O. (25)

Para a outra densidade (pyp), observamos que (r + (1 — r)sg) é limitado
por constantes positivas para todo r € (0,1). Dessa forma, f(a,r) = o* (a+
51)%2(r + (1 — 7)s9)* admite cotas

ak em o—0 e

f[(&) ~ fS(a) ~ {ak1+k2

em o — OoQ.
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Conclui-se, portanto, que a densidade proposta por Hadjicostas e Berry
se enquadra na familia (18) com os seguintes parametros:

a=ks, b=—ks—kys—2, u=ki, v=k +ky, e=66=0. (26)

5 A densidade a posterior: para o modelo
Poisson-Gama

A partir da familia de densidades a priori considerada na secao anterior,
vamos tratar a densidade a posteriori dada por

pla,r|x) o< p(x|a, r)r(1 — r)bf(a, ) o

o<H( Sl m)e) - e (27)

Definindo #,,+1 = a, y; = a (para j € {1,...,n}), Ypy1 = b ety = 1,
podemos escrever a densidade a posteriori como

pla,rle) o< Q(a) R(a, r) f(a,r), (28)

onde .
0) = H I'(a+x;)
: ['«)
7j=1
n+1
X
r]” (1—r;)"
7=1
Essa fatoragao da densidade a posteriori permite tratar a integragdo com
respeito a r primeiramente, e depois com respeito a a.

Além disso, outras duas observagoes sao relevantes para o analise da in-
tegrabilidade da expressao acima:
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Lema 9. As transformacées gy : (0,1) — (0,1), definidas por

(0 -

formam um grupo em relagao a operagao de composicao tal que

Giogs=Gis € G = qin

Demonstracao. Basta verificar que

t t
M) = Sy ) T )
_ ts B ts
S lr+(s=1) 4 (ts—s) 1/r+(ts—1)
e que gi(r) =r. |

Lema 10. A expressio I'(x+p)/T(x+q), com p,q > 0, apresenta o sequinte
comportamento assintotico:

x, se p#0,q=0

[(x + p) 1, se p,g>0 emz —0 e
I'(z+q) 1z, se p=0,q#0
xP~ em T — 00.

Demonstrag¢ao. Quando x — 0, ha trés possibilidades: se p,q > 0, entao

L(z+p) T(p)
Fz+q)  T(g)

Sep=0eq>0,
D@ _T+1) I
Fz+q) T(@+q T(g)

Por fim, se p > 0e g =0,
1T'@+p) Tl+p)  TLp)

r @) D+l  TQ)




Em z — oo, vale a aproximacao de Stirling I'(z) ~ v2mz*~1/2¢7%:

I'(z+p)
I(z+q)

z+q—1/2 x+q —1/2
_ T+p b _ 1+p—q> ($+p) ed—P.
T +q T +q T +q

Tomando o limite e usando o fato que

~ (z+p)? (x4 p)=tet2e P —
(l’ + q)x—i-q—l/Qe—x—q

(xz+p)**

lim <1 + g>n =éeY,
n

n—o0

e que v/(z+q)/(z 4+ p) — 1, segue

(x+p)**

Hz+p
['(x+q)

Para concluir pelo enunciado, basta observar que (z + p)?? ~ z97P pois
(x 4+ p)/x — 1 quando x — oc. |

5.1 Resultados intermediarios para o estudo de inte-
grabilidade da densidade a posteriori

Nesta secao apresentaremos dois resultados que serao utilizados para estabe-
lecer as condicoes de integrabilidade da distribuicao a posteriori. Serao uti-
lizadas ao longo do texto as seguintes defini¢oes, para simplificar a notagao:

s=> x; e n'=|{j:z#0}
j=1

onde |{...}| indica o nimero de elementos de um conjunto.

Além disso, definimos b* como

b> —1
b 0 seb> (29)
1 seb=-—1.

34



Lema 11. O termo Q(«) satisfaz o sequinte comportamento assintético:

a” em o — 0, e
a7

em o« — OoQ.

Demonstragao. Para cada j € {1,...,n}, o fator I'(a + z;) /I'(a) ¢ igual a
1, se x; = 0, ou entao se reduz a

li[(Oerj—i%

=1

aplicando sucessivamente a relagdo I'(aw + 1) = al'(a). Em ambos os casos,
trata-se de polinomios de grau z;. Definindo H?zl ¢ = 1, Q(a) pode ser

escrito como
n Ty

Q) =TI (a+a;—4),

j=1i=1

que resulta em um polinémio de grau s em «.

Para cada observagdo nao nula, Q(«) possui um fator da forma «, cor-
respondente ao termo em que ¢ = x; no produtoério acima. Os demais fatores
convergem para uma constante positiva quando a tende a 0. Segue, portanto,
que Q(a) ~ a™ em o — 0.

Quando « tende a oo, todos os fatores sao de ordem «, de forma que
Qa) ~ a® em a — oo. [

Lema 12. A integral fol R(a,7)dr € finita (para todo o > 0) se e somente se
os parametros a e b da distribuicdo a priori satisfazem as sequintes condigoes:

a>—-1—s e b>—1 (30)

Além disso, quando convergente, a integral satisfaz as sequintes desigualda-
des:

1
cB(s+a+1,na+b+1) S/ R(a,r)dr <CB(s+a+ 1,na+b+1),
0

onde ¢ e C sao constantes positivas que so dependem de t; e xj, e B € a
funcao Beta.
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Demonstracao. Utilizando a notacao do Lema 9, podemos escrever o fator

R como
n+1

R(a,r) = H 9e; (1) (1 = g1, (r))*.

Definindo p = max(ty, ..., t,), considere a transformagao de varidveis r —
ry = gu(r). A tranformacao inversa é dada por r = gy,,(r,). Logo, r; =
9,,(r) = 9,(91/u(ri)) = Ge;/u(ru). A expressao R(a,r) se escreve nesses
termos como:

n+1
R(a, g1/u(ry)) = Hgtj/u(ru)mj(l - gtj/u(ru))yj =
j=1

() (i) -
i 1—|—(Uj—1)7’u 1+<Uj—1)7”u

[T () rae(1 = )"

J=1\"y H
= n+1 :E]' j ’ <31>
[T (1 (g = D)™™
onde u; =t;/pes=>37" ;.
O denominador em (31) pode ser reescrito como:
[T+ Gy = 1)) ™ ] (L (1= D)™™ (32)

j=1

O termo (1+ (1/p—1)r,)*™ pode ser majorado por uma constante positiva,
pois o termo entre parénteses é positivo para todo r, € [0, 1].

No produtério de (32), as expressoes (1 + (u; — 1)r,) sdo positivas e
menores ou iguais a 1, pois u; < 1 para todo j < n. Como os respectivos
expoentes ; + y; = x; + « sao positivos, o fator

(1+ (= 1))
1

n
1=

¢ menor ou igual a 1 para todo r, € [0,1] (e para todo a > 0).
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Nota: embora esse fator também admita uma cota inferior positiva (em
relacao a varidvel r,), esta ndo sera utilizada, pois apresentaria dependéncia
em «, devido a presenca dos expoentes y;.

Conclui-se que a expressao (32) pode ser majorada por uma constante.
Disso decorre que a expressao de R em (31) admite cota inferior na forma:

€1 TZJra(l o ru>na+b < R(Oé7 91/#(7'u>)7 (33>

para alguma constante ¢; > 0.

Por outro lado, definindo v = min(¢y,....,th41), 7 = ¢u(r) e v; = t;/v,
podemos escrever

Hn+1 (Uﬂ'ﬁj> rls/+a(1 _ ry)naer

R(a, g1u(ry)) = =L '
( g1/ ( )) H;zi-ll (1 I (Uj B 1>7,V)évj+yj

O denominador da expressao acima ¢ dado por

(L4 (v = D)™ (14 (1/v = 1), )"

n

J

As expressoes (1 + (v; — 1)r,) s@o positivas e maiores ou iguais a 1,
pois v; > 1 para todo j < n. Segue, em analogia ao caso anterior, que o
denominador acima pode ser minorado por uma constante positiva. Disso
obtemos uma cota superior para a expressao de R como funcao de r,:

R(C“7 gl/u(ru)) < Ol riJra(l - TV)naera (34>

para uma certa constante Cf.

O jacobiano das transformacoes da forma r = g,/-(r-), onde 7 € {u, v},
¢é dado por
dr /7
J=——= 91/7(7’7') = 7
dr; 1+ (1/7 = 1)r;)
Em ambos os casos, a expressao de J é positiva para todo r. € [0, 1] e pode,
portanto, ser minorada e majorada por constantes.
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Para provar a suficiéncia das condigoes do enunciado para a convergéncia
da integral de R(«,r), suponha que a e b satisfazem as restrigoes dadas em
(30). Sejam &, tais que 0 < & < ¢ < 1. Pelo teorema de mudanga de
variavel, podemos escrever:

¢ gu(C)
/ R(a,r)dr —/ R(a, giyu(r))| ] dr, e
£ gu(f)
¢

gu(C)
/ Rla, ) dr / R(a, g1y (r,)|T| dr .

3 9u(€)
As integrais no lado direito admitem, respectivamente, cotas superior e infe-
rior na forma:

91/(() QV(O
/ R(ov, g1y ()| ] dr, < Cg/ rete(l — TV)"O‘+b dr, e
gu(&) gu(é)

9. (¢) N " 9u (<)
o / P (L =, o i, < / Rict, gun(ra)) || dr,
9#(5) Qu(f)

para certas constantes ¢ ¢ Cy. Tomando o limite em que & — 07, — 17,
os integrandos da forma r5*¢(1 — r)"*** 7 € {u, v}, resultam em B(s +
a+ 1,na + b+ 1), pois tanto s + a + 1 quanto na + b+ 1 sdo positivos por
hipétese.

Disso se conclui pelo enunciado:
1
cB(s+a+1,na+b+1) S/ R(a,r)dr <CB(s+a+1,na+b+1),
0

para certas constantes ¢ e C.

Para provar a necessidade das restri¢oes em a e b, suponha por absurdo
que s +a < —1 ou b < —1. Nesse caso, a cota inferior

gu(C)
o / rete(l — )"t dr,
gu(8)

diverge no limite em que & — 07, — 17. Portanto, a integral de R(a,7)
em r € (0,1) ndo pode ser convergente. |

38



Corolario 13. Sob as mesmas condi¢oes de integrabilidade de R(c, 1), a
funcao

S(a) = /01 R(a,r)dr

admite cotas inferior St(a) e superior Ss(a) cujo comportamento assintdtico

¢ dado por
_p*

Sia) ~ Ss(a) ~ {j

ema—0 e

em o — OQ.

Demonstracao. Pelo Lema 12, verifica-se que as cotas obtidas para S(«)
possuem comportamento assintotico determinado pela expressao B(s + a +
1,na+ b+ 1), tanto em o — 0 quanto em o — oo.

Pela definicao da funcao Beta, podemos escrever:

['(no+b+1)

B(s+a+1,na+b+1)=F<S+a+1)F(s+na+a+b+2)'

O fator I'(s + a + 1) é constante. Aplicando o Lema 10 no outro fator, com
r=na,p=b+1eq=s+a-+b+2 concluimos que

1, se b>-—1
ema—0 e

B(s+a+1l,na+b+1)~ al se b=-1
a5l em o — 00.

Utilizando a definicao de b*, esse resultado pode ser expresso na forma
compacta do enunciado do Corolario. [ |

5.2 Condicoes de integrabilidade da densidade a pos-
teriort

Teorema 14. Para que a densidade p(a,r|x) seja propria, sao suficientes
as sequintes condigoes:

a>-1—-s e b>-1 e u>b"—-1—-n" e v<a. (35)
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Conversamente, para que a densidade p(a, r|x) seja impropria, sdo suficien-
tes as condigoes:

a<—-1—s ou b<—-1 ou u+e<b"—1-n" ou v—40>a. (36)

Nota: no caso e = =0, as condi¢oes acima sdo também necessdrias.

Demonstra¢ao. Suponhamos vélidas as condigoes em (35). Aplicando
a decomposicao em (28) e as propriedades de f, podemos obter uma cota
superior para a densidade a posteriori na forma:

pla,rx) < C Q) R(a,r) fs(a),

para alguma constante C'.

As condicbes a > —1 — s e b > —1 garantem a aplicabilidade do Lema
12. Portanto, integrando o lado direito da expressao acima (ignorando a
constante) com respeito a r obtemos uma majoragao da forma

/0 Q(a)R(a, 1) fs(a) dr < Q(a)Ss(a)fs(a) = T(a).

O comportamento assintético de T'(«) pode ser obtido combinando os Lemas
11 e 12 e a expressao (20):

! k.
A’ ema — 0 e
T(a) ~ 14
a 7Y em o — 00.

Das condigoes u > b* —1—n' e v < a, segue que os expoentes de « acima
satisfazem
n—-0'+u>-1 e —a—14+v<-1

Pelo Teorema 2, conclui-se que T'(«v) ¢ integravel, e portanto p(a,r|x) é
propria.

Para provar que as condigoes (36) sao suficientes para que a integral da
densidade a posteriori divirja, vamos considerar uma cota inferior da forma

pla,rlx) = c Q) R(a, ) fi(a),
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onde ¢ é uma constante positiva.

Suponha, inicialmente, que vale a < —1 — s ou b < —1. Nesse caso, pelo
Lema 12, temos

1
/ R(a,r)dr = o0,
0

para todo a € (0,00) (caso a < —1 — s) ou somente num intervalo da
forma (0,a9 = —(b+ 1)/n] (caso somente b < —1). Em ambos os casos, é
possivel definir um intervalo fechado I onde a integral de R(«, r) diverge para
todo v € I. Nesse intervalo I, as fungoes () e f; admitem cotas constantes
positivas, visto que sao fungoes continuas e positivas restritas a um dominio
compacto. Segue, portanto, que

o 1 1
/ / p(a, r|x)drdo > // p(a, r|x)drda >
o Jo rJo

1
Z/K/ R(a,r)drdo = .
1 Jo

Para completar a prova, suponha que a > —1 — s e b > —1, de forma
que a integral de R(«,r) seja convergente, mas que u +¢ < b* — 1 —n’ ou
v — 9 > a. Nesse caso, a cota inferior para p(«,r|x) pode ser integrada com
respeito a r (ignorando a constante c), resultando em

/0 Q(a)R(a, ) fr(a) dr > Q()S1(0) fr(a) = t(a).

O comportamento assintético de ¢(a) é obtido considerando as propriedades
de fr em (19), analogamente a prova de (35), e é dado por:

Q¥ rtute om0 e
t(a) ~
a

—a—1+v=0 o o — 0.

Por hipétese, u +e < b* —1—n' ou v — § > a, de forma que os expoentes
acima satisfazem

n—-b'+u+e<-1 ou —a—14+v—68§>—1.
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Aplicando o Teorema 2, conclui-se que a integral de t(a) em (0,00) é
divergente.

Por fim, observamos que, no caso ¢ = § = 0, as condigoes (35) e (36)
sao opostas, de forma que nao hé regiao de indecisao acerca da propriedade
ou impropriedade de p(a,7|x) em funcdo dos parametros a, b, u, v, e dos
observéaveis n’ e s. [

5.2.1 Integrabilidade de algumas densidades a posterior: especi-
ais

Nessa secao, veremos que o Teorema 14 permite estabelecer condigoes simples

para a convergencia ou divergéncia das densidades especiais tratadas na secao
4.

Corolario 15. Para que a densidade a posteriori de Jeffreys seja propria é
necessdrio e suficiente que haja pelo menos uma observacao nao-nula.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente n’ > 1. Aplicando as condigoes
(35) aos parametros (23), que todas as condigoes sao satisfeitas:

1. a=1/2> —1 — s (sempre vale uma vez que s > 0).
2.b=-1> -1
3.u=-1/2>b"—-1—n'=-n<-1.

4 v=—1/2<a=1/2

Conversamente, se n’ = 0, a terceira condi¢ao em (36) implica a divergéncia:
u+e=0<bv—-1—-—n"=0. [ |

Corolario 16. A densidade a posteriori de Jeffreys de independéncia é sem-
pre impropria.
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Demonstragao. Pela quarta condi¢do em (36), aplicada aos parametros
de pyr, temos v — 6 = 0 > a = 0, o que implica em divergéncia a posteriori,
independentemente dos dados observados. [

Corolario 17. Para que a densidade a posteriori associada a pog seja con-
vergente, € necessario e suficiente um dos dois conjuntos de condigoes a
Sequir:

1. kh=—-1lel< -k <nen >2;
2.1< ~ky<l4+se—k<—-k<l+nen >1.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente a primeira alternativa de condigoes.
Aplicando (25), temos como condigoes equivalentes:

l.a=ky=—-1>—1—s, poisn’ > 1 implica s > 1.
2. b=—ky—2=-12>—1.
3. u=k >—-n'. (b*=1)

4. v=Fk < —-1=ky, =a.

Supondo o segundo conjunto de condigoes, obtemos as seguinte formulacao
equivalente:

l.a=ky>—-1—s.
2.b=—ky—2>—1.

3. u=k >—-1—n". (b*=0)
4. v=FK <ky=a.

Como ¢ = § = 0, tratam-se de condigoes também necessarias para a
integrabilidade a posterior: |
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Corolario 18. Para que a densidade a posteriori associada a pyp seja con-
vergente, € necessario e suficiente um dos dois conjuntos de condigoes a
Sequir:

1. k1+n’+1>0 eks+s+1>0eky+ks+1<0 6[€3>k1+k2;

2. k:1+n'>0ek:3+s+1>0ek3+k4+1206k3>k1+k2.

Demonstragao. Aplicando (26), obtemos, na primeira alternativa:

1. a=ky>—-1—s.
2.b=—ky—ky—2>—1.
3. u=k >—-1-—n'. (b*=0)

4. v:k:1+k;2<k3:a.

Na segunda alternativa:

l.a=ky>—-1—s.
2. b= —ks —ky;—2=—1.
3. u=k >-n' (b*=1)

4. v:k1+k2<k3:a.

Nota: as condigoes do Coroldrio 18 sdo equivalentes as de [12, Teorema
3.1].
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5.2.2 Observagao sobre a integrabilidade da densidade a posteri-
ort

A propriedade da distribuicao a posteriori dadas n observagoes independentes
também pode ser analisada sob a otica da coleta sequencial de dados. E
uma consequencia do paradigma bayesiano que a expressao da densidade a
posterior:, pode ser escrita como

p(mxla 7$n) X p(mla 7xn’9)p<9) =

ﬁ (p(x;]0)) p(0) =

=1

(p(2:10)) p(x1]0)p(0) <

I

Il
V)

(]

x H (p(z;]0)) p(0|xy).
=2

Ou seja, dada a primeira observacao, a densidade a posteriori obtida pode ser
usada como densidade a priori para as demais observagoes, e assim se obtém
o mesmo resultado que se obteria partindo da densidade a prior: original.
Mais geralmente, vale

n

pOlzy,..x) o< [ (p(xil6)) p(Blas, ..., zx),

1=k+1

para todo k € {1,...,n — 1}.

As condigoes de convergéncia do Teorema 14 apresentam explicitamente
essa propriedade: se as condigdes (35) sao validas para certos valores de
s e n/, serdao também vélidas para quaisquer valores iguais ou superiores
dessas estatisticas. Como s e n’ nao decrescem quando novas observagoes
sao acrescentadas a amostra, se a densidade a posteriori associada a uma
amostra for integravel, entao a densidade associada a uma amostra maior
também sera.
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6 Existéncia de momentos para as variaveis
latentes

O modelo hierarquico também pode ser visto sob a dtica em que as variaveis
latentes, ao invés de serem integradas para dar origem a um modelo sim-
ples, sao considerada parte do espaco paramétrico. Sob esse ponto de vista
alternativo, cabe questionar a propriedade da distribuicao a posteriori desse
vetor.

Inicialmente, vamos obter a distribuicao de \;|x, a, 7. Essa densidade serd
utilizada também para a inferéncia sobre os momentos de \;|x. e em seguida
vamos mostrar uma condicao necessaria e suficiente para a propriedade de

/\j|az.
Lema 19. A distribuicio de \j|x, a,r € Gama, na forma

A, o, ~ Gama (o + xj, 85/ g1, (1)) - (37)

Demonstragao. A partir das densidades de X;|\; ~ Poisson(\;t;), Aj|a,r
~ Gama(a, (1 —r)/r) e p(x|a,r), e observando que
pd ) pelX oy r)p(Aen ) ple|A)p(Ala, )

P 0r) =2 ey~ p@lar) plar)

I

obtemos
n a: Xt o=l ,—X\; a+a;
}\’;p Q, r = H se~ Nt /\j e /P P(Oé)l’j!(l +Btj) + :
ol BT(@) Tlato)(f)

onde § =r/(1 —r). Essa densidade pode ser fatorada e simplificada, resul-
tando em

j=1 i

(1+ Bty)etma NI T e (1/6+)
petail (o + ;) '

p()\j’waaar) =

Observando ainda as identidades

1 t; 1 1-— t;
—+ﬂ]:—+tj:—r+tj: ]
r

ﬁ ﬁ gtj (T) ’
conclui-se que a distribuigdo de \j|x, a, r é Gama, com parametros de forma
o+ x; e escala t;/g;,(r). [

46



Corolario 20.

gtj(r)>“’ Do+ z;+w)

e, ] ( ) e

6.1 Existéncia de momentos a posterior: de A

O interesse dessa secao recai sobre a existéncia dos momentos a posteriori de
Aj, isto ¢, sobre
w
E[)\j |1,'],

onde w > 0 é considerado fixo. Com efeito, deseja-se saber sob que condicoes
é convergente a integral

/O AT\ e) A, (39)

Essa integral pode ser escrita como

/ N p(\jl) d / /\w/ / (A\j,a,r|lx)drdod); =
0
e 1 00
:/ / / N p(\j, a, rlx) d); dr de.
o Jo Jo

A integral interna, por sua vez, pode ser expressa como

/0 SN, o rl) dA; = p(a, r|x) /O Np(Njla, o, ) dA;.

Aplicando o Corolario 20, conclui-se que a convergéncia dos momentos
pode ser analisada segundo a integrabilidade da expressao

o) = (7)) KO8 L0, 0 ),

em relacao a ac e 7.

Teorema 21. Se a densidade a priori pertence a familia (18), € suficiente
que a densidade a posteriori seja propria para que 0s momentos E[/\;Ulili]
sejam todos finitos.
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Demonstragao. A expressao I(«,r) pode ser escrita como

I(a,r) o p(x|a, r)p(a, r)r? (gt;—;:)) W(a),
onde Fla 2, +w)
Wia) = ['(« —ij]) '
Definindo

(r)\"
i) =l (247) Wia),
T’tj
e aplicando o Lema 10, segue que a expressao W («) apresenta o seguinte
comportamento assintético:

1—min(x;,1)

W() Qo ema—0 e
)~
av em o — 00.

Como o termo gy, (r)/(rt;) é limitado por constantes positivas, concluimos
que ¢(c, r) também pertence a familia (18), pois tem a forma

gla,r) =" (1 =)’ fulo,r),

onde

fulawr) = ftar) (242 Wia)

T’tj

Assim, a integrabilidade de I(a,r) pode ser avaliada aplicando direta-
mente o Teorema 14, com as seguintes alteracoes nos parametros:

1. a — a+w,
2. u — u+1—min(z;, 1),
3. v— v+ w,

mantendo os demais inalterados. Como a densidade p(«, r|x) é prépria por
suposicao, valem as seguintes condigdes (35): a > —1—s, u>b"—1—n'e
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v < a. Como w > 0, segue da primeira condi¢ao que a +w > a > —1 — s.
Segue também da tltima que v+w < a+w. Como 1 —min(z;, 1) > 0, segue
ainda que v + 1 —min(z;,1) > u > b* — 1 —n’. Conclui-se que a integral de
I(a, 1) é convergente. |

Nota: em alguns casos pode ocorrer que a integral de I(a,r) seja con-
vergente mesmo quando p(«,r|x) é impréria. Isso acontece, por exemplo,
com a densidade a priori de Jeffreys quando n’ = 0. Nesses casos, embora
convergente, a integral de I(«,r) ndo pode ser interpretada estatisticamente
como um momento, visto que Aj|x nao possui distribuicao prépria.

6.2 Existéncia de momentos preditivos das variaveis
latentes

Considere uma varigvel A ~ Gama(a, (1 — r)/r), condicionalmente indepen-
dente de A\; (j =1,...,n) dados « e 7. Essa varidvel representa o parametro
latente de uma observacgao futura, caso venha a realizar-se. Nessa secao ob-
teremos condicoes suficientes para a existéncia dos momentos a posteriori de
), dados por

E[A"|z] = / Ap(Az) di,
0
fixado w > 0.

Teorema 22. Sob uma densidade a priori pertencente a familia (153) tal
que a correspondente densidade a posteriori é prdpria, os momentos E[AY|x]
existem se e somente se w < b+ 1.

Demonstracao. Analogamente a secao anterior, podemos escrever

oo 1
E[\’|z] = / / E\|x, o, r|p(a, r|x) dr do.
o Jo

Como p(S\]:v, a,r) = p(/~\|a, ), e

E[ma,r]:( r )wf(aﬂv)

1—r I(a)
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a existéncia dos momentos preditivos pode ser avaliada pela integrabilidade

da expressao 3 .
I, r) =r*(1—=r)""W(a)p(a, rlz),

onde

O comportamento assintético de W (a) é dado pelo Lema 10:

W(a) ~

aw

~ {a emoa—0 e

em o« — oQ.

Seguindo o argumento do Teorema 21, a integrabilidade de I (cr, ) pode
ser avaliada aplicando diretamente o Teorema 14, com as seguintes alteracoes
nos parametros:

1. a — a+w,
2. b — b—w,
3. u—u+1,

4. v — v+ w,

mantendo € e ¢ inalterados.

As condigbes em (35) permanecem validas aplicando as alteragoes 1, 3 e
4 acima, uma vez que w > 0. Além disso, se vale w < b+ 1, entao a segunda
alteracao acima também mantém as condigoes de integrabilidade validas, e a
integral de 1:(04, r) converge. Por outro lado, se w > b+ 1, temos b—w < —1,
e I(a, ) néo é integravel. |

Corolario 23. Se b= —1, nao existem momentos finitos de nenhuma ordem
para Nx. Em particular, a densidade a posteriori de Jeffreys nao possui
momentos finitos para \|x.
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7 Conclusao

No presente trabalho, foi estudado o modelo hierarquico Poisson-Gama as-
sociado a uma familia (18) de densidades a priori que inclui as densidades
de Jeffreys e outras utilizadas na literatura.

A defini¢ao dessa familia e os resultados que estabelecem condigoes su-
ficientes e necessarias para a integrabilidade da correspondente distribuicao
a posteriori (Teorema 14) e para a existéncia de momentos das varidveis
latentes (Teoremas 21 e 22) sao contribuigbes originais.

Os principais corolarios sao as condigoes intuitivas para a integrabilidade
da distribuigao a posteriori associada a metodologia de Jeffreys e o resultado
que afirma que a densidade a prior: de independéncia de Jeffreys acarreta
uma densidade a posteriori impropria sempre.

Uma possivel linha de pesquisa que pode se seguida a partir dos resultados
aqui obtidos consiste em estudar os algoritmos MCMC quando (i) a densidade
a posteriori é impropria e (ii) a densidade a posteriori é prépria mas os
momentos de A; nao existem - objetivos que nao foram alcancados no presente
trabalho devido a limitagao de tempo.
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Anexo - Cdédigo em “R”

O coédigo apresentado a seguir permite extrair amostras das distribuicoes a
posteriori associada as quatro densidades a priori estudadas como casos es-
peciais. Além disso, sao mostrados exemplos de uso das rotinas com base em
dois conjuntos de dados encontrados na literatura e outro gerado aleatoria-
mente. O codigo pode ser facilmente adaptado para uma densidade a priori
arbitraria.

require("compiler")
require("adaptMCMC")

# A fung8o abaixo deve ser compilada para melhorar o desempenho.
# Calculo da fungdo hipergeométrica generalizada com parametros
# a=(1,1,1) e b=(b1,b2)

# Essa fungdo NAO é vetorizada.

# Condigdes de validade: bil>1, b2>1, 0<r<1

PFQ <- cmpfun(function(bl, b2, r, eps=1E-6, ret_n=FALSE)

{

if( length(b1)>1 || length(b2)>1 || length(r)>1 )
stop("argumentos devem ter tamanho um.")

dr <- (1/bD)*(1/b2)*r #d_0 r

s <- 1

S <-1

n<-1

repeat

{
s <- s x dr # s_n
S <-S + s
dr <- ((n+1)/(b1+n))*((n+1)/(b2+n))*r # d_n r
LB <- s/(1-dr)
UB <- s/(1-1)
if ( (UB-LB) < 2%eps ) break
n<-n+1

}

val <- S + (0.5%LB + 0.5%UB)

if( ret_n ) c( val=val, n=n ) else val

B

B s
# Transformacdo em termos de covariaveis
# Funcdo vetorizada.
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g <- function(tj, r)
{

(tj*r)/ (1+(tj-1) *r)
}

# Definigdo das densidades a priori utilizadas. TODAS retornam
# o log. Estas fungdes NAO checam os argumentos. ’a’ e ’r’

# devem ter tamanho 1.

logpJeffreys <- function(a, r, tj, indep=FALSE)

{
rj <- g(tj, r)
Fj <- Vectorize(PFQ, "r")(2, 1 + a, rj)
-log(r) -log(l-r) + log(sum(rj))/2 +
log(sum(rj * (Fj - ifelse(indep,0,1))))/2
}
logpAlphaBeta <- function(a, r, k1, k2)
{
kixlog(a) + k2xlog(r) - (k2+2)*log(1l-r)
}

logpHadjicostasBerry <- function(a, r, k1, k2, k3, k4, sl, s2)
{
kixlog(a) + k2xlog(a+sl) + k3xlog(r) - (k3+2+k4)*log(l-r) +
k4xlog(r+(1-r)*s2)

}
allReal <- function(...)
{
all(unlist(lapply(list(...), function(x) { is.numeric(x) &&
length(x)==1 && is.finite(x) } )))
}
checkAlphaBeta <- function(kl, k2)
{
if( ! allReal(k1,k2) )
stop("Par@metros invdlidos para a priori AlphaBeta.")
}

checkHadjicostasBerry <- function(kl, k2, k3, k4, sl, s2)
{
if( ! allReal(k1,k2,k3,k4,s1,s82) )
stop(paste("Parametros invalidos para a priori de",
"Hadjicostas-Berry."))
if( (s1<=0) || (52<=0) )
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stop(paste("Os par@metros ’sl’ e ’s2’ para a priori",
"de Hadjicostas-Berry devem ser positivos."))

# Calcula o log da densidade a priori com checagem dos

# argumentos e vetorizacao:

logprior <- function(a, r, tj, type=c("Jeffreys", "IndJeffreys",
"AlphaBeta", "HadjicostasBerry"), ...)

{

if( ! all(is.finite(c(a, r, tj))) )
stop("Argumentos com valores invalidos.")

if( any(tj <= 0) ) stop("As covaridveis devem ser positivas.")

if( length(a) !'= length(r) )
stop("Os argumentos ’a’ e ’r’ devem ter o mesmo tamanho.")

ok <- (a>0) & (0<1r) & (r <1)

result <- numeric(length(ok))

result[!ok] <- -Inf

type <- match.arg(type)

if (type=="AlphaBeta") checkAlphaBeta(...)

if (type=="HadjicostasBerry") checkHadjicostasBerry(...)

f <- function(i) switch(type,
Jeffreys = logpJeffreys(alil, r[i], tj, indep=FALSE),
IndJeffreys = logpJeffreys(alil, r[i], tj, indep=TRUE),
AlphaBeta = logpAlphaBeta(ali], r[i], ...),
HadjicostasBerry = logpHadjicostasBerry(alil, r[il, ...)

)

result[ok] <- vapply(which(ok), f, numeric(1))

result

}

# Log da verossimilhanca:
# NAO checa os argumentos. ’a’ e ’r’ devem ter tamanho 1.
# Versdo que utiliza o pacote ’stats’:
loglik <- function(a, r, tj, xj)
{
sum(dnbinom(x=xj, size=a, prob=1-g(tj,r), log=TRUE))
X
# Versdo "interna"
loglik2 <- function(a, r, tj, xj)

{
rj <- gtj,
sum(lgamma(a+xj) - lgamma(a) - lgamma(xj+1) +
xj*log(rj) + axlog(l-rj))
}

o4



A H O H O HHH R H

}

#
#

Calcula a posteriori, com validagdo e vetorizagdo.

a = alpha

r=r

tj = vetor de covariaveis

Xj = vetor de observacgdes

logp = fungdo que retorna o log da priori. S&o repassados o0s
argumentos ’a’, ’r’, ’tj’ e ’...’.

Assume-se que ’logp’ é vetorizada em ’a’ e ’r’ e realiza a
validagdo de todos os argumentos,

gerando erro se algum for invdlido e retornando ’-Inf’ para
pontos fora do suporte da densidade.

ogpost <- function(a, r, tj, xj, logp=logprior, ...)

xj <- as.integer(xj)
if( any(is.na(xj)) )
stop("ObservagBes invalidas.")
if( any(xj < 0) )
stop("As observagdes ndo podem ser negativas.")
if ( length(xj) !'= length(tj) )
stop(paste("0 nimero de observacdes deve ser igual",
"ao de covariaveis."))
result <- logp(a, r, tj, ...)
ok <- is.finite(result)
f <- function(i) loglik(alil, r[il, tj, xj)
result[ok] <- result[ok] + vapply(which(ok), f, numeric(1))
result

Reparametrizacao: u = log(a), v = log(r/(1-r))
Gera a fungdo que retorna a mudanga de coordenadas

# e o determinante jacobiano (em valor absoluto).
changevar <- function(a, r, u="u", v="v")
{
expr_a <- substitute(a)
expr_r <- substitute(r)
L <- list(a=expr_a, r=expr_r, dadu=D(expr_a, u),
drdv=D(expr_r, v), drdu=D(expr_r, u), dadv=D(expr_a, v))
f <- eval(substitute(function(u, v)list(a=a, r=r,
J=abs (dadu*drdv - drdux*dadv)), L))
attributes(f) <- NULL
environment (f) <- parent.frame()
f
}
# Simulador:
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posteriorMCMC <- function(tj, xj, n=100, burnin=100, skip=10,

plot=TRUE, FUN=colMeans, ...)
{
phi <- changevar(a=exp(u), r=1/(exp(-v)+1))
logdens <- function(pars)
{
temp <- phi(pars[1], pars[2])
logpost (temp$a, temp$r, tj, xj, ...) + log(temp$J)
}
N <- n*skip+burnin
getMCMC <- MCMC(logdens, n=N, init=c(u=0,v=0), acc.rate=0.5,
1list=FALSE)
temp <- phi(getMCMC[,"u"], getMCMC[,"v"])
result <- cbind(a=temp$a, r=temp$r)
if (plot) plot(coda::mcmc(result))
rows <- 1:N
FUN(result[(rows > burnin) & (rows %) skip == 0),])
}

B s
# Exemplos de uso:

# Bombas d’agua:

pump_tj <- c(94.32,15.72,62.88,125.76,5.24,31.44,1.048,1.048,
2.096,10.48)

pump_xj <- c¢(5,1,5,14,3,19,1,1,4,22)

# Dados aleatérios (amostra com n=1000, a=7, r=0.75):

random_tj <- runif (1000, 0, 10)

random_xj <- rpois(1000, rgamma(1000, shape=7, scale=3)*random_tj)

# Dados de McFarland et al. (1992) - usados em Hadjicostas-Berry:

HB_tj <- c(18,18,19,18,20,19,13,12,10,13)

HB_xj <- ¢(39,3,21,65,48,58,46,9,59,29)

# Dados aleatorios:

# Jeffreys completa:

posteriorMCMC(random_tj, random_xj, n=50, burnin=100, skip=5)

# Jeffreys de independencia:

posteriorMCMC(random_tj, random_xj, n=50, burnin=100, skip=5,
type="IndJeffreys")

# Hadjicostas-Berry:

posteriorMCMC(random_tj, random_xj, n=200, burnin=200, skip=20,
type="H", ki1=-1, k2=-1, k3=-1, k4=-1, sl=1, s2=1)

# AlphaBeta
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posteriorMCMC(random_tj, random_xj, n=200, burnin=200, skip=20,
type="A", ki1=-1, k2=-1)

# Dados das bombas:

# Jeffreys completa:

posteriorMCMC(pump_tj, pump_xj, n=100, burnin=200, skip=10)

# Jeffreys de independencia:

posteriorMCMC(pump_tj, pump_xj, n=100, burnin=200, skip=10,
type="IndJeffreys")

# Hadjicostas-Berry:

posteriorMCMC (pump_tj, pump_xj, n=200, burnin=200, skip=20,
type="H", kl1=-1, k2=-1, k3=-1, k4=-1, sl=1, s2=1)

# AlphaBeta

posteriorMCMC(pump_tj, pump_xj, n=200, burnin=200, skip=20,
type="A", kl=-1, k2=-1)

# Dados de McFarland et al:

# Jeffreys completa:

posteriorMCMC(HB_tj, HB_xj, n=100, burnin=200, skip=10)

# Jeffreys de independencia:

posteriorMCMC(HB_tj, HB_xj, n=100, burnin=200, skip=10,
type="IndJeffreys")

# Hadjicostas-Berry:

posteriorMCMC(HB_tj, HB_xj, n=200, burnin=200, skip=20,
type="H", kl=-1, k2=-1, k3=-1, k4=-1, sil=1, s2=1)

# AlphaBeta

posteriorMCMC(HB_tj, HB_xj, n=200, burnin=200, skip=20,
type="A", kil=-1, k2=-1)
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