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Resumo

Esta dissertacao apresenta, de forma detalhada, as metodologias discutidas nos
principais artigos seminais na area de Filtro de Particulas (FP). O FP é uma técnica
alvo de recentes estudos que apresenta solugoes numéricas para problemas de dificil
solugao analitica. Tal técnica sera abordada nos modelos dinamicos e, para isso,
necessitara de recursos como Amostragem de Importancia e Monte Carlo Sequencial,
também discutidos neste trabalho. Os resultados encontrados nos FP seminais que
foram estudados nesta dissertacdo, Gordon et al. (1993) e Pitt e Shephard (1999),
tiveram estimativas proximas as solugoes analitica encontradas no Filtro de Kalman.
Além disso, foram comparadas duas técnicas de estimacao dos parametros estaticos
dos artigos de Liu e West (2001) e de Storvik (2002). Foram obtidos bons resultados,
tanto para estimacao dos estados latentes, quanto para os parametros estaticos.
Dessa forma, a técnica de FP mostrou-se ser uma excelente opcao de estimagao por

meio de aproximacoes numéricas online, no ambito dos Modelos Dinamicos.

Palavras chaves: Filtro de particulas, Modelos dindmicos, Monte Carlo

Sequencial, Amostragem de Importancia, Estimacao online.
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Abstract

The technique FP has been the subject of recent studies and provides numerical
solutions to difficult problems analytical solution. This technique will be discussed in
Dynamic Models and, therefore, require resources such as Importance Sampling and
Sequential Monte Carlo, also discussed in this paper. The results found in seminal
FP that were studied in this dissertation, Gordon et al. (1993) and Pitt e Shephard
(1999), provides close estimates to analytical solutions found in the Kalman filter
estimates. In addition, two techniques for the estimation of static parameters of
articles Liu e West (2001) and Storvik (2002) were compared. Good results were
obtained both for estimates of latent states, as for the static parameters. Thus, the
FP technique proved to be an excellent choice of estimates by means of numerical

approximations online, under the Dynamic Models.

Keywords: Particle Filter, Dynamic Models, Monte Carlo sequential,

Importance sampling, online estimation.
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Capitulo 1

Introducao

Os trabalhos em séries temporais nos fornecem intimeros modelos. No entanto,
ainda ha espaco para aperfeicoamentos e desenvolvimentos. Neste trabalho os es-
forgos serao concentrados nos modelos de Espaco de Estados em uma abordagem
via modelos dinamicos com o uso de Filtro de Particulas (FP).

Os modelos que envolvem analise de dados temporais compoem um vasto campo
de pesquisas, devido a necessidade de que se possa compreender e predizer o compor-
tamento dos dados temporalmente. O estudo da série temporal é feito com propostas
de modelos parcimoniosos com boa acuracia e ajuste.

Os FP estao fortemente associados aos modelos dinamicos e apresentam solugoes
para os entraves computacionais presentes nesses modelos quando as suposigoes de
normalidade e linearidade sao relaxadas.

As contribuicoes da técnica de FP sao datadas da década de 90, com o aprimo-
ramento e desenvolvimento de maquinas com alta performance computacional. A
partir de Gordon et al. (1993), ainda sem a nomeclatura de FP, indmeros autores

apresentaram desenvolvimentos consideraveis para tal técnica como apresentado em

Pitt e Shephard (1999).



Devido a complexidade do tema e importancia crescente na area dos mode-
los dinamicos, esta dissertacao tem como objetivo fazer um estudo dos filtros de
particulas descrevendo, com detalhes, algumas das principais ideias propostas nos
artigos seminais e que, até o momento, fazem parte da literatura mais citada na
area, sendo alvo de tentativas de aprimoramento nas pesquisas atualmente.

Com o intuito de compreender a técnica FP aplicado ao estudo de séries tempo-
rais nao-gaussianas, objetiva-se comparar as inferéncias obtidas por métodos via mo-
delos dinamicos lineares generalizados com as obtidas por meio de algumas técnicas
de FP.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2, introduz-se
os modelos de Espaco de Estados e os modelos dinamicos lineares gaussianos. No
capitulo 3, descreve-se o método Monte Carlo sequencial. No capitulo 4, descreve-se
algums tipos de FP. No capitulo 5, sao apresentadas formas de estimacao do vetor
de parametros desconhecidos e sao comparados os resultados dos filtros estudados.

No capitulo 6 sao apresentadas as consideragoes finais desta dissertacao.



Capitulo 2

Inferéncia bayesiana em modelos
Markovianos

2.1 Introducao

Uma série temporal é um conjunto de observacoes avaliadas ordenadamente em
um periodo, podendo ser igualmente espacadas e ter correlacao serial. Os modelos
de séries temporais buscam, entre outras coisas, entender essa correlagao temporal
e quantifica-la.

O uso de modelos de séries temporais convencionais para tal finalidade pode
representar iniimeras inconsisténcias devido a problemas estruturais e fragilidade da
técnica. Os modelos de espago de estado e, em especial, os modelos dinamicos (West

e Harrison, 1997) sao boas alternativas.

2.2 Modelos de Espaco de Estados

Um Processo Estocastico é definido por um conjunto de valores observados
ao longo de instantes no tempo, podendo ser representados por (6;);~9, sendo t =

1,..., N o indexador que representa o instante de mensuaracao da quantidade (6;).



Considere, ainda, o vetor de observagoes entre os tempos t = 1, ..., N representados
por 61:N-
O Espaco de Estados ¢é o conjunto de valores que tal processo estocastico

pode assumir. Tais espacos sao classificados por:

e Discreto (cadeia): 6; assume valores em um conjunto enumeravel ou finito.

e Continuo (sequéncia): #; assume valores em um conjunto nao-enumeravel.

Com relagao ao Tempo, tem-se as seguintes classificagoes:

e Discreto: t assume valores em um conjunto enumeravel /discreto.

e Continuo: ¢ assume valores em um conjunto nao-enumeravel.

Em geral, a sequéncia temporal dos dados de um Processo Estocéstico viola os
principais pressupostos das técnicas de andlise estatistica, que sao a independéncia
e permutabilidade.

Uma das estruturas de dependéncia imposta aos Processos Estocasticos é a de
um Processo Markoviano. Essa estrutura considera que as informacoes atuais
dependem das informacoes passadas exclusivamente pela informacao imediatamente
anterior. Nesse caso, tem-se um processo envolvendo “perda de memoria” devido ao
“esquecimento”das informacoes do passado que nao sejam as do periodo imediata-
mente anterior.

Um Processo Markoviano é uma Cadeia de Markov quando 6, é definida em
um Espaco de Estados discreto, e é uma Cadeia de Markov em Tempo discreto

quando ¢ também é discreto.



Considere uma sequéncia, nao observavel, 6, que possua a estrutura de de-
pendéncia de um Processo Markoviano. Tal sequéncia servira para auxiliar a des-
cricao e o estudo de y;, uma quantidade observavel do sistema temporal. Dessa
forma, o modelo de Espagos de Estados é composto pela sequéncia nao observavel
{6;, t = 1,...,n} e pela parte observavel {y;, t = 1,...,n}. Considere y;.; a repre-
sentacao do vetor da sequéncia {yi, ¥, ..., ¥} € 0s seguintes pressupostos para os

modelos a serem apresentados:

A.l: 0t =1,...,n a representacao de variaveis aleatérias de um Processo Marko-
viano;
A.2: Cada uma das observacoes do vetor y;.; sao condicionalmente independentes

dado 6;, t=1,....,n

Essas propriedades permitem descrever a distribuicao conjunta das ob-

servacoes e dos estados como o produto das seguintes distribuigoes condicionais:

(y1n790n =T 90 HW 6)1c|9k 1 (?kak:) (2-1)
k=1

A figura 2.1 representa o esquema de dependéncia do sistema de estados e ob-

servagoes definidos.

8 — 61— B — - — 8 —Bu

Lo

Y1 Y, B Yi Yin

Figura 2.1: Modelo de Espaco de Estados.



O modelo de espacos de estados é composto pela Equagao de Observacao e a
Equacao do Sistema e, de acordo com as propriedades A.1 e A.2 definidas acima,

tem-se, respectivamente:

Yyt ~ g(:164) (2.2)

Oy ~ f(-61-1) (2.3)
Dessa forma, a equagao (2.2) modela a série temporal y;, que representa a parte
manisfeta do processo. Essa série de dados esta sujeita a perturbacoes de um Pro-
cesso Markoviano 6, por meio da equagao (2.3). Essas fungbes também podem ser
afetadas por perturbacoes aleatorias, que representam a parte nao deterministica
do modelo.
As fungoes g(-) e f(-) descrevem os modelos por meio de formas muito gerais.
Isso inclui formas nao lineares, além de erros (perturbagoes) nao aditivos e presenca
de covariaveis regressoras. Essas caracteristicas também permitem considerar tal

processo temporal como um Modelo Dinamico.

2.3 Modelos Dinamicos Lineares

Uma importante classe de modelos de Espaco de Estados sao os Modelos
Dinamicos Lineares (MDL), que sdo caracterizados pela linearidade das fungoes
f(-) e g(+) e por erros aditivos.

A fungao ¢g(-), que modela a parte observavel, é uma transformagao linear dos

estados latentes 0; e uma perturbacao aleatéria vy, que nao possui restricao quanto



a distribuicao de probabilidade a ele associada. Dessa forma, tem-se a seguinte

Equacao das Observacgoes:

Yy = Fif, + vy (2.4)

O modelo (2.4) pode ser interpretado como uma regressao linear para a ‘“res-
posta” y; que é descrita pela matriz de planejamento F; e um vetor de parametros
f;. No entanto, #; é um vetor nao estatico. No caso de 8, = 0, V t, tem-se um modelo
de regressao usual.

Considere, ainda, a Equacao dos Estados ser representada por:

(9,5 = Gtetfl -+ wy. (25)

A matriz G; é conhecida como matriz de transicao entre os estado #;_1 e 6;. Além
disso, w; representa a parte aleatoria, nao deterministica, dessa transicao temporal, e
também nao possui restricao quanto a distribuicao de probabilidade a ele associada.

O interesse nos MDL é obter estimativas para a distribuicao a posteriori dos
estados, w(0s| Dy = y1, ..., ). A determinacao do indice temporal s com relagao a ¢
determina o tipo de estimativa feita e podem ser determinadas em trés situagoes, a

saber:

e s = t, processo de filtragem: a cada nova informacao, atualiza-se a distri-

buigao de interesse;

e 5 > t, processo de predigao: as informagoes atuais sao utilizadas para

projetar a distribuicao de interesse;



e 5 < t, processo de suavizagao: ¢é o processo de reestimacao dos parametros

obtidos na filtragem, utilizando todas as informacoes ja observadas.

2.4 Filtragem

O processo de filtragem para os MDL consiste em obter estimativas para a distri-
buicao a posteriori do processo latente iterativamente, a medida que se tem acesso
a uma nova observacao. Tal processo é conhecido como filtro online. A estrutura
Markoviana presente nos modelos de Espacgo de Estados auxilia o processo iterativo
de estimagao da distribuigao de interesse m(6;|.).

Considerando uma distribuicao inicial 6y ~ 7(6y) e as propriedades A.1 e A.2 e o
resultado da equacao (2.1), apresentadas na Secao 2.2, o processo de filtragem pode

ser resumido nas seguintes etapas:

(i) Predicao do estado 6, condicionalmente as informagoes D;_; até o tempo

t—1, isto é:

7(0,|Dy 1) = / (000 1) (0s1| Dy 1)1 (2.6)

(ii) Predigao a um passo a frente de y; dado a informacao até o tempo t — 1:

(4| Drs) = / (4|00 (64 Dy1) B, 2.7)

(iii) Atualizagao da distribuicao a posteriori m(6;|D;):



7 (ye|0) 7 (0| Di—1)
0:|D;) = . 2.8
ﬂ-( t| t) W(yt|Dt) ( )
Dessa forma, tem-se:
W(et‘Dt) X W(ytfet)ﬂ(eﬂl)t,l). (29)

2.5 Predicao

H4 ainda o interesse em fazer predigoes k-passos a frente condicionado as in-
formagoes das observacoes e do estado latente até o tempo t. Esse processo de es-
timacao é feito também em dois passos. Primeiramente, com a evolugao da equacao

do estado latente, tem-se:

7(0uselD) = [ 760 (61t D) (2.10)

Apos essa etapa, pode-se obter estimativas para a observagao futura ;.. por

meio da equacao de observagao:

(el D) = / 7 ool 00)7 (Ors | D) . (2.11)

2.6 Recursoes do tipo FFBS

Considere a sigla FFBS para designar o processo de calculo da distribuicao a
posteriori via método de Forward Filtering and Backward Sampling. Objetiva-se es-
timar tal distribuicao a posteriori conjunta dos estados latentes por meio de métodos

de simulacao. Para tanto, considere a decomposi¢ao recursiva:



’7T((91, ----70T|DT> = 7'('(91, ---79T|y17 ...,yT)

~
L

= 7T(9T|DT) 7T<0k|9k+1aDT)-

1

=
Il

Utilizando as propriedades A.1 e A.2, tem-se que:

T-1
7'('((91,.. HT’DT —W@T’DT H7T Hk\9k+1,Dk
k=1

sendo,

(O 1|7 (O )7 (Ok| Di)
T(Ox11|Dr)

7T(9k|9k+1, Dk) =

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Por meio do célculo de 7 (61, ...07|Dr) é possivel obter as distribuigoes marginais

{m(0x| D)}, uma vez que:

(O, Oxs1| D7) dOr s

w(04/ D) = )
- )

7T(9k+1 |DT)d9kz+1

(
7(0k|Ok41, Dr
(

T(0k|Oks1, Di) (01| D) dOpiq

/
/
/

7T(91<:+1 ‘Dk)

Ot |0
= 7(04| Dy) / TOuiilOh) o 1Dp)ds

A equacdo (2.14) sugere o seguinte algoritmo para obter amostras utilizando

7(by, ..., 07| D7), segundo o FFBS:

(1) Obtenha as distribuigoes filtradas 7(6y|Dy,)

(2) Amostre 07 ~ 7(67| D7)
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(3) Parak =T —1,T —2,...,1 , amostre 0 a partir de 7(0y|0y+1, D), isto é:
O ~ 7(Ok|Ok11, Dr)
onde w(0x|011, Dy) é dada pela equacao (2.15).
2.7 Suavizacao

O processo de suavizagao reestima o processo latente (#) utilizando as estimativas
fornecidas pelo processo de filtragem. FEntao 6, é reestimado utilizando média a

posteriori no tempo t. Considere T' > t, tem-se que:

E(9t|DT) = / |:/ 0t7r(9t, 0t+1|DT)d9t+1:| th
- / 0 { / w(et+l|DT>7r<et|9t+1,DT)dem} a6,

/W(QtH’DT) [/ 9t77<9t|9t+17DT)d9t:| dby i1
= /W(9t+1|DT)E(9t|Qt+1,DT)d9t+1
= /E(9t|9t+1,DT)W(HtH’DT)d@tH

= E [E(6t|9t+1; DT)|DT] :

O valor esperado da parte interna de (2.16) pode ser solucionado utilizando as pro-
priedades A.1 e A.2 de Markov (vide secao 2.2), isto é, {y;11, ..., yr} s@o condicio-

nalmente independentes a 6;, dado 6;;.

(0, 00411 Dr) = 7(04|0411, Dr)7(0411|Dr)

= W(et‘6t+1,Dt)7T(6t+l|DT)~

Portanto,
(0, 01| Dr) = (0, 01| Dy).
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Dessa forma, temos o seguinte resultado para média suavizada:

E(6:|Dr) = E[E(6:|0111, Do) Dr]

Utilizando as mesmas propriedades Markovianas e propriedades de variancia condi-

cional (Ross, 2007), tem-se que a equagao da variancia suavizada é dada por:

V(6:|Dr) = V[E(0i6r41, Do) | Dr] + E[V(0:]6111, Di)| Dr]

2.8 Modelos Dinamicos Lineares Gaussianos -
MDLG

Caracteriza-se como MDLG’s os MDL’s que possuem as variaveis de perturbagao
com distribuicao Gaussiana. Em tais modelos, as integrais apresentadas na Secao 2.3
tém forma fechada. Isso se deve as propriedades da distribuicao Normal Multivariada
(Petris et al., 2009), secao 1.5.

Para tal modelo, considere que a funcao f(-), que modela a parte observavel y,, é
composta por uma relagao linear entre os estados latentes #; (unidimensional) e uma
perturbacao aleatoria v, com distribuicao normal com variancia igual a V' = 1, isto
é, vy ~ N(0,1). Considere ainda a matriz de delineamento F; = 1. Assim, tem-se

que a equacao das observagoes pode ser descrita por:

Y =0 +v =y ~ N(6;, 1)

Para a equacao dos estados, considere a matriz de delineamento que evolui dos
estados latentes #;_1 para o #; sendo GG; = 1. Considere ainda que, assim como na

equacao das observacoes, a perturbacao aleatéria w; compoe a equagao dos estados
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de forma aditiva, sendo w; ~ N(0, 1).

Ht = Qt—l + Wt = Qt ~ N(Qt—la 1)

A figura 2.2 representa uma simulagao do modelo descrito.

Modelo Dinamico

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.2: Simulagao para um Modelo Dindmico Linear Gaussiano

2.8.1 Filtragem

Sejam v; e w; perturbacoes com distribuicao Gaussiana independentes com média
zero e variancias V' e W, respectivamente. West e Harrison (1997) apresentam
um esquema sequencial para o processo de filtragem, conhecido como Filtro de
Kalman.

Considere ainda a distribuigao inicial da cadeia com priori (6y| Do) ~ N[mqg, C).

Dessa forma, o processo de filtragem ¢ obtido sequencialmente por:

(a) Posteriori de 0 em t — 1: (0;_1|D;—1) ~ N[my_1,Ci_1];

(b) Atualizagao da priori em t — 1: (0,|Dy_1) ~ N[my_1, Ryl;

13



(c) Predicio para y em #: (D, 1) ~ N|fi, Qi)

(d) Posteriori de 0 em t: (0,|D;) ~ N[my, Cyl;

Sendo: Ry = Cyy + Wy, fr = my—1, Qr = Ry + Vi, 0 = my1 + Avey, Cp = AV,
Ay :Rt/Qt € € :Yt—ft-

Essa rotina de atualizacao e predigao é repetida a cada nova observagao dis-
ponivel. A figura 2.3 apresenta o resultado do processo de filtragem descrito aplicado

ao modelo proposto na secao 2.8, isto é V, =1e W, = 1.

15
|

6
5
|

95%

Figura 2.3: Estimativas dos estados latentes pelo Filtro de Kalman

2.8.2 Suavizagao

Considere o processo de suavizagao para encontrar a distribuigao de 7(6|y1.7).
Utilizando as mesmas representagoes descritas no processo de filtragem, o processo
de suavizacao aplicado ao Modelo Dinamico Linear Gaussiano descrito tem as esti-

mativas suavizadas dos estados latentes, representados com mj, obtidas por:

Cl
S S
my = my + — (Mg, — a1),

Ry
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sendo m; a estimativa suavizada do estado latente obtida no tempo ¢ + 1.
As estimativas suavizadas para a variancia da distribuicao a posteriori dos esta-
dos latentes, representadas por C}, sao calculada por meio da seguinte equacao:

s Ct ? s
P =Ci+ R, (R — t+1) (2.16)
t

sendo C} a estimativa suavizada da variancia do estado latente obtida no tempo
t+1.
A figura 2.4 apresenta o resultado do processo de filtragem descrito aplicado ao

modelo proposto na secao 2.8, isto é V;, =1e W, = 1.

15

6
5
|

2 95%

Figura 2.4: Estimativas suavizadas dos estados latentes pelo Filtro de Kalman

As estimativas suavizadas possuem uma maior precisao para as estimativas dos
estados latentes. Tal precisao é aumentada por essa metodologia utilizar o conhe-
cimento de todas as amostras, y.r. A figura 2.5 compara as estimativas pontuais
e intervalares dos estados latentes. A regidao em cinza representa o intervalo das

estimativas intervalares no processo on-line de filtragem. Comparada a regiao em
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azul claro, associada as estimativas do processo de suavizacao, pode se perceber uma

menor precisao do processo de filtragem.

15
|

10
1

6
5
|

0 20 40 60 80 100

Figura 2.5: Comparacao entre as estimativas suavizadas e filtradas

Mais detalhes sobre tal técnica de suavizagao e filtragem podem ser encontrados

em West e Harrison (1997).
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Capitulo 3
O Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo (MC) representa uma solugao numérica para situagoes
em que nao se pode obter de forma analitica os valores desejados. Neste capitulo
serao descritas algumas das técnicas associadas a metodologia de M C. Tais técnicas
serao uteis para o entendimento do FP a ser estudado no capitulo 4.

Por meio do método de MC é possivel estimar uma integral de forma numérica,
considerando-se propriedades de primeira ordem de convergéncia em probabilidade.

Considere o calculo da seguinte integral:

_— /bf(e)de. (3.1)

Seja # uma varidvel variavel aleatéria com distribuigao Uniforme(a,b), isto é,

9.(0) = 7+ E possivel rescrever a equacao (3.1) como:

= [0—asO gm0 == [ 10)a.0)0.

Dessa forma, a integral de interesse pode ser vista como o valor esperado da

variavel aleatéria 6 na funcao f(-):

7= (b—a)Eu[f(6)].
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Para concluir o método, pode-se gerar N amostras de ' ~ g,(a,b), i =1, ..., N,
e avalid-las em f(-). Dessa forma, a estimativa para 7 de forma numérica é dada

por:

ﬁ:(b—a)zfgii>.

=1

E facil notar que essa aproximacao é nao viesada pois:

B = U S " Blse)

Dessa forma, o valor esperado é:

. (b—a) /b f(0) /b
E(r) = N df = 0)df = .
)= [ Gt = | red =
Com isso, tem-se que:
E(7) = /f(@)d@.
Por meio da Lei Forte do Grandes Niimeros, é possivel dizer que 7 converge

quase certamente para m. A variancia do estimador é dada por:
TR
i 12
Vi = WZ[f(GZ) — 7"
i

Utilizando o Teorema do Limite Central, para um N suficientemente grande,

tem-se:

T~ E[f(0)]
VA

Esse resultado mostra que o estimador 7 é consistente, pois V; converge para

~ N(0,1).

zero, quando N cresce.
O uso da técnica de MC na solugao de integragoes é feita por meio do célculo
de uma soma ponderada de funcoes avaliadas em uma amostra simulada a partir
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da distribuicao de interesse. Considere, inicialmente, o problema da aproximacao
de uma densidade de probabilidade genérica m, (01, ...,0,) para n fixo, o qual serd
tratado como a distribuicao alvo de interesse.

Na obten¢ao da distribui¢ao aproximada de m, (6, ...,0,), gera-se N amostras
independentes do vetor aleatério O}, ~ m,(61,...,6,), i = 1,..., N. Entao, a apro-

ximagao de MC de 7, (0, ...,0,) é dada por:

Fn(6y,...,0 2591 (010), (3.2)

sendo 593 (01.,) uma fungao indicadora de massa no ponto 6;.,. Baseado na equagao
m

(3.2), é possivel obter aproximagoes para qualquer distribui¢ao marginal:

0) = 1 D Gey (). (3.3)

De forma anéloga, o valor esperado de uma fungao ¢, de © = (64, ...,0,,), dada

por:
(¢n = ¢n /¢n 91,... 7rn(6‘1,... 9 )d@l;n,
¢ aproximada por,

E(an) = ch(qsn) = /¢n(91; --'a0n>ﬁ—n(01; ..., daln = — Z¢n

Verifica-se que IM%(¢,,) ¢é estimador nao-viciado de I,,(¢,):

E[[%C(¢n)] =FE = E[¢n<@1:n)] = In<9n)

1 & .
=1

Além disso, a variancia de IM%(¢,) é dada por:

0.2

VI (o0 = =,
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sendo,
0'2 - |:/ ¢2<017 ey en)ﬂ'n<617 ) en)d(ela X en) - [[n((b")]Q

A principal vantagem dos métodos de MC em relagao aos outros é que a variancia
do erro nas aproximagoes decresce a uma taxa de O(1/n) independentemente da
dimensao do espaco R"”. No entanto, ha pelo menos dois grandes problemas com o

método de MC bésico:

e Problema 1: Se m,(04,...,6,) é uma distribuicao de probabilidade complexa e

nao é possivel amostrar diretamente desta distribuicao.

e Problema 2: Mesmo que soubéssemos exatamente como amostrar de
(b1, ...,0,), a complexidade computacional de tal esquema amostral é, ti-
picamente, pelo menos linear no nimero de variaveis, n. Dessa forma, um
algoritmo com o qual amostre-se exatamente a partir de m,(61, ..., 0,,),de forma
sequencial para cada vetor de n, teria complexidade computacional que cresce,

pelo menos, linearmente com n.

3.1 Amostragem de Importancia

De modo a abordar o problema 1, utiliza-se a Amostragem de Importéancia.
Essa técnica é fundamental para todos os algoritmos a serem discutidos nesta dis-
sertacao.

A técnica de Amostragem de Importancia baseia-se na utilizacao de uma distri-
buigao de importéancia, ¢(-), de facil amostragem e que seja definida no mesmo

suporte da distribuigao 7(-). Desse modo,
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B0) = [owoyi - | %qu.

Nesse caso, as amostras sao geradas a partir da distribuicao ¢(+), e a quantidade

0 . . A e~ .
% fornece um ajuste da discrepancia entre a distribuicao geradora e a de interesse,

7(+).
Considere que a distribuigao-alvo em estudo é m,(6.,), uma distribuigdo multi-

variada que pode ser representada por:

Tn(01.0) = 402 (3.4)

sendo o denominador representado pela seguinte integral:

Ly = / Y (01:0)dO1,. (3.5)

Considere uma densidade de importancia g, (6;.,) para auxiliar na estimacao da
distribuigao de interesse, m,(01.,). Considere ainda que 7, (6;.,) > 0 implique em
Gn(01.,) > 0. Das equagoes (3.4) e (3.5), tem-se as seguintes identidades, titeis na

amostragem de importancia:

o 'Yn(elzn) 771(91:71) qn(elzn)

e N A
Desse modo,
wn 0 mn n 9 n
T(010) = (6 Z>q (61:n) (3.6)
em que
Yn 0 n



Zy = /wn(em)qn(elm)dem. (3.8)

Em particular, seleciona-se uma densidade de importancia g,(6;.,) que seja de
facil amostragem, por exemplo, uma densidade normal multivariada.

Considere N amostras independentes (61, ..., 6,,) geradas a partir de g, (0;.,) , isto

Zi:n ~ Qn<91:n)7
sendo?=1,...,N.
Considerando a aproximacao (3.3) para a densidade de importancia g, (61.,),

tem-se:

Hln = 2561 6)In

que é a medida empirica das amostras ©%. i = 1,..., N. Ao inserir esta aproximagao

de MC de ¢, (01.,) nas equagoes (3.6) e (3.8), tem-se:

fwn Qn 81 n)deln

Wn(gl:n) -
Utilizando as particulas/amostras para gerar a distribuigdo numerica para

Gn(01.), tem-se:

%Z%wn( )Py (Br)
Jwn(®1,) [ % 2, 86 (61n)] 01

Neste ponto, realiza-se a aproximacao para w,(0},) utilizando as mesmas

ﬁn(gl:n) —

particulas/amostras geradas. Com isso, pode-se inverter a ordem do somatério e
da integragao para que esta contenha apenas os valores que dependam ou sejam
funcoes da variavel aleatoéria 6;.,. Desta forma, tem-se:
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% Zz]\il U)n( lln)(s@% (len)
% Zz]\il U)n( lln) f 5@21 (01:n>d91:n

A quantidade [ dgi (01.n)df1., denota a fungdo & de Dirac para avaliacdo da

ﬁn(el:n) =
particula gerada de ©! em todo espago paramétrico de 6y.,. Com isso, tem-se que:

[ 5010101 = 1.

dessa forma, tem-se que:

Utilizando este resultado, pode-se reescrever a aproximacao como:

>y wa(O1,)06; (61n)
7?‘-n elzn - N .l'n . 3.9
( ) Zi:l wn( ’Lln) ( )

. 1 . . , N 1
Considere W, como o peso normalizado, isto é, > .", W} = 1, calculado por:

W:L — ]:“]Un( 1:n>j ]
Zj:l wTZ(@l:n)

A distribuicao-alvo é aproximada por:

N
7Arn(glrn) = Z in( i:n)(;@ﬁm' (3'1())

i=1
Esses pesos corrigem a discrepancia entre a distribuicao geradora da amostras

e a densidade original na qual deseja-se avaliadar a funcao y(.,). No contexto

dos modelos de espago de estados, a distribuigao de interesse é 7(-) = 7(6o.¢|y1.4), ©
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valor da posterior: as observagoes do estado latente no tempo ¢t. Além disso, ha o
interesse do calculo dessa posteriori para os tempos t = 1, ..., N do sistema, a cada
nova observacao.

No contexto de filtragem, apresentado na secao 2.4, a distribuicao-alvo é a dis-

tribuicao a posterior: dos estados latentes, tal que:

7T'71((91:71) = p<01:n’Dn = {yl, >yn}) (311)

Dessa forma, o numerador e o denominador da representagao da posteriori,

p(01..|Dy), apresentado pela equagao (3.4), sdo, respectivamente:

Y (01:n) = Tn(01:0) = (01, Dn), (3.12)

3.2 Amostragem de Importancia Sequencial

A Amostragem de Importancia se destaca pela facilidade de implementacao e
pela capacidade de solucao de problemas de dificil tratamento analitico. Apesar
da simplicidade desta técnica, em muitas situagoes, nao é trivial obter amostras da
distribuigao 7(-) devido & sua dimensao. Esse é o problema 2 presente na técnica de
MC apresentado na segao 3.

Para contornar tal problema, utiliza-se a Amostragem de Importancia Se-
quencial. Essa técnica propoe-se a obter as amostras desejadas de forma sequencial,

com amostras unidimensionais das distribui¢oes marginais de #;.; a cada tempo t.
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Essa técnica faz parte do método de Monte Carlo Sequéncial (MCS), que re-
presenta uma classe geral dos métodos de MC. Nele, amostra-se sequencialmente
Tn(61.n), & distribuicdo de interesse, em ¢t = 1,...,n. Seja essa distribui¢ao definida
no espaco produto R"™, que possui dimensao que cresce com n.

Considere a mesma representagao para a distribuicao de interesse apresentada
anteriormente:

’Yn(elzn>

Ta(Bher) = 50 (3.14)

O método MCS aproxima a distribuicao de interesse aplicando a técnica de amos-
tragem de importancia para cada uma das suas dimensoes, que sao avaliadas em
t =1,...,n. Considere () a representacao da parte da distribui¢do de interesse
no tempo t = 1 e my(f1.2) em t = 2, e assim sucessivamente.

Analisando a equacao dos pesos wi., no tempo t = n, obtidas pelas relacoes
algébricas da amostragem de importancia para aproximar a distribuigao-alvo, apre-

sentadas nas equagoes (3.7) e (3.6), tem-se:

o 7(61n)
w(br.n) = —Q(Ql;nq)'

Considere, ainda, que a distribuigdo de importancia g(-) possa ser expressa da

seguinte forma:

q<91:n) = Q(Glznfl)Q(en‘elzn)' (315)
Isto é,
q(01:n) = q(61) HQ(9k|91:k—1)- (3.16)
k=2

Dessa forma, tem-se que os pesos podem ser calculados de forma sequencial ao
)
longo dos tempos t = 1,...,n. Considere como exemplo analisar os pesos wi.s no
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tempo t = 2. Tais pesos podem ser escritos como:

_ (b)) y(0h2)
w(brz) = q(012) — q(01)q(62]61)
Isto é,
_bh2)  y(bh)
w(biz) = q(fr:2) — q(61)q(62]61)
Y(01)  y(012)
q(61) v(01)q(02|01)
— wi(6y) V(01:2)

v(01)q(62161)

Por inducao, é possivel chegar ao resultado para qualquer ¢ > 1. Dessa forma,
verifica-se que os pesos sao atualizados iterativamente a cada instante, por meio da

expressao:

7(91:n)
le,l)q(en‘@n,l)'

wn(elzn) = wn—1<91!n—1)ﬁy(
3.3 Reamostragem (SIR)

A técnica de SIR, do Inglés Sampling Importance Resampling, foi desenvolvida
por Rubin (1992) e é um desdobramento da amostragem de importancia. Deseja-
se aproximar uma fungao ¢(-) da posteriori m(f]y) utilizando n amostras 6y, de
uma distribuicdo auxiliar ¢(-). No passo seguinte, tais valores sdo reamostrados

proporcionalmente a verossimilhanca:

L pe/ee)
Cp05ly)/at6;) T

No entando, a distribuicao de p(6;]y) nem sempre é conhecida para efetuar os

calculos. Com isso, utiliza-se a seguinte aproximagcao:

o p(|0:)p(0:)/Cq(0:)
LS, p(y10,)p(8,)/Ca(;)

26




sendo C', a constante normalizadora. Nesse caso, quando a distribuicao de amostra-
gem auxiliar é definida igual a priori p(6;) e anulando a constante normalizadora,
tem-se:

p(yl0:)

W; .
> p(ylo;)
A relagao entre p(6;) e q(6;) definira os tipos de filtros de particulas selecionados

para o processo de estimacao de 6;.
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Capitulo 4

Filtro de Particulas

Neste capitulo serao discutidas algumas metodologias propostas em artigos se-
minais na area de Filtro de Particulas. A notacao utilizada nos mesmos apresenta
discrepancias. No entanto, pode-se considerar que estas limitagoes nao interferem
na compreensao do problema.

Para iniciar este capitulo é interessante discorrer sobre a definicao do termo
particula. Tal definicao auxiliard a compreensao da técnica abordada nessa dis-
sertacao.

Na fisica, define-se particula subatomica a designacao genérica de algo cuja di-
mensao é muito menor do que a de um atomo (o todo). No contexto a ser abordado,
além de existir o todo (4tomo) e uma parte dele (particula), ha outra parte do todo,
desconhecida e que se deseja estimar.

No contexto estatistico, a particula pode ser considerada como uma realizagao de
um experimento, na tentativa de estimar caracteristicas desconhecidas (parametros),
e cada realizagdo do experimento designa um valor hipotético (possivel) para a ca-
racteristica a ser estimada. Em resumo, particulas sao realizacoes de um ex-

perimento cujos valores possiveis estao definidos no espago paramétrico
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do valor desconhecido.

No contexto de espagos de estados, o processo de filtragem (vide secao 2.2)
utilizando conceitos de particulas é denominado Filtro de Particulas.

Considere um exemplo de aplicagao do Filtro de Particulas na area da robdtica,
(http://www.aiqus.com/questions /25739 /particle-filter). O problema é encontrar a
posicao de um robo, representado pelo ponto azul, que se movimenta por uma sala
limitada por paredes, representadas pela parte cinza (vide figura 4.1) . As demais
representacoes na sala, nas cores verde e marrom, sao outros obstaculos para o robo.
Dessa forma, o robo pode se movimentar por qualquer parte na cor branca da sala.

Objetiva-se estimar a posicao do robo utilizando-se particulas para representar
localizagoes hipotéticas do robd na parte branca do desenho da sala. A figura 4.2
ilustra disposicao das particulas geradas (pontos em rosa) ao longo das possiveis
localizagoes. Milhares de valores (particulas) podem ser gerados de modo a “varrer”o

espacgo paramétrico.

Figura 4.1: Representagao da loca- Figura 4.2: Disposi¢ao das particulas
lizagao de um robo ,em azul, numa sala (localizagoes hipotéticas), em rosa, na
com obstrugoes. sala.

Cada ponto apresentado na figura 4.2 é composto de 3 valores (x,y, z), em que
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(z,y) designam a posigdo no plano e z o angulo informando a localizagdo do robé.
O préximo passo consiste na obtengao de dados (mensuragoes) feitas a partir de
sensores, localizados no robo, de modo que seja possivel calcular a distancia das
paredes a um circulo de raio r, por exemplo, 2 metros. Tais mensuracoe descrevem
a parte observavel do problema, isto é, o vetor Y; dos modelos apresentados na
secao 2.3.

Com tal vetor Y; de mensuaracoes, define-se quais sao as particulas localizadas
nas proximidades da posi¢ao do robo. Um obstaculo é considerado préoximo ao
robo caso esteja no circulo com raio de 2 metros. A figura 4.3 mostra tal raio de
proximidade do robo e as particulas que foram consideradas préximas, considerando-
se algum critério de proximidade. Tal critério d4 maior peso as particulas com maior
probabilidade de representarem a posicao real do robo. A figura 4.4 mostra tal
classificagao das particulas com representacoes opacas (alta probabilidade) e semi-
transparentes (baixa probabilidade).

Algumas das particulas, ainda que distantes, foram classificadas como préximas
ao robo. Isso se deve a geometria da sala, proxima a tais pontos, que apresenta uma
configuracao parecida aquela em que os pontos realmente préximos estao inseridos.
Como mostrado na figura 4.4, pontos com cores mais fortes representam posicoes
mais provaveis de estarem proximas a posicao real do robo, quando comparadas aos
pontos com cores mais suaves. Na realidade, pode-se representar gradacoes de cores
em uma escala continua o intervalo [0, 1]. Nos exemplos, devido ao aspecto didatico,

apenas os extremos, {0, 1} estdo sendo representados.
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Com isso, todas as particulas consideradas préoximas tem a mesma representati-
vidade (peso) para estimagao da localizacao real do rob6. No entanto, como mencio-
nado, é possivel definir fungdes com atribui¢oes de peso mais gradativas (continuas),

para representar a localizacao. Isso seria feito, por exemplo, caso a fun¢ao fosse uma

medida de distancia como a Euclidiana.

Figura 4.3: Sensor identificando Figura 4.4: Selecionando
as particulas mais préximas a particulas mais provaveis como
atual posicao do robo. representantes da posi¢ao do robo.

Como dito, o robo se movimenta nos espacos da sala e, por isso, esse processo
de estimagao da localizacao deve ser dindmico. Para isso, considere que cada
particula sobrevivente do passo anterior possa ser selecionada, de acordo com o
peso (distancia), para reproduzir e gerar novas particulas com uma variagao ao redor
de sua atual localizacdo. A justificativa para isso é que as particulas consideradas
préximas ao robd (mais “aptas”) devem gerar outras particulas que possam auxiliar
a encontrar a nova posicao do robo, assim como feito no inicio do processo. Nesse
procedimento, é possivel selecionar uma particula mais de uma vez, e é esperado que
as particulas mais proximas sejam selecionadas mais do que as mais distantes. Esse

¢ o processo de reamostragem, importante para eliminar particulas distantes que
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foram selecionadas, embora possuam baixos pesos.

O processo de reproducgao das particulas é conhecido como propagacgao,
quando a posteriori (particulas sobreviventes) gera novas particulas para a préxima
posteriori, a nova posi¢ao do robo.

Novamente, faz-se uma nova leitura (varredura) pelo sensor localizado no robo.
Posteriormente, as particulas sobreviventes sao avaliadas quanto as suas distancias
em relagao as leituras e, novamente, sao classificadas como préximas ou nao proximas
ao robo. Esse processo é conhecido como atualizagao. Nesse passo sao calculados
0s novos pesos das particulas, e é feita a nova estimativa para a nova posi¢ao do robo.

A figura 4.5 ilustra uma situagao para os passos de propagagao e atualizagao.

Figura 4.5: Gerando novos palpites em torno
dos palpites mais provaveis.

4.1 Filtro de particulas em geral

Um modelo geral de espagos de estados pode ser descrito por:
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Equagao das observagoes:

2k ~ p(zk| Tk, 01) (4.1)

Equagao do sistema:

Ty ~ p(iﬂk’-’ﬂkfb 92) (4.2)
Em que z; representa a observacao no tempo t; e {x;} é um processo estocastico
nao observavel. Um problema importante na analise dos Modelos de Espacos de
Estados é a estimagao do processo nao observavel por meio de medi¢oes do processo
observavel. Para tanto, considere, em geral, as estimagoes como offline e online.

Estimacao offline: Condicionado aos dados z1.x = (21,...,2y), a estimacao de

z1.y = (21, ..., xy) é usualmente referenciada como estimagao offfine.

Estimacao online: Quando o processo de estimacgao é sequencial, isto €, a es-

timacao de xy € baseada em 2., para k = 1,2, ..., diz-se que o processo de estimacao
é online. Nesse caso, novas observagoes chegam em (horas/minutos/segundos) e es-
timacao em tempo real é necessaria.

Considere, inicialmente, que 6 seja fixo ou conhecido. Os filtros de particulas
possibilitam trabalhar com o processo de estimacao online, dai o grande interesse
no estudo de tal metodologia.

A ideia principal dos filtros de particulas é representar a distribuicao a posteriori

dos estados latentes até tempo k, isto é,

p(Trl21:k) (4.3)

por meio de um conjunto finito de amostras ou particulas que podem ser usadas

para estimar qualquer propriedade de p(xi.|2z1.x), utilizando-se uma abordagem de
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estimacao de Monte Carlo, numa forma sequencial. Quando uma nova observacao
zr+1 € disponibilizada, as particulas sao atualizadas de modo a representar a nova
posterior::

P(Z 14121041 )- (4.4)

Atualmente, hd muitas versoes de filtros de particulas. Duas abordagens sao
tipicamente utilizadas na construcao do filtro. Sao elas: amostragem de importancia
sequencial e aproximagao por histograma (amostragem de importancia simples).

Abordagem I: A amostragem de importancia sequencial (AIS).

No contexto de filtro, necessita-se calcular uma aproximacao numérica para a
distribuigao {p(z1.n]21:n) }n>1, Sequencialmente no tempo.

Nesse caso, de acordo com a notagao da equagdo (3.4), a distribui¢ao-alvo
Tn(Z1,m), que é dada por

Tn(T1m) = —5—, (4.5)

é tal que 7, (T1:n) = P(T1n, 21:n)s Zn = D(21:n) € Tn(T1m) = P(T1m|21:m). Isto &,

o p(xlzmzl:n) . ’Yn(xlzn)

N [ p(x10, 21:0) A1, A

_ P(@n-1]21:0-1)p(@n|T0n—1)p(20|70)

a fp(xn—l|zl:n—l)p(xn|mn—1)p(zn|xn)dx1:n

p(zlzn‘zlin)
(4.6)

Considerando a a equagao (3.6), e uma densidade de importancia g, (6;.,), tem-se:

Y1) Gn(T1:0)

P(T1nl21m) = 4 (T1m) (Zn | (4.7)
Gn(T1:n
= wn($1:n)Z—n

Agora, considere a amostragem sequencial discutida na se¢ao 3.2, o peso w,,(z1.,)
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pode ser escrito, de forma sequencial, como:

w (z _ Vn(T1:0)
n( 1:n) qn(a'fl;n)

_ ’Yn—l(-rl:n—l) x Vn(xlzn) (48)
Qn—l(xlzn—l) rYn—l(xl:n—l)Qn($n|x1:n—1)

= wn71<x1:n) X Oén(ﬂfl;n),

sendo que «,, é denominado por peso de importancia incremental.

De acordo com Doucet e Johansen (2008), g, (z,|r1.,—1) deve ser escolhido de
modo a minimizar a variancia dos pesos de importancia w,(-) a cada tempo n. A

escolha 6tima de distribuicao de importancia é dada por:

qztm(‘rn|x13n*1) = p<$n’2n7 Q?n,1)

_ p(zn|xn)p(xn|xn_1). (4.9)

p(zn|xn—1)

No entanto, em muitas situagdes nao e possivel amostrar a partir de (4.9), mas
deve-se tentar obter aproximagoes da mesma. De qualquer forma, a equacao (4.9)

mostra que a distribuicao de importancia deve ser da forma:

Qn($n|$n—1) - Q(xn|zn>xn—1)~ (410)

Além disso, nao ha nada a ser ganho ao construir distribuicoes de importancia que
dependam de (21.,_1, T1.0_2)-
De (4.6), (4.8) e (4.40), observe que o peso de importancia incremental a,(21.,)

¢é escrito como:

'Vn(ml:n)
Yn-1(T1:0-1)@n(Tn |20, Tn1)
_ P@1n—1]21:0-1)P(@n|T10—1)P (20| 20)
N P(Trn-1l21:m-1)q(Tnl 20, Tn1)
. P(Tn|Tn—1)p(2n|70)
)

O‘n(xlzn) =

- an(xn—lu xn)
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Sumarizando

Das equagoes (4.5),(4.7),(4.8) e a expressao (3.9) na segao 3.2, tem-se:

foil wn(xlln)(s(xln - xin)

ﬁ(xlzn|21:n) - - 3 (41].)
Zz]‘il wn('rzln)
em que
wn(£1:n) - wn—l(xlzn—l) X an(xlzn)a
com
Oén(xl;n> — p($n|$n_1)p(2n|$n) .
Q(mn|zm CCn—l)
A férmula (4.11) pode ser reescrita como:
N
ﬁ(xhnlzlzn) = Z Wn<Illn>5($1n = xi:n)’ (412)
=1
em que
Wn(il:z ) — wn<x1:n>

Ln) = &N 7 5~
! Zi:1 wn (7.,

e 0(a = ag) representa a funcao indicadora de massa no ponto ag. As amostras
{X! i=1,.. N} sdo geradas a partir de q(x,|2,, 2%, ;). Com tal procedimento,
obtém-se um conjunto de particulas ponderado Sy = {(Xj,,wi,),i=1,..., N}

Algoritmo para o Filtro de Particulas via amostragem de importancia
sequencial

No tempo n = 1:

e Amostre X! ~ q(x1).

e Calcule os pesos wy(X1) e Wi oc wy(X71)
No tempo n > 2:

e Amostre X,}L ~ qn(xn|zan{:n—1)
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e Calcule os pesos:

wn(Xin) = wnfl(X%:n—l) X an(Xi:n)v

Obtenha o conjunto de particulas ponderando

Se={(Xi,,w,),i=1,.. ,NhLk=1.T

4.1.1 Reamostragem

Tanto a amostragem de importancia (Al) quanto a amostagem de importancia
sequencial (AIS) conduzem as estimativas cujas variancias aumentam, tipicamente
exponencialmente, com n. Técnicas de reamostragem sao ingredientes-chave nos
métodos de Monte Carlo sequencial na solugao (parcial) desse problema, para alguns
casos especificos.

O processo de reamostragem estd presente no processo de estimagao para reduzir
a discrepancia, o que em casos extremos causa a chamada degeneragao dos pesos
de importancia.

H& mais de um método de reamostragem e os mais discutidos sao:

Reamostragem Multinomial;

Reamostragem Residual;

Reamostragem Estratificada;

Reamostragem Sistematica.
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O método mais utilizado é o multinomial, em que o processo de reamostragem
é realizado tratando a amostra como uma distribuicao multinomial. O processo de
reamostragem é um experimento n vezes, sendo n o tamanho da amostra, e em
cada repetigao, as amostras tém probabilidade de serem escolhidas igual ao peso das
mesmas.

O processo de reamostragem mencionado nessa dissertagao utiliza o método mul-
tinomial. Mais detalhes sobre os métodos de reamostragem sao encontrados em Douc
e Cappe (2006). Nas proximas segoes discutiremos alguns artigos seminais na drea

de Filtro de Particulas.

4.2 Filtro de Particulas Bootstrap (Gordon et al.,
1993)

Em Gordon et al. (1993), foi sugerida uma técnica que até o inicio da década
de 90 nao era conhecida como Filtro de Particulas. No entanto, a técnica utiliza
os conceitos de amostragem sequencial de importancia para as estimativas, isto €, a
medida que novas observagoes sao incorporadas ao estudo. Nesse artigo, os autores
utilizam a amostragem de importancia reamostrando os valores gerados, pondera-
dos pela intensidade da verossimilhanca. Atualmente, essa técnica é conhecida como
Filtro de Particulas Bootstrap (FP Bootstrap), e também é associado a técnica SIR,
do ingles, Sampling Importance with Resampling. Essa técnica tem como carac-
teristica substituir o processo de atualizacao dos pesos, visto no SIS, pelo processo

de reamostragem, selecionando particulas com grande massa de probabilidade.
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4.2.1 Introducao

Os modelos de espagos de estados abordados até 1990 possuiam solucao analitica
e podiam ser estimadas no processo on-line sem grandes problemas, em especial
os modelos Gaussianos. No entanto, quando o modelo possui parametros des-
conhecidos, a solugao pelo filtro de Kalman pode nao ser possivel. Nesse con-
texto, utilizando-se uma modelagem Bayesiana, soluciona-se o problema por meio
do MCMC. Utilizando-se tal técnica, a cada nova observacao recalcula-se toda a dis-
tribuicao a posteriori w(61.4|y1.¢), isto é, estima-se toda a cadeia de estados (Petris
et al., 2009). Do ponto de vista computacional, as sucessivas reestimagoes da cadeia
tornam o processamento muito lento. O Filtro de Particulas (FP) é uma ferramenta
util na tentativa de superar as limitagoes computacionais dos métodos numéricos de

estimacao por aproximagao.
4.2.2 Estimador Bayesiano Recursivo

Nesta segao discutiremos a proposta de Gordon et al. (1993) para a construgao de
um algoritmo (Filtro Bootstrap) utilizado na implementacao Bayesiana recursiva de
um filtro. Considere o problema de estimacao em tempo real discreto e #, € R™ um
vetor de estados. Considere ainda f : R” x R™ = R" uma fun¢ao com propriedades
recursivasem t = 1,..., T, que representa a evolucao do estado 6;, equacao do sistema,

tal que:

O = f(Or—1,wy), (4.13)

sendo wy € R™, uma variavel aleatéria que segue uma distribuicao p;(+), com forma

definida e conhecida. Em cada instante ¢, avalia-se y; € RP por meio de uma funcao
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g:R" x R" = RP, tal que a equacao das observacoes é dada por,

yr = g(0r, ve), (4.14)

sendo v; € R" uma varidvel aleatéria que segue uma distribuigao ps(-), com forma
definida e conhecida. Considere w; e v; independentes, a distribui¢ao inicial para
p(61| Do) = p(61), sendo que D; = {y;, Dy_1} representa a informagao do sistema até
instante .

O objetivo é construir a fungdo de densidade de probabilidade (f.d.p) para o
estado #;, dadas as informacoes até o tempo t, isto é, a distribuicao a posteri-
ori p(0y|D;). Essa densidade pode ser obtida seguindo dois passos importantes:
predicao e atualizacao. Esse processo de estimacao por aproximacgao pode ser ob-
tido utilizando os conceitos bayesianos nas relacoes descritas por meio das fungoes
£6) e g().

Supondo conhecida a distribuicao a posterior: do estado latente no tempo t — 1,

p(0i—1|D;—1), é possivel obter a densidade a priori do estado latente 6, por meio de

p(et’thl) = /P(etfetl)p(etl‘Dtl)det1- (4-15)

Esta relagdo mostra que, para obter a distribui¢ao de p(6;|D;_1), é necessario
percorrer todo o espago paramétrico de 6,_;.

Considere que a distribuicao dos erros de evolucao, wy, independe da recursivi-
dade do estado latente 6,, V t, isto é, p(w;_1|6;—1) = p(w;_1). Logo, a distribuigao

condicional do estado #; dado o estado #;_; é dada por:

p(et‘etfl) = /p(et‘etl,wtl)p(wtlwt1)dwt1- (4-16)
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Nesta representagao é possivel perceber que obtém-se a distribuicao p(6;|6;_1)
avaliando todo o espaco paramétrico de w;_;. Pode-se perceber que 6, é obtido de
forma deterministica por meio de f(-|0;_1,w;_1) caso 6;_1 e w;_; sejam conhecidos,

(vide equagao 4.13). Com isso, a equagao (4.16) é escrita como:

p(etmtfl) = /5(61& - f(etflywz%l))p(wtfl)dwtfl; (4-17)

sendo d(-) a fungao Delta de Dirac, que assume o valor de 1 quando a diferenga de
{6; — g(0;_1,wy_1)} é zero, e assume valor zero, caso contrario. Isto é, tal fungao
representa uma variavel aleatéria degenerada tal que Pr(0; = g(6;—1,wi—1)) = 1.

Sendo assim, define-se a funcao ¢ de Dirac por:

1 9 - 9, _ :0
6(0; — g(0r—1,w—1)) :{ 0’ se 0 — g(0—1,wi1)

Cc.Cc

Dessa forma, a equagao (4.15) pode ser reescrita como uma integral dupla, com

relacao aos suportes de 6;_, e w;_1, definido a Equacao de Propagacgao:

p(et‘Dt—l) :/ |:/p(0t|‘9t—17wt—l)p(wt—lyet—l)dwt—l p(et—l|Dt—1)d9t—l-

Usando a independéncia entre 6;_; e w;_1, tem-se:

p61D0) = [ [ 7616wl o DB, (418)
Com isso, pode-se obter amostras de p(6¢|D;_1), por meio dos seguintes passos:

1- amostrar 6, ; a partir de p(6;_1|D;_1). Esse é o ponto em que se obtém
amostras passando por todo o suporte da distribuigao de 6;_; (integral com
relagao a 0;_1).
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2- amostrar w; | a partir de p(w;_1). Nesse momento do processo, obtém-se
amostras passando por todo o suporte da distribuicao de w,_;, associado a

integral com relacao a w;_1.

3- Obter, de forma deterministica, as amostras da distribuicao (4.18) por

meio de cada par (0;_,w; 1) aplicados na fungao f(-) , isto é, gera-se:
0y = f(Or—1,we) ~ p(04| Dy—1).

Com o esquema apresentado, a equagao (4.18) pode ser representada da seguinte

maneira;:

3 2 1

-~

- % —— ——
p(9t|Dt—1)=ff f(9t|0t—lawt—l) p(wt—l) p(et—l\Dt—ﬁ dw;—1df;_;.

Utilizando o teorema de Bayes, a distribui¢ao a posteriori do estado 6, p(6;|D;),

¢é expressa por:

9(0:, Dr) — p(Or, D1, y1)

PP = D) = pDrn)
o p(yt!9t, Dt—l)p(9t|Dt—1)p(Dt—1)

P(Ye| De—1)p(De-1)

o p(yt!9t, Dt—l)p(0t|Dt—1)

p(ytIthl)
_ g(yt\et)P(et’Dt—l)
p(yt’Dt—l) ’

sendo p(y;|Dy—1) a constante normalizadora, obtida por:

p() Drr) / 9(4110,)p(04] Dy )b,

Dessa forma, representa-se a distribuicao a posterior: do estado latente no tempo

t por:

— 9wl0)p(0e| Dy-1)
PO D:) = fg(ytIHt)p(QtlDt_l)th'
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No denominador da equagao (4.19), a densidade h(y;|0;) é obtida por meio de:

9(yel6:) = /5(% — g(0r, ) )p(ve)duvy,

isto €, a distribuicao das observacoes é obtida avaliando-se o estado latente 6; em
todo espaco paramétrico de vy.

Solugoes analiticas para esses processos podem ser obtidas pelo Filtro de Kalman,
mas tais solugdes sao restritas a sistemas com fungoes f(-) e g(-) lineares e erros wy
e v; aditivos e com distribuicao gaussiana. Tais restricoes sao comumente violadas

em sistemas mais complexos.

4.2.3 FP Bootstrap Bayesiano Gordon et al. (1993)

O FP Bootstrap proposto por Gordon et al. (1993) sugere uma metodologia
numérica para lidar com algumas das limitacoes do Filtro de Kalman. O Filtro
Bootstrap aproxima as distribui¢oes representadas pelas equagoes (4.15) e (4.17)
por meio de amostras sequenciais.

Tal metodologia utiliza os passos de propagacgao, gerando valores a partir da
priori p(6;|D;_1) e atualizagao em que as amostras obtidas no passo anterior sao

reponderadas de modo a se obter uma amostra a partir da posteriori p(6;|D;).
4.2.4 Descricao Matematica
Seja a amostra {#;_, : i = 1,..., N} obtida a partir de p(6;_1|D;_;). O Filtro

Bootstrap é um algoritmo que permite a obtengao de amostras a partir de p(6;|D;)

de acordo com os seguintes passos:

1 Propagacgao - Condicionalmente a {6¢ | : i = 1,..., N}, tirar amostras a partir
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da priori p(0y|Dy_1).

2 Atualizagao - Utilizar as amostras obtidas no passo 1 para obter amostras a

partir da posteriori p(6;|Dy).

No passo 1 (propagagao), condicionalmente ao valor de #! ; e ao erro w! |,
gerado a partir de p(wy), isto é, utilizando o par (6!_,,w! ;), obtendo-se um va-

lor candidato, 0" = f, (6 ,,w! ,),i = 1,---, N, gerado a partir de p(6;|D;_1).

Observe a parte 1 da figura 4.6 e as relagoes descritas na expressao (4.18).

S T T
| il 1 1 ¢ |
@ | Wy wi_y T wi'y wy' g |
| + L . v 1 ) |
| 6:1 = fﬁfl(etl—l) 0;" = ftfl('q;z—l) T 9:‘\_1 = ft—l('qé—'_il) 9*\ = f: 1 ( : 1) |
L \ l 1 J
[ al o g0 aF o gm0 o N e g(mloiN T g g(m|9;*) T
\J 1) \J )
) (p(by =6;")=qj,i=1,.,N]
4 l 1 1
9;’ H?" SN 9;.“_1 65"\" |

@ Pmpagagﬁo.@ Atualizacao

i 9(:‘)‘t|9fl) i—1 . N

- -

XY glulert)”

Figura 4.6: Filtro de particulas Bootstrap - esquema para gerar particulas segundo o ciclo de
atualizagdo: p(0i—1|Di—1) — p(0:|Di—1) — p(0:|Dy).

No passo 2 (atualizagao), a informacao referente a observagao atual, y;, é in-
corporada ao processo para que, por meio da expressao (4.19), seja possivel obter
amostras a partir da posteriori p(6;|D;) (distribuigao filtrada). A partir da equagao
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(4.19) tem-se:

Posteriori PESOS Priori
— 0 | —— (4.20)
POD) = ovdf) POID).

f9<yt’9t)p(9t|Dt—1)d9t

Os pesos,

g(yt|9t)
Talnloop(e D) ™"

podem ser aproximadas por meio de:

qi _ g(yt|9§*)
t - .
ng(yt\eg*)

com 0% ~ p(0;|D;_1).

Segundo Smith e Gelfand (1992), um esquema do tipo bootstrap ponderado é
util para obter amostras a partir de distribuigdes como na expressao (4.20). Para
tanto, deve-se obter {0i*,i = 1,..., N} a partir de p(6i|D;_;) e criar uma distribuigao
discreta tal que p(#; = 6i*) = ¢'. Posteriormente, obtém-se uma amostra, com
reposicao, de tamanho N, a partir dessa tltima distribuicio para obter {0 i =
1,...,N}. A parte 2 da figura 4.6 ilustra o processo de atualizagao.

A justificativa matematica para o passo de propagacao, no qual é gerada uma
amostra a partir da priori, é trivial pois o 0* é obtido de forma deterministica de
(0!, wh), quando se conhece os valores de 0! | e wi .

Para a justificativa do passo da atualizacao, o Teorema de Bayes pode ser
implementado por meio de um bootstrap ponderado (Smith e Gelfand, 1992). Para
isso, seja {0,i = 1,..., N} uma amostra de uma f.d.p G(f), mas deseja-se obter

amostras de uma distribuigao H(#), tal que:

H(0) x L(0)G(6),
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sendo L(#) uma fungao conhecida.
Para gerar amostras {0;,i = 1,..., N} de H(f), pode se reamostrar as particulas
{0,i = 1,...,N}, geradas a partir G(¢), com pesos proporcionais a L(}). Dessa

forma, sendo
L(67)

)

5 L)

tem-se que P(6; = 6;) = ;.

A distribuicao empirica obtida por meio desse processo converge, em distribuicao,
para H(0) (Smith e Gelfand, 1992). Para o contexto do filtro apresentado, temos
que:

p<9t ’Dt> X p(ytlet)p(ﬁtlDt_ﬁ,

sendo G(0) = p(6;|D;_1), a priori da qual temos uma amostra {6*,i = 1,..., N},
L(0) = p(y]6:), a fungao de verossimilhanca, e H(0) = p(6;|D;), a distribuicao a

posteriori da qual deseja-se ter amostras {6;*,i = 1,..., N}.

4.2.5 Algoritmo - FB Bootstrap

1.1 Parat = 1: gerar {0},i=1,..., N} ~ p(6);
1.2 Para t > 1: utilizar {6} _;,i =1,..., N};
2 Gerar amostra para wi ~ p1(w);
3 Obter valores de 0* |, de forma deterministica, 0;_; = f(6!_;,w});

4 Sendo v; um valor gerado a partir de p(v;), atualiza-se o peso 02*_1 usando

qz' _ p(ytIGé*,vt) .
t — N ; )
> p(yel6]",vr)

5 Reamostrar {#i*,i = 1,..., N} N vezes com probabilidade igual a g;.
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4.2.6 Exemplo de aplicacao do FB Bootstrap

O exemplo apresentado a seguir esta presente em varios artigos de autores na
area, entre estes no trabalho de Gordon et al. (1993). Trata-se de um Modelo
Dinamico nao linear com erros aditivos.

Seja a equagao do sistema descrita como:

250,_1

0, = f,(0,_1,w;) = 0.50, + ———1_
t ft(tlwt) t (1+6t2—1)

+8cos (1.2(t — 1)) + wy.

A figura 4.7 mostra a funcao com a transicao nao-linear de 6;,_; para 6.

SO, 05 B
2 (1+ey)

8, +8cos(1.2(t-1))

20

15

10

6

-10

-30 -20 -10 0 10 20 30

81

Figura 4.7: Equagao de transicao nao-linear

Considere w; ~ N(0, W) e a parte do modelo observavel representada por:

2
yt — g<0t7Ut> - L + U,

20
com v, ~ N(0,V).
Dessa forma, implementando os passos apresentados no algoritmo referente ao

FP Bootstrap (vide se¢ao 4.2.5), a figura 4.8 apresenta o resultado da estimagao dos
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estados latentes do modelo proposto considerando-se N = 500 particulas. Observa-

se que a metodologia descrita nesta se¢ao proporciona um bom ajuste.

20
|

*|
S * 4%
* * %
o 4 *
>3 3 *
5 *
T * ¥ * Tk *
R *
° *
‘I\' = N
— &
o 95%
=
i x B
[ T T T T 1
0 20 40 60 80 100

Figura 4.8: FP Bootstrap em um modelo nao-linear

O Grafico 4.9 mostra a distribuicao das particulas ao longo do processo de es-
timacao para algumas iteragoes. E apresentado a distribuicao das particulas por
meio de histogramas, além disso, é comparado o valor real (representado pela linha
pontilhada na cor vermelha) e a mediana da distribui¢ao das particulas (representado

pela linha pontilhada na cor azul).

4.3 FP Auxiliar (Pitt e Shephard, 1999)

O FP Auxiliar, proposto por Pitt e Shephard (1999), tem como principal carac-
teristica a geracao de particulas com grandes massas de probabilidade. Isso se deve
a utilizacao das informacoes da parte observavel do sistema para gerar propostas

mais eficientes para os estados latentes.
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Figura 4.9: Densidades do processo de estimacao BF

4.3.1 Descricao matematica

Considere um processo que pode ser representado por dois sub-processos, um
observével e outro nao-observavel (latente). O processo latente evolui segundo um
kernel de transi¢ao entre instantes no tempo ¢ e t — 1 descrito pela funcao f(6;]0;_1).
O processo observavel é dependente do estado latente e é descrito por meio da funcao
f(ye]6:). Seja f(0y) a distribuicdo inicial desse sistema recursivo.

Considere, ainda, a representagao f(6;]Y;) = f(0:](ye, ..., y1)), como a distribuigao
do estado latente no instante ¢ condicionado a toda informagao até tal instante.

O processo de filtragem pode ser obtido repetindo dois passos importantes. O
primeiro deles consistem em propagar a densidade relativa ao estado atual 6; via

densidade de transigao f(6;|0;_1), produzindo:

f(0r41]Y?) :/f(9t+1|9t)dF(9t|Yt)-
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Posteriormente, com a chegada da nova observacao ;. 1, deve-se obter a densi-

dade filtrada utilizando-se o teorema de Bayes:

S (We1]0e01) f(01]Y7)
f(yt—l-llY;f) 7

f(9t+1m+1> = (4-21)

sendo
Fens) = / S WesrBr)AF (B |Y5), (4.22)

a densidade preditiva.

O FP pode, entao, ser definido como o processo que aproxima a distri-
buigao (0:|Y; = (v1,...,4:)) por meio de pontos de tal densidade, conhecidos como
particulas, (6}, ...,0M), que possuem massa de probabilidade (7}, ..., 7M)

Essa forma de representacao discreta do suporte da distribuicao de interesse é

util para aproximar a distribuigao preditiva:

F(0al¥) = [ £(6calon 6 1Yi)d8, (4.23)
por meio de
A M . .
FOeialYe) =D f(Br1a]0)7i, (4.24)

J
com 7} = p(f; = 6:|Y;). Este resultado pode ser combinado com a equacao (4.21)
para produzir:
M
FOrea|Yerr) o< f(yesa]er1) Z f(9t+1|9§)7r2. (4.25)
A partir da distribuigao proposta gera-se novas particulas (6}, ..., 01 ,) que pos-
suem massas de probabilidades (7}, ..., T ).
E possivel amostrar particulas de f (0141|Yi11) de trés maneiras: SIR, Amostra-

gem por aceitagao e MCMC. Nesse trabalho, o processo de amostragem utilizara
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a metodologia SIR, que foi apresentada na secao 3.3. Mais detalhes das demais

metodologias podem ser encontrados no trabalho de Pitt e Shephard (1999).

4.3.2 SIR

O método SIR (Rubin, 1992) é um procedimento com o qual é possivel amostrar
0, ...,0% a partir da priori f(0) e, entdo, associar, a cada um dos valores selecionados
0!, um peso m;. Essa técnica é utilizada para calcular a distribuicao alvo f(0|y),

(posteriori de 6 em relacao a y), que pode ser expressa, via teorema de Bayes, como:

f(yl0)1(0)
f(yl0)f(6)de

fO0ly) = T
O denominador é a verossimilhanca dos dados, isto é:

IRACING)

Dessa forma, tem-se que:

f(yl9)
f(y)

O peso m; pode entao ser calculado por:

o = | 505 )

' i=1,..R, (4.26)

com
wj = f(yl6"). (4.27)
Como apresentado na secao 3.3, utilizando uma aproximacao f (#), obtida por

meio das amostras 6 geradas a partir da priori, e o resultado dos pesos obtidos pela

equagao (4.26), para obter uma estimativa da distribui¢do a posteriori de 0:

f(ly) = mi x f(6). (4.28)
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A amostra ponderada pelos w;’s converge, quando R — oo, para uma amostra

nao aleatéria da distribui¢ao alvo f(0|y), uma vez que (Pitt e Shephard, 1999):

=3 wi B f). (4.29)

Essa convergéncia em probabilidade é obtida pela aproximacao da seguinte
média:

R

— [ s @ = ELrGo] ~ 13 f0le). (130)

J=1

Para compreender a eficiéncia do SIR, é 1til pensar neste método como sendo uma
aproximacao para o amostrador de importancia do primeiro momento a posteriori
de 6:

E(h(6) = [ h(6)16ly)d9
/ h(Q)MdH

- { fyw }

it ﬂ

1§ el W) _ 5 E O l6)
Z“ <> S w6

desta forma, tem-se a seguinte relagao

~ lth(ej)f(ylﬁj) _ Zf h(67) f (y|69)
. [% fo(ylei)] SEFwle)

Na aproximacao (4.31), o numerador e o denominador sdo médias e a con-

(4.31)

vergéncia se d4 em probabilidade. Assim, o primeiro momento a posteriori, E(h(6)),

é aproximado por meio de:

S B 09 09
s - )
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Dessa forma, utilizando o resultado (4.26), tem-se:

_ h(67)w R
E(h(9)) = ZZ " Z h(6")m

O valor 7" estima a razao f(y|0%)/f(y). Entdo, para obter uma amostra de
f(0ly), gera-se amostras 0° ~ f(0), a priori, e reamostra-se (01, ...,0r) com pesos
(71, ey TR)-

Liu e West (2001) sugerem que a variancia de EW) é aproximadamente pro-

porcional a E¢(m(0)?)/R, isto é:

—

V(E(h(0))) o Ey((0)*)/R.

Entao, o SIR é um método que se torna muito impreciso na estimagao de E(h(6))
(e de outras caracteristicas de f(0|y), assim como as préprias amostras selecionadas,
de forma aproximada, de tal distribui¢do) quando 7; torna-se muito varidvel. Isto
ocorre se a verossimilhanga f(y|0) é muito leptocurtica em comparacdo a priori f(6),

isto é, tem caudas mais pesadas (Pitt e Shephard, 1999).

4.3.3 SIR Adaptativo

O método SIR faz propostas “as cegas”por meio de uma priori f(#), ignorando o
fato as informacoes de y. Diz-se que um FP é adaptativo quando ha a possibilidade
de incorporar o conhecimento sobre y, sendo, entao, um método “nao as cegas”.

Um FP adaptativo baseado no SIR segue a seguinte estrutura:

1. Amostra-se 0%, ..., 0% ~ g(0|y);

2. Calcula-se w; = %,j =1,...,. R;
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3. Reamostre entre os 67 utilizando pesos proporcionais w’ para produzir uma

amostra de tamanho M.

Isso implica que deve-se calcular pelo menos M x R densidades de modo a gerar M
amostras a partir de f(f]y). Dado que M e R sdo muito grandes, isto implica que essa
adaptacao requer um grande esforco computacional. H& alguns anos, esse esforgo
seria inviavel, porém com o desenvolvimento de computadores com alto desempenho,

essa dificuldade é mais facilmente contornada.

4.3.4 SIR Auxiliar

No contexto do SIR, é possivel reduzir a alta demanda computacional devida
a magnitudede M e R quando os problemas sao tratados em dimensoes superio-
res, isto é, deixando de lado a andlise via distribuicoes marginais e lidando com
as distribui¢oes conjuntas das varidveis envolvidas no processo (Pitt e Shephard,
1999).

O objetivo do FP auxiliar é amostrar a partir da distribuicao conjunta

FOr1, KYiia),
FOrir, kYin) o f (Y l0ca) f (042 |0F) 7" k=1, .. M, (4.32)

sendo k£ um indice na mistura na equagao (4.24).
Seja:

O [Yir) = / F (B, kYo )k, (4.33)
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em que

JWer|Ors1, £, Y) f(Or41, kYY)

f(et—i-lu k|Y},+1) -

Y,
_ f(ytjl(g:j)'f?ﬁtﬂ, k[Y:) 434
f(ye[Y2) '
Sendo,
FOusss kYD = [ 71611160 10 1Yi) 0, (1.35)
e
Floesal¥) = [ [ 50 Bean) G, YO (1.36)
Em (4.35), para
f (O k1Y) = p(6; = 07 [Y;) = 7, (4.37)
entdo, para um dado valor 6 de 6;, tem-se:
F(Ori1, KY:) = f(0r11|05)p(0; = 05 [Y:) = F(Or1107)7". (4.38)
Defina, de (4.34),
FOr1, kYesr) = f(yer110e11) f (Orir, K[Y2) (4.39)
e de (4.38),
FOren, k[Yern) o< f(yenl0eea) f (0 |67)p(6: = 6F[Y7)
(4.40)

X f(yt+1|9t+1)f(0t+1|¢9?)7rk, k=1,...M

Portanto, com base nas expressoes (4.38) e (4.40), amostrar-se particulas para esti-
mar a posteriori, apresentada na equagao (4.25), por meio de um variavel auxiliar
(indice) k.

Denota-se k por auxiliar, uma vez que ela esta presente, apenas, para auxiliar
na tarefa de simulacao e geracao das particulas. Os filtros que utilizam essa variavel

auxiliar sao conhecidos como Filtros de Particulas Auxiliares.
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Assim, pode-se amostrar a partir de f(6;11,k|Y;) utilizando a técnica SIR. A
ideia de amostragem pela metodologia SIR é fazer R propostas para (Gi 1 K)o~
9(0r11, k|Yii1), e reconstruir os pesos por meio de:

;= (yt+1‘9t+1) ( t+1’9k3)’ = Wi ji=1,..,R
9(9t+1vkj|yt+1) Z Wy

E importante resaltar que a utilizagao da varidvel auxiliar para geracao dos

candidatos nao ¢ suficiente para considerar o método SIR auxiliar como um processo
"nao as cegas”, Pitt e Shephard (1999).
Tem-se total controle no delineamento e defini¢ao da distribuigao g(+), que pode

depender tanto de y;; como de 6F. Pode-se aproximar a equagao (4.25) por:

g(et-l-lv k|Y;+1) X f(yt-H|/~Lf+1>f(8t+1|ef)7rk’k - 17 ) M?

sendo yf,; uma medida representativa da distribuigao f(6;41]0F): média, moda,
mediana ou uma amostra a partir de f (67, ,0F).
A forma da densidade marginal em relacao a k é descrita como
91{Yirn) = [ 961, HYie1)db1ss

g (kY1) o ¥ / Feali 2 )AF (6,11165)

g(k[Yiy1) o ka(?/t+1|#f+1)-

A amostra de (0,1, k|Y;41) é simulada amostrando, primeiramente, o indexador
k, com probabilidade Ay o< g(k|Yi41). Posteriormente, amostra-se 6,1 a partir de
f(67,,10F). O peso \;, é chamado de primeiro estdgio de ponderacdo.

Tendo amostrado R vezes da densidade conjunta ¢(6;41,k|Y;11), as particulas
(0{ 1, k7) sdo reponderadas com peso proporcional ao segundo estdgio:

w.:f(yt+1|9§'+'1) o wj
’ f(?/t+1|ﬂfi1) ’ wai
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Com esse método, faz-se propostas que tenham alta verossimilhanca condicional,

reduzindo o desperdicio de se gerar particulas provenientes de regioes com baixa

representatividade na distribuicao a posteriori de interesse.

4.3.5 Algoritmo relativo ao FP auxiliar

Seja k =1,..., M onimero de particulas ez = 1, ..., R o nimero de reamostragens
realizadas nas particulas.

1.1

1.2

10
11

Obter propostas de particulas(t = 1): 6] ~ po(+);

Obter propostas de particulas(t > 1): 070F | ~ f,(-|0F );
Obter valores representativos da distribuicao ¥ <—0;‘|fo1;
calcular os pesos de A, o< wf | fi(ye|pf);

Reamostrar R particulas com pesos A: Hfil ~{ e, 0F 1}
Obter propostas: 92]94{1 ~ ft(-wfil);

Obter valores representativos da distribuigao ,uffi — Qﬂefil;
Atualizar os pesos das particulas wi = f(y¢|60%)/ fi (] ,ufi);
Normalizar os pesos #? usando:

i
Wy

Zj wy

i
Ty

Reamostrar M particulas 6f de 6i com peso igual a 7}

Normalizar os pesos 6F usando:

k
E_ Wy
Zj Wy

4.3.6 Exemplos de aplicacao do FP auxiliar

Modelos nao-lineares

Utilizando o mesmo modelo nao linear proposto na secao 4.2.6 e replicando o

algoritmo para filtro de particula auxiliar, tem-se o resultado representado pelo

Grafico 4.10 para as estimativas dos estados latentes ao longo do processo.
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Figura 4.10: FP Auxiliar: Estimativas dos estados latentes

O Filtro de Particulas auxiliar apresentou excelentes estimagoes para os estados
latentes do modelo nio-linear. B possivel perceber que as estimativas foram precisas,
mesmo com a alta variabilidade dos estados latentes, com valores entres [—30, 30].

A figura 4.11 mostra a distribuicao das particulas ao longo do processo de es-
timacao do modelo. E possivel perceber que o Filtro de Particulas gera pontos no
espaco paramétrico do estado latente, e, para cada ponto na distribuicao gerada,
atribui uma massa de probabilidade empirica, baseada na verossimilhanca da
parte observavel do processo, y;.

Na figura, é possivel notar as distribuicoes empiricas geradas pelas particulas
para os instantes t = {5,12, 25,50, 54,89}. Sao apresentadas as particulas simuladas
(apresentados pelos histogramas), a suavizagao por kernel gaussiano para o histo-
grama (representado pela linha na cor preta), a posi¢ao no espago paramétrico para

a estimativa do estado latente 6, (representado pelo ponto no espago paramétrico na
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Figura 4.11: Densidades do processo de estimaciao FP auxiliar

cor azul) e para o valor real do estado latente 6; (linha na cor vermelha).

ARCH

Uma grande classe de modelos de séries temporais sao os Autoregressive conditio-
nal heteroskedasticity, ARCH (Bollerslev, 1986). A figura 4.12 mostra um processo
ARCH com erros independentes gaussianos.

Para esse modelo, a equagao de observagao foi gerada por
ye ~ N(0;,0%),
e a equacgao de evolucao dos estados por
0 ~ N(0, Bo + B1671)-

A figura 4.13 mostra o resultado da aplicagao do FP auxiliar para a estimagao
dos estados lantente do processo dinamico ARCH apresentado. Sao apresentados as
estimativas pontuais (linha na cor vermelha) e intervalares (regiao apresentada na
cor cinza) para para o estado latente 6, (apresentada pelo simbolo asterisco).
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ARCH

Modelo Dinamico

tempo

Figura 4.12: Processo ARCH

As estimativas via Filtro de Particulas apresentaram boas estimativas para os
estados latentes. No entanto, para esta simulacao, as estimativa intervalares de 95%,
feita por meio dos quantis {2.5%,97.5%} das particulas, apresentou uma cobertura
para 89% dos estados latentes.

Para verificar a real cobertura das estimativas intervalares para os estados la-
tentes do modelo apresentado, foram realizadas 1.000 simulacao do processo de
estimacao via FP auxiliar. A simulacao apontou que as estimativas intervalares

apresentam uma cobertura, em média, de 90.88%.

4.4 Filtro de Particulas Basico

Nesta secao, sera apresentado uma definicao mais ampla dos recursos meto-
dolégicos utilizados na técnica Filtro de Particulas. Tal definicao incorpora as
ideias e os desenvolvimentos dos artigos seminais apresentados nesta dissertacao,

complementando as discussoes sobre a técnica. Petris et al. (2009) considera tal
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Figura 4.13: Estimacio para o modelo ARCH

definicao como Filtro de Particulas Basico.

As probabilidades associadas as particulas sao a base para o processo de de-
pendéncia da cadeia. Como visto anteriormente, a posteriori do estado m(0o.¢|y1.)
pode ser decomposta, em cada instante ¢, pelo método de Amostragem de Im-
portancia Sequencial. A cada instante, os pesos para as particulas sao repre-
sentados de forma recursiva por meio de uma fungao auxiliar de importacao,
9(0o.t|y1.¢), (Petris et al., 2009):

71—(00:75|y1:t) 7[_(90:15’ yt|y1:t—1)

4.42
! g(QO:t|y1:t> g<00:t|y1:t) ( )

De forma semelhante a apresentada na Secao 3.2, pode-se reescrever wy, utili-

zando a estrutura recursiva da funcao auxiliar e do processo dinamico, como:

W(Qta yt|90:t_1, ylzt—l)ﬂ'(gO:t—l |y1;t_1)
gtjt—1 (Qt‘eo:tfla yl:t)gt71<‘90:t71 |y1:t71) .

(4.43)

Wy

A dltima parte da equacdo (4.43) é exatamente a representacido para 0s pesos
no tempo ¢t — 1 (wy_1). Além disso, rescrevendo (0, y¢|0o.t—1, y1.4—1) utilizando as
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propriedades recursivas de processos Markovianos, pode-se representar a equacao

dos pesos por:

W(ytl9t)7f(9t\9t_1)
Jtjt—1 (9t|90:t—17 yl:t)

W1 (4.44)

Com a funcdo gs—1(0¢|00:4—1,%1:), conhecida como funcgao de transicao de
importancia, gera-se as propostas de particulas. Os tipos de FP sao definidos pelo
tipo de equagao gy;—1(-) escolhida.

Ao longo do processo online de estimacgao, a distribuicao dos pesos pode
degenerar-se. Isso acontece quando existe alguma particula com peso préoximo de 1.
Considerando w! o peso associado & particula ¢ no instante ¢, adota-se, entao, um
critério para controloar o fenomeno de tal processo degenerativo. Este consiste em

monitorar, ao longo do tempo, o “tamanho efetivo da amostra”, N, éf #» definido por:

1

N, = ———
ff i
Zﬁil (wy)?

e

Esta quantidade varia entre N, quando todos os pesos sao iguais, e 1, quando um
dos pesos é proximo de 1. Quando N.y; atinge um valor inferior a um determinador
valor Ny, é recomendavel realizar o processo de renovagao do vetor de particulas,
isto é, proceder a reamostragem (vide se¢do 3.3). O passo da reamostragem nao
modifca o valor esperado da distribuicao aproximada 7;, mas aumenta sua variancia
de Monte Carlo. Petris et al. (2009) indicam a utiliza¢ao de no = N/2 como critério
para proceder ao processo de regeneracao das particulas. Tal regeneracgao e realizada
reamostrando-se as particulas utilizando os pesos w!. Em seguida, os pesos das
particulas reamostradas sao redefinidos para w! = 1/N.

Como mencionado, o processo de reamostragem nao muda o valor pontual da
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estimativa de 7m; e proporciona a diversificacao desejada. Como penalidade para essa
técnica, a variancia da distribuicao do espaco de estado aproximada pelas particulas
¢ inflacionada (Petris et al., 2009).

O processo a seguir refere-se ao modelo apresentado na secao 2.8, isto é, ao

modelo dinamico Linear Gaussiano de primeira ordem. A equagao das observagoes

Yg ~ N(eta V)a (4-45>

e a equacao dos estados latentes é:

9,5 ~ N(gt—h W) (446)

A figura 4.14 mostra uma simulagao do modelo descrito acima.

12

10

Modelo Dinamico

-2

-4
L

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.14: Processo dindmico: Gaussiano linear de ordem 1

A seguir serao apresentados dois filtros de particula, segundo a escolha da fungao
de transicao de importancia (g;;—1(-)), para esse modelo. Como tal modelo
possui solucao analitica, os resultados podem ser comparados com o filtro de Kalman.
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4.4.1 FP Simples

O primeiro filtro a ser apresentado soluciona da forma mais simples a equagao
(4.44). Esse filtro simples utiliza como fungao de transigdo de importéancia a equagao
de evolugao dos estados latentes. Dessa forma, como descrito na se¢ao 3.3, a equagao
de ponderacao das particulas é calculada mais facilmente. E importante notar que
a estrutura de dependéncia do modelo dinamico apresentado é incorporado pelo
processo iterativo de atualizacao dos pesos.

Dessa forma, seleciona-se a funcao de transicao de importancia:

gt|t—1<9t|eo:t717 yl:t) = qopt<9t’9tfl) = W(etyetfl)-

De forma similar a apresentada por Gordon et al. (1993), esse é um filtro com
equagao de transicao “as cegas”. Substituindo tal escolha na equacao dos pesos,

tem-se:

7 (y2|0:)7(0:10; 1)
Gtlt—1 (0t|y1:t7 31:t—1)

t—1-

A atualizacao dos pesos é feita por:

W(yt|9t)7r(et|9t—l>w
7(6,]6,_1) =1

Wi X

Tem-se, entao, que a atualizacao dos pesos da cadeia de particulas é feita por
meio da equacao (4.45), ou seja, a equagao das observagoes. Dessa forma, os pesos
em t sao calculados por:

wi = ﬂ-(yth)wifl'

A principal diferenga entre o FP mais geral, apresentado por Petris et al. (2009),
e filtro proposto por Gordon et al. (1993), mostrado na segao 4.2, é que o processo
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recursivo de célculo dos pesos é substituido pelo processo de reamostragem.

Algoritmo relativo ao FP simples

1.1 Gerar distribuicao inicial do estado latente, com 1 < i < N:

06 ~ To;
1.2 Definir os pesos:
i 1
U)O = N,

2 Amostrar particulas da distribuicao auxiliar, com 1 <t < T:
92 ~ f('|9§—1) ~ N(9§_1, W);
3 Atualizar pesos com a nova observagao:
wi = wz—lf(yth) = wi_1 fn(yi; 05, V);

4 Normalizar os pesos:
i

W=t
N -
> Wi
5 Reamostrar as particulas utilizando !, nos casos de valores Néf f inferiores a Ny = N/2,
sendo: .
Nt o= ———
S S

5.1 Nesses casos, redefinir os pesos w; = 1/N.

6 Estimagao:

N
b.="3  f(6))a.
O processo é repetido até a conclusao da filtragem, em ¢t = T'.
A figura 4.15 mostra as estimativas para o estado latente do modelo proposto
pelo FP simples e as estimativas do Filtro de Kalman. E possivel perceber bom
ajuste do Filtro de Particulas, e a proximidade do resultado analitico do Filtro de

Kalman.

4.4.2 FP otimo

Escolhendo a distribuicao de importancia como:

gt|t71(9t|90:t—17 yl:t) = qopt(9t|9t—1) = 7T(9t|yt7 9t—1) (447)
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Figura 4.15: FP simples: Gaussiano linear de ordem 1

e substituindo tal distribuicao na equacao de atualizacao dos pesos, tem-se:

(1] 0) 7 (0¢|0p—1)
gt|t71(9t|y1:t> 91:t—1)

Wt_1.

Sabe-se que:

T (ye|0s ) (0¢)0; 1)
Oilys, 0i—1) =
e Oro) = o)

Dessa forma, tem-se que a atualizacao dos pesos é feito por:

(1| Or) (6] 0r—1)
¢ m(ye|0e)m(0e)0:—1)
w(yt|0r—1)

em que
Wy = 7r(yt|9t—1)wt—1>

isto é, a atualizacao dos pesos ¢ feita utilizando a equacao das observacoes no tempo

t utilizando o estado latente, 6;_; no tempo t — 1.

Algoritmo relativo ao FP 6timo

Utilizando o modelo dinamico linear gaussiano de primeira ordem apresentado
na primeira parte do capitulo, tem-se o seguinte algoritmo:
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1.1 Gerar distribuicéo inicial do estado latente, com 1 < i < N:

0% ~ o;
1.2 Definir os pesos:
i 1
'LUO = N,

2 Amostrar particulas da distribuicao auxiliar, com 1 <t < T":
9% ~ f('|9i—1) = m(0t|ye, 0r—1).
2.1 Isso e feito reescrevendo a distribuicao auxiliar como:
T(Oclye, 0i—1) o< w(ye|0p)m(6:]00—1).

2.2 Dessa forma, se tem que:

i _ pi 4 i
py =01 + m(yt —0i_1)-

2.3 Amostrar particulas da distribuigao:

. WV
W(9t|yt70t—1) 4 N (,Uqls ) .

W4V
3 Atualizar pesos com a nova observagao:

4 Normalizar os pesos:
i

i wy
W= SN
2o Wi
5 Reamostrar as particulas utilizando !, nos casos de valores Néf f inferiores a Ny = N/2,
sendo: .
Nt = ——;
T @

5.1 Nesses casos, redefinir os pesos w; = 1/N.

6 Estimagao:
N
0, = f(6})w;.

O processo é repetido até a conclusao da filtragem, em ¢t = T'.

A figura 4.16 compara as estimativas para o estado latente utilizando o FP étimo
e o filtro de Kalman. E possivel perceber a proximidade das estimativas calculadas
pelos dois métodos.

Para verificar a proximidade de tais estimativas e compara-las com as estimativas

encontradas pelo FP bésico, a figura 4.17 apresenta uma comparagao dos desvio
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Figura 4.16: FP 6timo: Gaussiano linear de ordem 1

quadraticos, com relagao aos valores reais dos estados latentes, durante o processo
de estimacao de 6;.7. Para colaborar com a comparacao das metodologias, os trés
)

boxplots apresentam os valores dispostos na tabela de forma visual.

35

Estat FK | FP Bésico | FP Otimo ©
Min. || 0.0037 | 0.0000 0.0055
1°Q | 0.0719 | 0.0766 0.0772

25

20
|

Mediana || 0.3202 | 0.3147 | 03274 | ; i
Média 0.5122 0.5571 0.5105 1 1 ‘
3°Q 0.7329 0.8673 0.7231 -
Max. 3.4024 3.5461 3.4038 2 A
Filtro Plalman FP B;sico FP étimo

Figura 4.17: Tabela e Boxplot dos desvios quadraticos, com relacio ao valor verdadeiro dos
estados latentes #,.7, das metodologias Filtro de Kalman, FP béasico e FP 6timo.

Com os recursos apresentados na figura 4.17, é possivel perceber a proximidade
entre as estimativas do Filtro de Kalman e do FP 6timo, com média e mediana
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muito préximas. Para a metodologia do FP basico é possivel perceber uma maior
imprecisao das estimativas, isto é, maior variabilidade dos desvios quadraticos. Isso
¢ notado observado estimativas do 1° e 3° quartil, com valores superiores as demais

metodologias.
4.5 Suavizagao

Ao final do processo numérico online proposto pelo Filtro de Particulas, pode-se
realizar uma estimacao offline utilizando o conhecimento de todas as informacgoes da
amostra. Como abordado na secao 2.8.2, esse processo é conhecido como suavizacgao.

Ao final do processo de filtragem, considere a seguinte decomposicao da distri-

buigao conjunta p(xi.7|yr.T).
T-1
p(xl:T|y1:T) = p($T|yl:T> H p(xn|xn+la yl:T)

n=1
. (4.48)

- p(xT|y12T) H p(xn|xn+1a yl:n)7

n=1

esse resultado é garantido pelas propriedades de independéncia Markovianas A.1 e

A.2 (vide secdo 2.2). Por meio delas, pode-se escrever:

p($n|y1:T7 xn—&—l:T) - p(xn|y1:n> xn—l—l)

_ p<xn+1 |xn)p(~rn|y1:n)
p(xn—‘rl |y1:n)

(4.49)

X p($n|ylzn>p<xn+l |In)

Utilizando a estimativa para a posteriori p(z,|yi.,), obtida no processo de filtra-

gem, a expressao (4.49) pode ser obtida pela aproximacao

N
P(Tp|Trgr, Yr1) = Zw%mﬂ(sxil(xn)a (4.50)
i=1
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sendo w?

njn+1 OS PEsOs de suavizagao, expressos pela equagao (4.51), (Doucet et al.,

2004).

i w%p(ajn-&-l’miz)
W1 = . —. (4.51)
SN wdpl o)

Os pesos w' sdo os valores obtidos no processo de filtragem.

Com isso, podem ser obtidas novas estimativas para o estado latente z,, por meio
de &, ~ p(x,|Tpi17, y1.7), €M um processo recursivo na dire¢ao oposta a do processo
de filtragem inicial.

Mais detalhes do processo de suavizagao sao encontrados em Doucet e Johansen

(2008) e Doucet et al. (2004).
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Capitulo 5

Estimacao de parametros

Nesta dissertacao, até este ponto, discutiu-se a técnica de Filtro de Particulas
para a estimacao dos estados latentes no caso de parametros fixos e conhecidos.
Neste capitulo serao discutidas as principais técnicas para o Filtro de Particulas que

propociam a estimagao de parametros estaticos no modelo dinamico.

5.1 Liu e West (2001)

Liu e West (2001) propoem uma metodologia para a estimagao de parametros
estaticos, no modelo dinamico, utilizando a ideia de suavizacao pelo método de
kernel ((West, 1993a) e (West, 1993b)). Para a estimagdo dos estados latentes, o
autor utiliza o Filtro de Particulas Auxiliar de Pitt e Shephard (1999).

Considere uma modelagem para a série {y; : j = 1, ..., N} por modelos dinamicos
com estimacao via Filtro de Particulas, respectivamente, do vetor de estados latentes
e dos parametros, {${,9§ :7=1,..., N}, associados ao peso {wi :7=1,..,N}. Com
tais particulas constréi-se a aproximagao para a distribuicao a posterior: no tempo

t, p(xy, 0| D;). Para o processo de estimagao, a posteriori conjunta no tempo t+ 1 é
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representada por:

p(2i41,0|Dis1) = p(yesr|Tisr, 0)p(aisq, 0| Dy)
(5.1)

= p(Yrr1|Ti11, 0)p(214110, Dy)p(0]Dy).

Considere a substituicao de 6 por #; para o processo numérico de estimacao.
Apesar de ser estatico, tal representacao do vetor de parametros auxilia no pro-
cesso estimacao ao longo do tempo. Considere a seguinte representacao artificial da

evolucao de t para t 4+ 1 das estimativas dos parametros:
Ori1 = 0 + Cey1,
com
Ci1 ~ N(O, Wt+1)7

sendo Wy, uma matriz de variancia e 6; e (341 condicionamente independentes a
D;. Considerando tal forma de representar o vetor de parametros, a estimacao da
densidade a posteriori p(0|D,) é feita por densidade suavizada via kernel, (Liu e

West, 2001):
N . .
p(0|Dy) = > wiN(0|m], h*V;). (5.2)
j=1
Dessa forma, a distribuicao artificial dos parametros 6 é representada pela mis-
tura ponderada por w! de normais com médias m{ e matriz de variancia h%V;. Liu
e West (2001) sugerem que a constante h (parametro de suavizagao) seja escolhida

como uma fungao suave e decrescente de N.

Liu e West (2001) consideram:

ml = abl + (1 —a)b,, (5.3)
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sendo

a=+/(1—h?)

0
=g

<
I
—

.

Vi = (07 — 0.)(0F — 62)

==

Il
—

J

As constantes a e h medem, respectivamente, o grau de “encolhi-
mento” (shrinkage) e superdispersao da mistura. Com tal método de “encolhimento”,
a média 6, é mantida, mas a correspondente variancia V; corrige o problema de su-
perdispersao, que é tipico dos métodos de kernel convencionais.

Algortimo de Liu e West (2001)

Assumindo {(z;_1,0;_1,w;_1)",i = 1,..., N} a aproximacao para p(z;_1,0|D;_1)
no tempo t — 1, a estimacao dos parametros e filtragem é feita por meio do seguinte

algoritmo:

1 Identificar os pontos
M% = E($t|$§_1,9)7
mp= abi_; + (1 —a)bp_y

2 Amostrar uma particula auxiliar & com probabilidade proporcional:

p(k' = k) oc wi_yp(yeluy,my_y)

3 Amostre um novo vetor de parametros 6;:

0 ~ N(mjy, (1 - a®)Vio),
sendo V; = Zi]\il(gg—l — 0 1) (0] — Op1) wi_y.

4 Obtenha uma amostra x! dos estados latentes a partir da equacdo do sistema
p('|xt_1kiaalz€):

5 Compute os pesos: o
. 1 01

Wl %

p(yelpg s miy)

6 Gerar p(zy,0|D;) e amostrando de {(zy, 0y, wy)', i =1,..., N} :
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5.2 Storvik (2002)

Storvik (2002) assume que a distribuicao a posteriori do vetor de parametros
estaticos 6, condicionados a x; e y; dependem de um conjunto de estatisticas sufici-
entes de baixa densidade que sao atualizadas recursivamente.

Storvik (2002) acrescenta uma equacado de atualizagao do vetor de
parametros ao processo de estimacao dos estados latentes. Dessa forma, em cada
iteracao do processo de estimacao, realiza-se a atualizagao dos parametros estaticos.

Em casos mais especificos, em que ha forma fechada para a distribuicao con-
junta a posteriori dos parametros estaticos, West e Harrison (1997) apresentam as
equagoes do processo de estimagao. Quando nao hé, a técnica apresentada por Stor-
vik pode ser utilizada caso se conheca as distribui¢oes marginais dos parametros a
posteriori.

O processo de atualizagao é feio por meio da técnica conhecida como Rao-
Blackwellization, utilizando estatisticas suficientes para encontrar a distribuicao a
posteriori dos parametros estéticos (Doucet et al., 2004).

Para entender a metodologia apresentada, considere um modelo dinamico geral

contendo uma equagao do processo latente
T ~ p(rg|TE—1;0)
e uma equacao que modele os valores observados
Y ~ p(yr|zr; 0).

O parametro € é um vetor de constantes que auxiliam a modelagem dos estados
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latentes. Como apresentado no Capitulo 3, com a técnica filtro de particula simula-
se valores representantes da distribuicao a priori no tempo k, que, por sua vez, sao
evoluidas para k-+1 por uma probabilidade proporcional a verossimilhanca. Também
foi visto que um dos ganhos no uso do Filtro de Particulas esta na possibilidade
de realizar o processo de estimacao, de forma on-line, por meio dos processos de
atualizacao e evolugao.

Considere Sy, = {(x%,,w!,)} a representacao da particula i e seu respectivo peso

na distribuicao aproximada gerada, sendo:

p<x0:k’y1:k)
fo(xo) H f(@|zi—1, y1a)

Wg =

(5.4)

Dessa forma, pode-se representar p(xy.,—1|y1.x—1) por meio do par mencionado,

fazendo:

N i i
P(@rk-1|y1k-1) = 2 Wil (s = xhk_l). (5.5)

N .
Zi Wy _4

Com os parametros estaticos conhecidos, a distribuicao a posteriori era obtida

pelas seguintes distribuicoes:

p($1:k|y1:k) X p($1:k—1|y1:k—1)p($k|$1:k—1)p(yk|$k)
(5.6)

= ]5($1:k—1\y1;k—1)P(Ik|$1;k—1)])(yk|$k)-

Um novo conjunto de particulas S, pode ser obtido ao simularmos de tal
distribuicao aproximada. Um procedimento de rejeicao possivel para simular
dados a partir de (5.6) consiste em amostrar zy., a partic de p(zix|yie—1) =
P(r16-1|y1.6-1)p(zk|TK_1) € aceitar a amostra com probabilidade proporcional a
p(yk|zx). Este procedimento pode ser repetido N vezes de modo a se obter um

novo conjunto de particulas Sy = {z%, ...,z }.
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Quando ha parametros estaticos desconhecidos, acrescenta-se ao processo acima
a distribuigao a posteriori relativa a 6. A metodologia proposta por Storvik (2002)
sugere que as estimativas de 6 no tempo k dependam apenas de estatisticas sufici-
entes de x1.; e y1.x, representadas por Tj, que sao atualizadas a cada k.

Considerando C' a constante normalizadora, a posteriori dos parametros e estados

latentes pode ser obtida por meio de:

p($1:k,9|y1:k) =(C x p(11:k7979k|y1:k—1)
(5.7)

X p(T1h-1|Y1:6-1) X pO|T1:—1, Y1:k—1) X D(Tk|T1:6-1,0) X D(Yk|TK, 0)

As simulagoes a partir de (5.7) podem ser realizadas ao simular xy.,_; a partir de
P(T16-1|v1.6-1), 0 a partir de p(0|Ty_1), x) a partir de p(xg|r1.,_1,0) e aceitar com
probabilidade proporcional a p(yg|zg, 0).

Essa técnica tem como principal caracteristica fazer com que a distribuicao de
atualizacao para 0, p(0|yi.k, z1.), dependa do conjunto (yi.xk, z1x), exclusivamente,
por meio das estatisticas Tj. A reducao da dimensao e complexidade envolvida em
(y1.k, T1.5) Tepresenta ganhos computacionais para o processo de estimacao, (Storvik,
2002).

Algortimo de Storvik (2002)

1 Amostrar 0 ~ g 10|z, |, D).
2 Amostrar z}" ~ gi o (k|2 .1, Yk, 0).
3 Computar os pesos amostrais de importancia:

ol o pOIT)p(xy )1, O)p(yel2i,0)
T gk (017, D) gk 2(Tk|T 0 p Uk, 0)

4 Reamostrar as particulas z** com probabilidade proporcional a w};.
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As distribuigoes gr1(0]at,_;, Dr) e gro(zr|zt, 1, Yk, 0) sdo distribuigoes ge-
radoras de candidatos de 6 e x, ,respectivamente.  Tipicamente escolhe-se
g1 (012, 1, Dr) = p(0|Ti—1) € gro(zr|zt, 1, U, 0) = p(ai|xi_1,0). Nesse caso, tem-

se um processo de fitlragem de Gordon et al. (1993).

5.3 Exemplo de aplicacao do método de Storvik
(2002)

Para comparar as metodologias de filtragem dos estados latentes e estimagao
de parametros desconhecidos, apresentadas nessa dissertagao, considere o modelo

dinamico apresentado por Storvik (2002), com pequenas alteragoes:

zp ~ N(a+ Bay_1,07)
(5.8)
2, ~ Binom(r, logit™*(z)).

Na equacao de evolucao, o parametro x; representa o estado latente do processo
dinamico, e os parametros a, 3 e 0 sao desconhecidos e estaticos. A parte observavel
do processo é representa por z;, e 0 parametro r, presente na equacao de observacao,
¢ conhecido.

Nesse modelo, a distribui¢ao de interesse em cada t é a posteriori p(«, 3, 02| D).
Para utilizar a metodologia proposta por Storvik (2002) é necessério que as distri-
bui¢oes marginais da posteriori de interesse sejam conhecidas. Para a metodologia
de Liu e West (2001), a tinica restrigao é que os espagos paramétricos dos parametros
tenham o mesmo espago paramétrico de uma varidavel com distribuicao gaussiana.

Considere as prioris, 0* ~ IG(vo/2,do/2), a ~ N(0,02) e 8 ~ N(0,03). Utili-
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zando as propriedades Bayesianas, a posterior: de interesse pode ser reescrita como:

77(02; B, a, $1:t‘Z1;t) X p(21:t|02757 «, I1;t) X p(%:t‘ﬁ, «, 02) X p(ﬂ)p(a)p(02)

x Hp(zilwi,UQ,B, a)] [Hp(xi\xi—175,a,02)] x p(B)p(a)p(o?)

¢
o HBm zi|r, logit ™ (wy) ] [HN zila+ Bxi—1,0°) | x N(0,03)
Li=1 i=1
2 vy do
X N(0,0’ ) X ]G(E,E)

Para esse modelo, as distribui¢oes marginais dos parametros no tempo t sao:

d
p(a’57027:€0:t7 Zl:t) = p(&yﬁaojaxO:t) = N(ma;o-i)a

IES

p(5|0470-27x01t731:t) :p(mO%Uano:t) N(mg,aé), (59)

p(0'2|5, Q, X0t Zl:t) = p(a2’67 «, xO:t) g [G<Ut/27 dt/2)7

sendo
_03(2 —1 i — 62 -1 Li— 1)
Mo = 0%+ o2t
52— 9%
(Zle LiZi—1 — Zﬁzl xi,l)oé
ms = 2 2 3 2 ’
(02 + 03 Zi:l 7 )
2 2
2 039
98 = 3 2\t 2\’
(0% + 03 Zz’:l 7 )
vy = vy + 1,

t t t t t
= fo +ta? + 2 le{l —2 (ain + 521‘1%1) + 260421:1-,1.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Tais hiperparametros sao recalculados a cada nova observagao. Dessa forma, sao
obtidas novas estimativas para os parametros «, 3 e 02, e para o estado latente ;.
As analises referentes a este problema serao discutidas na préxima secao. Sera
feita, também, uma comparacao dos resultados inferenciais com aqueles obtidos com

o método proposto por Liu e West (2001).
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5.4 Comparando os métodos

Para realizar a comparacao dos métodos de estimacao, foram simulados 100
instantes de observacao do modelo proposto, tendo, assim, 100 pares de observacoes
e espagos de estados, {y;,z;}, com t = 1,...,100. Para a simulagdo, o estado latente
inicial da cadeia foi definido como xq = 0, foram geradas N = 1.000 particulas para
cada ponto de estimacao e o processo de estimagao foi replicado 100 vezes. A figura

5.1 apresenta o modelo binomial simulado para a comparacao dos métodos.

15
|

10
|

Zy
T
0

Xt

0 20 40 60 80 100

Figura 5.1: Modelo dindmico binomial simulado (vide equagao 5.8).

As figuras a seguir mostram os resultados das estimagoes para o modelo 5.8 uti-
lizando os métodos de filtragem de Gordon et al. (1993) e Pitt e Shephard (1999)
(vide capitulo 4), combinados aos métodos de estimagao dos parametros de Stor-
vik (2002) e Liu e West (2001) (vide capitulo 5). Para estimagao dinamica dos
parametros estéticos utilizando o método proposto por Liu e West (2001), em que os

parametros sao estimados via aproximacao da distribuicao normal, é necessario que
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os parametros estejam bem definidos na escala R, espaco amostral de uma variavel
com distribuicao de probabilidade gaussiana. No modelo proposto, o parametro o2,
definido em R, é o inico que necessita de uma transformagao para se adequar as
restricoes do método.

Na tabela 5.1 apresentam-se algumas estatisticas de sumarizagao, tais como a
média a posteriori, erro quadratico médio (EQM) e alguns percentis das distri-
buigdes para as estimativas de cada parametro do modelo dinamico binomial (vide a
expressao (5.8)). Sao apresentadas as combinacoes das 2 metodologias de estimagao
de parametros estaticos (Liu e West (2001) e Storvik (2002)), aplicadas aos filtros de

particulas de Gordon et al. (1993) e Pitt e Shephard (1999), um total de 4 resultados.

Tabela 5.1: Estimativas para os parametros estéticos do modelo dindmico binomial utilizando os
métodos de Storvik (2002) e Liu e West (2001) e com filtragem utilizando os métodos de Gordon
et al. (1993) e Pitt e Shephard (1999).

Método de estimacgao

Storvik (2002) | Liu e West (2001)
Pardmetros & | Psow | Posy | Porsy | BQM || 2 | Proy | Posy | Porsy | EQM
«=0,0 20,035 | -0,034 | -0,271 0,200 0,016 || -0,120 | -0,133 | -0,321 | 0,067 | 0,029
Gordon et al. (1993) B =0,9 0,848 0,849 0,697 1,001 0,009 0,724 0,723 0,559 0,872 0,039
o2 = 1,1 1,320 1,295 0,907 1,916 0,125 1,297 1,284 0,99 1,717 0,085
«=0,0 20,0855 | -0,0854 | -0,3701 | 0,204 | 0,0282 || -0,139 | -0,144 | -0,346 | 0,079 | 0,033
Pitt e Shephard (1999) 8=0,9 0,7303 | 0,7301 | 0,5733 | 0,8834 | 0,0351 0,726 | 0,727 | 0,577 0,868 0,037
o2 =1,1 20412 | 2,0107 | 1,5179 | 2,7751 | 0,9918 1,288 | 1,277 0,94 1,678 0,086

O parametro o2, cujo verdadeiro valor é 1.1, foi melhor estimado utilizando a
técnica de estimagao proposta por Liu e West (2001), nas duas metodologias de
filtragem, 1.288 (Pitt e Shephard, 1999) e 1.297 (Gordon et al., 1993). No entanto,
o resultado utilizando Storvik (2002) via filtro de Gordon et al. (1993) foi bem
préximo dos melhores resultados (1.320). Para todos os resultados observa-se EQM
proximos de zero. O pior resultado observado para esse critério ocorreu com o
método de estimagao de Storvik (2002) e filtragem via Pitt e Shephard (1999),
observando-se grande viés e um EQM préximo a 1. Para os parametros « e 3, os
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melhores resultados foram encontrados utilizando o método de estimacao Storvik
(2002) com a filtragem feita por meio do método de Gordon et al. (1993), com
estimativas pontuais mais precisas, segundo o critério de EQM.

O grafico 5.2 apresenta o resultado encontrado para a estimacao do parametro
a por meio do método de Storvik (2002) e utilizando o método de filtragem de
Gordon et al. (1993). E possivel perceber uma boa convergéncia para o valor real

do parametro, representada pela linha em vermelho, a partir de ¢t = 20.

0 20 40 60 80 100

Figura 5.2: Estimativas para os percentis do parametro o no modelo Binomal utilizando o
processo de estimagao dos parametros via Storvik (2002) e o método de filtragem de Gordon et al.
(1993).

Para o parametro 5 (5.3), ha estabilidade das estimativas a partir da 60* es-
timacao. O grafico 5.4 apresenta o resultado observado para o parametro o?. Como
apresentado na tabela resumo 5.1, percebe-se uma superestimacao com relacao ao
verdadeiro, 1.1.

O grafico 5.5 apresenta o resultado para a estimativa dos estados latentes do
modelo dinamico binomial. Percebe-se uma boa estimacao para o vetor xy.1¢p.

Ainda utilizando o método de filtragem de Gordon et al. (1993), porém utilizando
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Figura 5.3: Estimativas para os percentis do parametro 8 no modelo Binomal utilizando o
processo de estimacao dos pardametros via Storvik (2002) e o método de filtragem de Gordon et al.
(1993).

o método de estimacao dos parametros estaticos de Liu e West (2001), o resultado
para o parametro « (vide figura 5.6) apresentou um estimativa inferior ao valor
verdadeiro. O mesmo acontece com o parametro [ (vide figura 5.7).

Com relacao ao parametro o2, o resultado foi melhor do que o encontrado utili-
zando o método Storvik (2002) de estimagao.

Utilizando o método de filtragem de Pitt e Shephard (1999) e Storvik (2002),
foi obtido um bom resultado para o parametro « (vide figura 5.10). No entanto, o
parametro [ foi subestimado (vide figura 5.11).

O resultado encontrado para o parametro o2 foi o pior entre as combinacoes de
método de filtragem e estimacao de parametro estaticos, com um estimativa acima
do valor verdadeiro (vide figura 5.12).

Utilizando o método de estimacao de Liu e West (2001) e filtragem de Pitt e
Shephard (1999), obteve-se bom resultado para a estimagdo do parametro « (vide

figura 5.14). Para o pardmetro (3, houve uma subestimagcao (vide figura 5.15).
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Figura 5.4: Estimativas para os percentis do pardmetro o2 no modelo Binomal utilizando o

processo de estimacao dos pardametros via Storvik (2002) e o método de filtragem de Gordon et al.
(1993). A transformacao escolhida para esse pardmetro foi a logaritmica.

Para o parametro o2, a figura 5.16, referente aos métodos de Pitt e Shephard
(1999) e Liu e West (2001), apresenta o melhor resultado, segundo o critério de EQM

no final da estimacao.

83



10
|

-5
1

-10
L

0 20 40 60 80 100

Figura 5.5: Estimativas para os percentis dos estados latentes z1.190 no modelo Binomal uti-
lizando o processo de estimacgdo dos pardmetros via Storvik (2002) e o método de filtragem de
Gordon et al. (1993).
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Figura 5.6: Estimativas para os percentis do parametro o no modelo Binomal utilizando o
processo de estimagdo dos pardmetros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de Gordon
et al. (1993).
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Figura 5.7: Estimativas para os percentis do pardmetro 3 no modelo Binomal utilizando o
processo de estimagdo dos pardmetros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de Gordon
et al. (1993).

Figura 5.8: Estimativas para os percentis do pardmetro o2 no modelo Binomal utilizando o

processo de estimagdo dos pardmetros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de Gordon
et al. (1993). A transformagao escolhida para esse parametro foi a logaritmica.
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Figura 5.9: Estimativas para os percentis dos estados latentes 1.109 no modelo Binomal utili-
zando o processo de estimacao dos parametros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de
Gordon et al. (1993).
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Figura 5.10: Estimativas para os percentis do pardmetro o no modelo Binomal utilizando o
processo de estimacao dos pardmetros via Storvik (2002) e o método de filtragem de Pitt e Shephard
(1999).
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Figura 5.11: Estimativas para os percentis do parametro 3 no modelo Binomal utilizando o
processo de estimagao dos pardmetros via Storvik (2002) e o método de filtragem de Pitt e Shephard
(1999).

Figura 5.12: Estimativas para os percentis do pardmetro o2 no modelo Binomal utilizando

o processo de estimacao dos parametros via Storvik (2002) e o método de filtragem de Pitt e
Shephard (1999). A transformagéao escolhida para esse parametro foi a logaritmica.
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Figura 5.13: Estimativas para os percentis dos estados latentes x1.100 no modelo Binomal utili-
zando o processo de estimagdo dos parametros via Storvik (2002) e o método de filtragem de Pitt
e Shephard (1999).
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Figura 5.14: Estimativas para os percentis do pardmetro o no modelo Binomal utilizando o
processo de estimagio dos pardmetros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de Pitt e
Shephard (1999).
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Figura 5.15: Estimativas para os percentis do parametro 3 no modelo Binomal utilizando o
processo de estimac@o dos parametros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de Pitt e
Shephard (1999).

Figura 5.16: Estimativas para os percentis do parametro o2 no modelo Binomal utilizando o

processo de estimacao dos parametros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de Pitt e
Shephard (1999). A transformagéio escolhida para esse parametro foi a logaritmica.
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Figura 5.17: Estimativas para os percentis dos estados latentes 1.100 no modelo Binomal utili-
zando o processo de estimagao dos pardmetros via Liu e West (2001) e o método de filtragem de
Pitt e Shephard (1999).
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Sumario Filtro de Particulas

Na secao 4.4 apresenta-se a equacao geral para o processo de evolugao incre-

mental (EI), que representa o peso na distribui¢ao das particulas.

T(ye| )7 (040 1)

6.1
Grje—1(0¢]00:t—1, Y1:¢) (6.1)

Wy X W1

Como visto, o processo de reamostragem ajuda a solucionar o problema de dege-
neragao da distribui¢ao das particulas no processo de estimacao (Storvik, 2002). As
particulas reamostradas tém o peso amostral de importancia redefinido, com valor
de wy = 1/N, sendo N o nimero de particulas. Dessa forma, a distribuigao atual
dos pesos w; nao mais é recursiva, de modo que, as informacao anteriores w;_; nao

sao mais necessarias:

T (ye| ) w(04]0,-1)

: 6.2
gtlt—1<9t|60:tfla yl:t) ( )

t

Na equacdo 6.2, a expressao gyi—1(04|0o:t—1,11+) ¢ a funcao de transicao de
importancia (FTI), e a escolha define as principais caracteristicas do Filtro de

Particulas.
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Para a classificacao do filtros de particulas, o processo de propagacao pode
ser considerado como blind (B) ou unblind (UB), Pitt e Shephard (1999), e como
sampling-resampling (S-R) ou resampling-sampling (R-S) (Lopes e Tsay, 2011).

A tabela 6.1 apresenta a FTI nas principais referéncias desta dissertacgao:

Tabela 6.1: Resumo para estimacao via Filtro de Particulas.

Referéncia H (FTT) H (EI) H Tipo FP H Nome FP

Gordon et al. (1993) || fz|zi—q) I xa(ydze) || B)e(S-R) [ Bootstrap
Pitt e Shephard (1999) || f(y¢|pf)f(z¢|zk | )m* x ff((yyfi‘ux’fj)) (B) e (R-S) Auxiliar
Petris et al. (2009) [ f(zlye, @) || o< w(yelzemr) || (UB) e (SR) [ Otimo

6.2 Conclusao

Ao longo da dissertacao, foram discutidas técnicas necessarias para o estudo do
Filtro de Particulas. Temas como modelos dinamicos, amostragem de importancia
e Monte Carlo Sequencial foram apresentados para estudar os trabalhos seminais
do Filtro de Particulas. Tais temas requereram recursos de programacao, estimacao
numérica e teoria Bayesiana.

Apresentou-se os desenvolvimentos seminais do Filtro de Particulas, com o intuito
de iniciar estudos futuros na area. Foram apresentados os resultados do Filtro de
Particulas para a estimacao dos estados latentes e encontraram-se bons resultados,
com estimativas proximas de solugoes analiticas do Filtro de Kalman.

Comparou-se os resultados encontrados da combinacgao entre os artigos seminais
para o processo de estimacao dos estados latentes, Gordon et al. (1993) e Pitt e
Shephard (1999), e para a estimagao dos parametros estéaticos, Liu e West (2001)

e Storvik (2002). Os melhores resultados foram obtidos com as combinagdes de
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técnicas apresentadas por Liu e West (2001), que utilizam no processo de filtragem
a metodologia de Pitt e Shephard (1999), e Storvik (2002), que utiliza a metodologia
proposta por Gordon et al. (1993). No entanto, foram encontradas boas estimativas
para a combinacao das metodologias propostas por Gordon et al. (1993) e por Liu
e West (2001). O pior resultado, segundo o critério EQM, foi para a combinagao de
Pitt e Shephard (1999) e Storvik (2002).

O Filtro de Particulas conseguiu apresentar bons resultados por meio de estima-
tivas online, nos modelos dinamicos, utilizando aproximagoes numéricas. Mostrou-se

uma excelente alternativa para problemas de dificil estimacao e tratamento analitico.
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Apeéendice A

Cddigo em R para estimacao via

Filtro de Particulas Gordon et al.

(1993) e Liu e West (2001)

# Model:
# x[t] = alpha + beta *x[t-1] + e[t]
# y[t]l ~ Binomial(r,invlogit(x[t]l))

, elt]

~ N(0,Sigma”2)

# unknown static parameters :
# state : x

# observed series Ty

alpha, beta e sigma™2

rm(list=1s())
#Functions

percent.function=function(x){

result=c(quantile(x,c(.025,.05,0.25,.5,.75,.95,.975)) ,mean(x))

return(result)
}
invlogit=function(x){
z=exp(x) / (1+ exp(x))
return(z)
}
LW = function(x,y,alphas,betas,sig2s,r,xs,a){
result=array(0,c(T,8+1,4))
n = length(y)

N = length(xs) return(result)
Matriz.alpha=matrix(0,ncol=n,nrow=N) ¥
Matriz.beta=matrix(0,ncol=n,nrow=N) # data
Matriz.sig2=matrix(0,ncol=n,nrow=N) set.seed(231006) ;n = 100;alpha = 0.0;beta =
Matriz.theta=matrix(0,ncol=n,nrow=N) r = 15;sig = sqrt(sig2);x = rep(0,n+1)
h2 = 1-a"2 true = c(alpha,beta,sig2)
pars = cbind(alphas,betas,log(sig2s)) names = c("alpha","beta","sig2")
for (t in 1:n){ for(t in 1:n){
#Parameters update x[t+1] = rnorm(1,alpha+beta*x[t],sig)
mpar = apply(pars,2,mean) }
vpar = var(pars) x = x[-1]
ms = axpars+(1-a)#*matrix(mpar,N,3,byrow=T) y = rbinom(n,r,invlogit(x))
meansl =alphas+betas*xs # hiperparameters
propost=rnorm(N,means1,sqrt (sig2s)) mx0 = 0.0;vx0 = 10;vsigs0 = 10;pars =
pi=dbinom(y[t],r,invlogit (propost)) vpars = c(1,1) /sig;
pesos = pil N = 1000;nsim = 100;a = 0.95;T=length(y)
k = sample(1:N,size=N,replace=T,prob=pesos) result=array(0,c(nsim,T,9,4))
pars = ms[k,] + matrix(rnorm(3*N),N,3)%*)chol (h2*vpar) for (s in 1:nsim){
alphas = parsl[,1] XS = rnorm(N,mx0,vx0)
betas = pars[,2] sig2s = 1/rgamma(N,vsigs0/2,vsigsO*sig2/2)
sig2s = exp(pars[,3]) sigs = sqrt(sig2s)
Matriz.alpha[,t]=alphas alphas = rnorm(N,pars[1],vpars[1]~.5)
Matriz.betal,t]=betas betas = rnorm(N,pars[2],vpars[2]~.5)
Matriz.sig2[,t]=sig2s result[s,,,] = LW(x,y,alphas,betas,sig2s,r,xs,a)

# states latentes estimates
# Propagation

#Storing percents of estimates alpha,beta,sig2,theta

}

meansl=alphas+betas#*xs [k]
propost=propost [k]
pi=dnorm(propost,meansi,sqrt(sig2s))
p2=dbinom(y[t],r,invlogit (propost))

# Resampling

p3=pl#*p2

x.simul=sample (propost,N,replace=T, prob=p3)
xs = X.simul

Matriz.thetal,t]=xs

resl=t (apply(Matriz.alpha,2,percent.function))

res2=t (apply(Matriz.beta,2,percent.function))

res3=t (apply(Matriz.sig2,2,percent.function))

res4=t (apply(Matriz.theta,2,percent.function))
#Storing EQM

resi=cbind(res1,apply (((Matriz.alpha - alpha)~2)/N,2,sum))
res2=cbind(res2,apply (((Matriz.beta - beta)"~2)/N,2,sum))
res3=cbind (res3,apply (((Matriz.sig2 - sig2)~2)/N,2,sum))
res4=cbind(res4,apply (((t (Matriz.theta) - x)~2)/N,1,sum))
result[,,1]=resl;resultl[,,2]=res2;result[,,3]=res3
result[,,4]=res4
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#ALPHA

kpar=1

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),
main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")
for(j in 1:7){

results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#BETA

kpar=2

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),
main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat (alpha)),bty="n")
for(j in 1:7){

results2=apply(result[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

¥

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#SIGMA

kpar=3

resl=result[,, ,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){

results2=apply(resultl(,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#THETA

kpar=4
resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){

results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}
points(x,col=2,1ty=2,pch=

*, type="p")



Apendice B

Cddigo em R para estimacao via
Filtro de Particulas Pitt e
Shephard (1999) e Liu e West

(2001)

LW.P = function(x,y,alphas,betas,sig2s,r,xs,a){
result=array(0,c(T,9,4))
n = length(y)
N = length(xs)
Matriz.alpha=matrix(0,ncol=n,nrow=N)
Matriz.beta=matrix(0,ncol=n,nrow=N)
Matriz.sig2=matrix(0,ncol=n,nrow=N)
Matriz.theta=matrix(0,ncol=n,nrow=N)
h2 = 1-a"2
pars = cbind(alphas,betas,log(sig2s))
for (t in 1:n){

#Parameters update

mpar = apply(pars,2,mean)
vpar = var(pars)
ms = a*pars+(1-a)*matrix(mpar,N,3,byrow=T)

meansl =ms[,1]+ms[,2]*xs
propost=rnorm(N,means1,sqrt (exp(ms[,3]1)))
weight=dbinom(y[t],r,invlogit (propost))

k = sample(1:N,size=N,replace=T,prob=weight)

pars = ms[k,] + matrix(rnorm(3*N),N,3)%*/chol (h2*vpar)
alphas = pars[,1]

betas = pars[,2]

sig2s = exp(pars[,3])

thetal = rnorm(N,alphas+betas*xs[k],sqrt(sig2s))

weight = dbinom(y[t],r,invlogit(thetal))/
dbinom(y[t],r,invlogit (propost[k]))

ind = sample(1:N,size=N,replace=T,prob=weight)
xs = thetal[ind]
alphas = alphas[ind]
betas = betas[ind]
sig2s = sig2s[ind]

Matriz.thetal,t]=xs
Matriz.alpha[,t]=alphas
Matriz.betal,t]=betas
Matriz.sig2[,t]=sig2s

#Storing percents of estimates alpha,beta,sig2,theta
resl=t(apply(Matriz.alpha,2,percent.function))
res2=t (apply(Matriz.beta,2,percent.function))
res3=t (apply(Matriz.sig2,2,percent.function))
res4=t (apply(Matriz.theta,2,percent.function))

#Storing EQM

resl=cbind(resl,apply(((Matriz.alpha - alpha)“~2)/N,2,sum))
res2=cbind(res2,apply (((Matriz.beta - beta)~2)/N,2,sum))
res3=cbind(res3,apply (((Matriz.sig2 - sig2)~2)/N,2,sum))
res4=cbind(res4,apply (((t (Matriz.theta) - x)~2)/N,1,sum))

result[,,1]=resl
result[,,2]=res2
result[,,3]=res3
result[,,4]=res4
return(result)

}

result=array(0,c(nsim,T,9,4))

for (s in 1:nsim){

xs = rnorm(N,mx0,vx0)

sig2s = 1/rgamma(N,vsigs0/2,vsigsO*sig2/2)
sigs = sqrt(sig2s)

alphas = rnorm(N,pars[1],vpars[1]~.5)

betas = rnorm(N,pars[2],vpars[2]~.5)

result[s,,,] = LW.P(x,y,alphas,betas,sig2s,r,xs,a)

#ALPHA

kpar=1

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),

main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){
results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#BETA

kpar=2

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),

main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat (alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){
results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")
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}
abline (h=true [kpar],col=2,1lty=2)

#SIGMA

kpar=3

resl=result[,, ,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){

results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#THETA

kpar=4

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){

results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

¥

points(x,col=2,1ty=2,pch="%",type="p")
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Apéndice C

Cddigo em R para estimacao via
Filtro de Particulas Gordon et al.

(1993) e Storvik (2002)

#Processo de estimag@o de par@metros via StorviK.G(200!
# Modelo:

2) #initial

# x[t] = alpha + beta *x[t-1] + e[t] , e[t] ~ N(0,Sigma~2) s[,1] =
# y[t] ~ Binomial(r,invlogit(x[t])) s(,2]1 =
s[,3] =
s[,4] =
# Pardmetros estaticos desconhecidos: Alpha, Beta e Sigma™2 s[,6] =
# Pardmetros dindmicos desconhecidos: x
# Observagbes do sistema S k=1
#t :  indice tempo for(k in 1:
#Filter
rm(list=1s())
q
#Fungdes criadas q
q =q/sum(q)
percent.function=function(x){
result=c(quantile(x,c(.025,.05,0.25,.5,.75,.95,.975)) ,mean(x))

return(result)

}

invlogit=function(x){
z=exp(x) / (1+ exp(x))
return(z)

}

s

statistic sufficient
= matrix(0,N,5)

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

™1

propostaX =rnorm(N,alpha.est+ a.est*(x0),sigma.hat.est”.5)

summary (propostaX)

=dbinom(y[k],r,invlogit (propostaX))

=q + 0.00001

ind=sample(1:N,N,replace=T,prob=q)

X[,k]=propostaX[ind]
alpha.est=alpha.est[ind]

a.est=a.est[ind]

sigma.

xsl
xS

so

x0[ind]
X[,k]
s[ind,]

hat.est=sigma.hat.est[ind]

# update statistic sufficient

Storvic.G=function(x,y,N,m.alpha0,est.sigma.alphaO,m.a0,est.sigma.a0,v0,d0 mk, D), sig.sapriibr) xs1

T=length(y)

matrix.alpha =matrix(1,ncol=T,nrow=N)
matrix.a =matrix(1,ncol=T,nrow=N)
matrix.sig.hat =matrix(1,ncol=T,nrow=N)

X =matrix(1,ncol=T,nrow=N)

#prior

alpha.est =rnorm(N,m.alpha0,est.sigma.alpha0~.5)

a.est =rnorm(N,m.a0,est.sigma.a0".5)

sigma.hat.est =1/(rgamma(N,shape=v0/2,scale=1/(d0/2)))
x0 =rnorm(N,mx.0,sig.x.prior".5)

x00 =x0

#b

s[,2]
s[,3]
s[,4]
s[,5]

sol[,2]
sol[,3]
sol[,4]
sol[,5]

#Gibbs Sampler
for( i in 1:GB){

eta

+ xs
+ xs172
+ xs72

+ xs*xsl

#ajuste computacional

den=(sigma.hat.est + est.sigma.a0*(s[,3]))

summary (den)
m.a=(s[,5]

summary (m.a)

m.a=m.a/den

s[,11)

* est.sigma.al +

sigma.hat.est * m.a0

est.sigma.a=est.sigma.aO*sigma.hat.est /den
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a.est = rnorm(N,m.a,est.sigma.a~0.5)
summary (m.a)
matrix.al[,k]=a.est
#alpha
den =(sigma.hat.est + est.sigma.alphaO*k)

mx.0 =0

sig.x.prior =3

result[s,,,] = StorviK.G(x,y,N,m.alpha0,est.sigma.alphaO,m.a0,est.sigma.a0,v0,d0,mx.0,

m.alpha =(est.sigma.alpha0 * s[,2] + sigma.hat.est*m.alpha0 - a.est * s[,1]xest.sigma.alpha0)

m.alpha=m.alpha/den
summary (m.alpha)
est.sigma.alpha =(est.sigma.alpha0 * sigma.hat.est) /den
alpha.est = rnorm(N,m.alpha,est.sigma.alpha~0.5)
matrix.alphal[,k]=alpha.est

#sigma
m.v=v0 + k

#ALPHA

kpar=1

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),
main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat (alpha)),bty="n")
for(j in 1:7){

results2=apply(resultl(,,j,kpar],2,median)

square = s[,4] + k*alpha.est™2 + a.est"2+s[,3] - 2 * (alpha.est * s[ inta(estsstsPYype24l Y, asl="grdybl st *s[,1]

m.d = dO + square
sigma.hat.est = (1/(rgamma(N,m.v/2,m.d/2)))
matrix.sig.hat[,k] = sigma.hat.est

x0=X[,k]

}

result=array(0,c(T,8+1,4))

#Storing percents of estimates alpha,beta,sig2,theta
resl=t(apply(matrix.alpha,2,percent.function))

res2=t (apply(matrix.a,2,percent.function))

res3=t (apply(matrix.sig.hat,2,percent.function))

res4=t (apply(X,2,percent.function))

#Storing EQM

resi=cbind(res1,apply (((matrix.alpha - alpha)~2)/N,2,sum))
res2=cbind(res2,apply(((matrix.a - beta)"2)/N,2,sum))
res3=cbind(res3,apply (((matrix.sig.hat - sigma2)°2)/N,2,sum))
res4=cbind(res4,apply (((t(X) - x)~2)/N,1,sum))

result[,,1]=res1
result[,,2]=res2
result[,,3]=res3
result[,,4]=res4

return(result)

}

# data
set.seed(231006)
n = 100

T = n
alpha = 0

beta = 0.9
sigma2 = 1.1
r = 15
sigma = sqrt(sigma2)
GB=10

X = 0:n

true = c(alpha,beta,sigma2)

names = c("alpha","beta","sigma2")

for (t in 1:n){

x[t+1] = rnorm(1,alphatbeta*x[t],sigma)
}

x = x[-1]

y = rbinom(n,r,invlogit(x))

N = 1000
nsim = 100
a =0.95

T=length(y)

result=array(0,c(nsim,T,8+1,4))

s=1

for (s in 1:nsim){
print(s)

est.sigma.alpha0 =4

m.alphaO =0

est.sigma.a0 =4

m.a0 =0

do =1.5

v0 =3

}
abline (h=true [kpar],col=2,1ty=2)

#BETA

kpar=2

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),
main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")
for(j in 1:7){

results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#SIGMA

kpar=3

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){

results2=apply(result[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#THETA

kpar=4

resl=result[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n"

for(j in 1:7){

results2=apply(resultl(,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

points(x,col=2,1ty=2,pch="*",type="p")
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Apendice D

Cddigo em R para estimacao via
Filtro de Particulas Pitt e
Shephard (1999) e Storvik (2002)

Storvik.P=function(x,y,N, #Gibbs Sampler
m.alphaO,est.sigma.alpha0, for( i in 1:GB){
m.a0,est.sigma.a0, #beta
v0,do0, den=(sigma.hat.est + est.sigma.a0*(s[,3]))
mx.0,sig.x.prior){ summary (den)
T=length(y) m.a=(s[,5] - s[,1]1) =* est.sigma.a0 + sigma.hat.est * m.a0
Matriz.alpha =matrix(1,ncol=T,nrow=N) summary (m.a)
Matriz.a =matrix(1,ncol=T,nrow=N) m.a=m.a/den
Matriz.sig.hat =matrix(1,ncol=T,nrow=N) est.sigma.a=est.sigma.aO*sigma.hat.est /den
X =matrix(1,ncol=T,nrow=N) a.est = rnorm(N,m.a,est.sigma.a”0.5)
#prior summary (m.a)
alpha.est =rnorm(N,m.alpha0,est.sigma.alpha0~.5) Matriz.a[,k]=a.est
a.est =rnorm(N,m.a0,est.sigma.a0".5) #alpha
sigma.hat.est =1/(rgamma(N,shape=v0/2,scale=1/(d0/2))) den =(sigma.hat.est + est.sigma.alphaO+k)
x0 =rnorm(N,mx.0,sig.x.prior".5) m.alpha =(est.sigma.alphaO * s[,2] + sigma.hat.est*m.alpha0 -
x00 =x0 a.est * s[,1]*est.sigma.alpha0)
m.alpha=m.alpha/den

#initial statistic sufficient summary (m.alpha)

s = matrix(0,N,5) est.sigma.alpha =(est.sigma.alpha0 * sigma.hat.est) /den

s[,11 = 0.0 alpha.est = rnorm(N,m.alpha,est.sigma.alpha~0.5)

s[,2] = 0.0 Matriz.alphal[,k]=alpha.est

s[,3] =0.0 #sigma

s[,4] = 0.0 m.v= v0 + k

s[,5] = 0.0 square = s[,4] + k*alpha.est™2 + a.est"2xs[,3] -

2 * (alpha.est * s[,2] + a.est*s[,5]) + 2% a.est * alpha.est *s[,1]
for(k in 1:T){ m.d = dO + square
#Filter sigma.hat.est = (1/(rgamma(N,m.v/2,m.d/2)))
meansl = alpha.est+a.est*x0 Matriz.sig.hat[,k] = sigma.hat.est

propost = rnorm(N,meansl,sqrt(sigma.hat.est))

weight = dbinom(y([k],r,invlogit(propost)) }
ind = sample(1:N,size=N,replace=T,prob=weight)
thetal = rnorm(N,alpha.est+a.est*x0[ind],sqrt(sigma.hat.est)) x0=X[,k]
weight = dbinom(y[k],r,invlogit(thetal))/
dbinom(y [k],r,invlogit (propost [ind])) }
ind = sample(1:N,size=N,replace=T,prob=weight)
X[,k] = thetal[ind] result=array(0,c(T,9,4))
alpha.est = alpha.est[ind]
a.est = a.est[ind] #Storing percents of estimates alpha,beta,sig2,theta
sigma.hat.est = sigma.hat.est[ind] resl=t(apply(Matriz.alpha,2,percent.function))
xs1 = x0[ind] res2=t (apply(Matriz.a,2,percent.function))
xs = X[,k] res3=t (apply(Matriz.sig.hat,2,percent.function))
so = s[ind,] res4=t (apply (X,2,percent.function))
# update statistic sufficient #Storing EQM
s[,1] = so[,1] + xs1 resl=cbind(resl,apply(((Matriz.alpha - alpha)“~2)/N,2,sum))
s[,2] = sol[,2] + xs res2=cbind(res2,apply(((Matriz.a - beta)"2)/N,2,sum))
s[,3] = so[,3] + xs172 res3=cbind(res3,apply (((Matriz.sig.hat - sigma2)"2)/N,2,sum))
s[,4] = sol,4] + xs~2 res4=cbind(res4,apply (((t(X) - x)"2)/N,1,sum))
s[,6] = sol[,5] + xs*xsl result[,,1]=resl
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result[,,2]=res2
result[,,3]=res3
result[,,4]=res4
return(result)
}
result=array(0,c(nsim,T,9,4))
for (s in 1:nsim){
est.sigma.alphaO =4 ;
m.alphaO =0
est.sigma.a0 =4
m.a0 =0
do =1.5
v0 =3
mx.0 =0
sig.x.prior =3
result[s,,,] = Storvik.P(x,y,N,
m.alphaO,est.sigma.alphaO,
m.a0,est.sigma.a0,
v0,do,
mx.0,sig.x.prior)
¥
#ALPHA
kpar=1
resl=resultl[,, ,kpar]

plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),

main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat (alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){
results2=apply(resultl(,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#BETA
kpar=2
resl=result[,,,kpar]

plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3),

main=NULL,xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){
results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#SIGMA

kpar=3

resl=resultl[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){

results2=apply(resultl(,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

¥

abline (h=true[kpar],col=2,1ty=2)

#THETA

kpar=4

resl=resultl[,,,kpar]
plot(resi[1,,4],type="1",col="gray60",ylim=c(-3,3) ,main=NULL,
xlab=expression(t),ylab=expression(hat(alpha)),bty="n")

for(j in 1:7){

results2=apply(resultl[,,j,kpar],2,median)
points(results2,type="1",col="gray60")

}

points(x,col=2,1ty=2,pch="*",type="p")
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