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Resumo

Devido a sua simplicidade, o indice I de Moran é a estatistica mais famosa e larga-
mente utilizada quando se deseja mensurar a autocorrelacao em dados georreferenci-
ados. A primeira parte do trabalho revisou o estado da arte desse indice, objetivando
entender sua evolugao e caracteristicas intrinsecas. L.ogo em seguida, demonstrou-se
que essa estatistica apresenta limitacoes quando a quantidade de dados no sistema é
pequena. Além disso, propds uma modificacao do indice I de Moran, introduzindo no
coeficiente de correlacao de Pearson o conceito de modelagem espacial autorregressiva
de primeira ordem. Os resultados dessa proposta se mostraram bastante coerentes,

principalmente quando o sistema possui poucos dados.

Palavras Chave: Autocorrelacio espacial, Indice I de Moran, Quantidade de

dados observados , Valores extremos.



Abstract

The Moran’s I is the most famous and widely used spatial statistic when we
want to measure spatial autocorrelation in geo-referenced data. The first part of this
work reviewed the state of the art of Moran’s I, in order to understand its evolution
and intrinsic characteristics. Next, we showed that this statistic has limitations when
the sample size of the system is small. In addition, we present a proposal of modi-
fication on Moran’s I, introducing on the Pearson correlation coefficient the concept
of the first order autoregressive spatial modelling. The results of this proposal were

very consistent, especially when the system has few data.

Key Words: Spatial autocorrelation, Moran’s 1, Sample Size, Extreme Values.



Introducao

A estatistica espacial é definida por Bailey e Gatrell (1995) como o conjunto de
técnicas que considera o arranjo espacial dos dados na anédlise ou na interpretacao
dos resultados. Cliff e Ord (1981) definem “se a ocorréncia de um determinado feno-
meno, em alguma regiao, influenciar, para mais ou para menos, na ocorréncia desse
mesmo fendmeno em regides vizinhas, pode-se afirmar que esse sistema apresenta
autocorrelagao espacial”.

A anélise de autocorrelagao espacial é 1til e aplicavel nas mais diversas areas do co-
nhecimento. Sao exemplos a biologia, na analise de simulacoes de modelos evolutivos
(Diniz-Filho e Santos, 2012); a geografia, na distribui¢ao de mestres e doutores por
microrregiao brasileira (Viotti et al., 2012); a epidemiologia, no estudo do ntimero
de casos colera nas proximidades de um pogo de dgua (Snow, 1936); a engenharia
de transportes, na atragdo por viagens de onibus na cidade de Manaus/AM (Silva,
2006); a agronomia, na andlise da concentragao de metais pesados em solos agricolas
em Beijing, China (Huo e Zhang, 2011); e a economia, no agrupamento de regides da
Europa quanto a dinamica de inovagao e crescimento econdémico (Verspagen, 2010).

O presente trabalho objetiva estudar a relacao entre o indice I de Moran, definido
por Moran (1950), a quantidade de dados observados e seus valores extremos. Esse
indice é a estatistica mais famosa e largamente utilizada quando se deseja mensurar
a autocorrelacao de uma determinada variavel alocada em um espaco bidimensional.

Para tanto, apresentar-se-4 primeiramente, o conceito e as caracteristicas do coe-
ficiente de correlacao linear de Pearson. Depois, serd exposta a forma de surgimento
do conceito de autocorrelacdo em séries temporais. A seguir, definir-se-a o indice [
de Moran e sua derivagao a partir do coeficiente de Pearson e por fim, serao feitos

estudos de caso para mostrar a problematica de sua aplicacao em pequenas amostras.



Um aspecto muito importante, e inicial em todo tipo de anélise, é a verificacao
do grau de relacionamento entre as variaveis analisadas. A analise de correlacao
fornece um indicador que estabelece a existéncia, ou nao, de uma relacao linear entre
as variaveis analisadas, sem que para isso, seja necessario o ajuste de uma funcgao
matematica (Lira, 2004).

O coeficiente de correlacao linear de Pearson é conhecido como o quociente da
covariancia de duas variaveis pelo produto dos seus respectivos desvios padrao (Neter
e Kutner, 2005). Supondo duas variaveis aleatérias normalmente distribuidas, X
e Y, o estimador de méaxima verossimilhanca da correlagao da distribuicao normal

bivariada resultante dessas duas variaveis é:

B S (o= 7) (i~ ) /o
p =
VI (o= 2 g[S, (0 — 9)?

(1)

O coeficiente de correlacao linear também pode ser interpretado como um indica-
dor que mensura a proximidade dos dados a uma reta. Com um pouco de algebra,
¢ possivel verificar que ele varia entre —1 e +1, ver Apéndice A (Lira, 2004). Na
pratica, [p| = 1 quando os dados obedecem perfeitamente a relacdo y; = By + Pz
Assim, pode-se dizer que a correlacao entre as variaveis X e Y é +1se 5, > 0e —1
se 51 < 0.

Vale ressaltar que nao existe relacao entre o coeficiente de correlacao de Pearson
e a quantidade de dados observados. Mesmo em uma problemética com n = 3, se
(z1,vy1), (T2,y2) e (x3,y3) pertencerem a mesma equagao de reta, o valor absoluto da
correlacao entre essas variaveis serd unitario em modulo.

Existem algumas situacoes em que a aplicagao desse coeficiente nao é adequada.
Exemplos dessas situagoes sao: quando as variaveis sao medidas em escala ordinal;
quando os dados nao apresentam associacao linear; quando as variaveis nao forem
normalmente distribuidas e quando ha presenca de outliers. Além do mais, vale a
pena ressaltar que é possivel obter variaveis dependentes que, no entanto, possuem
correlacao nula.

Um exemplo simples dessa situacao é supondo duas variaveis aleatorias X e Y,

onde X é normalmente distribuida com média zero e Y é definida de modo que
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Y = X2, Claramente, tem-se que X e Y siao dependentes. Porém, quando se calcula
o coeficiente de correlacao de Pearson, obtém-se p = 0.

E(XY) - E(X)E(Y) _ E[(X)(X*)] - (O)E(X?) _ E(X7)

Ox0y Ox0Xx2 0x0Xx2

Uma variante analoga da correlagao convencional, definida por Pearson, é a corre-
lacao entre os valores de uma série temporal, ou autocorrelagao. Ela é definida como
a relacao entre as observacoes de uma tnica variavel de acordo com sua ordenagao
(Fuller, 1996).

Uma série temporal é qualquer conjunto de observacoes ordenadas no tempo.
Qualquer area do conhecimento produz observacoes ao decorrer do tempo. Exemplos
de séries temporais sao: cotacao do dolar em relacao ao real ao final de cada dia;
consumo mensal de um determinado produto; quantidade anual de CO liberado na
atmosfera. A importancia desse tipo de andlise decorre da sua alta aplicabilidade e
interesse em se realizar previsoes.

Uma série temporal X, é definida completamente, no sentido probabilistico, se sua
distribuigao acumulada for conhecida (Fuller, 1996). Define-se que X, é estritamente

estacionéria se:

Fth,XtQ,---,th ('rtw'rtzv T 7'rtn> = FXt1+h7Xt2+h7“'7th+h ('rtlvxtw T 7'rtn) (3)

No entanto, na maioria das aplicacoes, nao se conhece a distribuicao acumulada.
Uma alternativa é trabalhar apenas com os dois primeiros momentos da série temporal
(Fuller, 1996). Por essa abordagem, define-se que uma série de tempo é fracamente
estacionaria se: (i) a esperanca de X; for constante ao longo do tempo e (ii) se
Cov (Xy,, Xtyy -+, Xt,) = Cov (Xt hy Xiginy -+, Xt,+n) Dara qualquer valor de h,
desde que o indice t; + h pertenca a série temporal.

Na prética, em sua maioria, as séries nao sao estacionérias. Porém, existem vérios
tipos de transformagoes que podem ser realizadas para transformar uma série nao-
estacionaria em estacionaria. Isso porque é mais conveniente analisar séries estacio-
narias. Dentre as mais diversas anéalises, existe uma funcao que mensura a capacidade

de previsao de uma série no momento ¢ + h dado seus valores no momento t. Ela é
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denominada funcao de autocorrelacao

_7 (h) _ Cov (Xiin, Xi) _ E(Xin — p) (X — )] (4)
v (0) Cov (Xy, Xy) Var (X;)

sendo v (-) denominada funcao de autocovariancia. Assim como o coeficiente de cor-
relagao de Pearson, p (h) varia entre —1 e +1, ver Apéndice B (Fuller, 1996).

Fuller (1996) apresenta dois estimadores para v (h) quando a média da série tem-
poral é desconhecida. Ambos estimadores sdo viesados, porém o estimador 7 (h),
em alguns tipos de séries, apresenta menor erro quadratico médio. Por isso, ele é o

estimador mais utilizado.

3
;~

+ (0 (Xeon — %) (X0~ %) )

~
[y

wng (Xeo — Xa) (X, - X,) 0

Finalmente, Fuller (1996) relata que o melhor estimador para a funcao de auto-
correlacao de uma série temporal com média desconhecida é
h) _ X (X = X) (X = X)

Sy ()
S T > i !

Uma dificuldade desse estimador é que seu numerador apresenta n — h termos, ao
passo que seu denominador apresenta n termos. Uma consequéncia direta é o fato de
que, para |h| > 0, a equagao (7) s6 atinge seus valores extremos quando n é grande.

Uma aplicagao da teoria exposta pode ser realizada ao se observar a série temporal
da Figura 1. E possivel notar que ela satisfaz os dois critérios de estacionariedade
fraca definidos por Fuller (1996). Note também que n = 12, apresentando uma
sazonalidade perfeita para h = 4. Assim, tem-se que os valores ¢ + 4 sao exatamente
iguais aos valores t parat=1,2,--- 8.

E intuitivo inferir que p (4) = 1, uma vez que a série se repete a cada 4 espacos de
tempo. Contudo, usando a equagao (7), obtém-se apenas p (4) = 0.66667. Mesmo au-
mentando significativamente o tamanho amostral para 600 observagoes, a estimativa

da autocorrelagdo ndo atinge seu valor maximo, sendo p(4) = 0.99333. Sobretudo,
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Exemplo de série temporal

L 44
3
o 3
o
o 2
o
S 14

I I I I I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tempo (t)
Figura 1: Exemplo de uma série temporal

nesse contexto, se fosse utilizado a equacao (5) de modo a estimar as autocovariancias,
ao invés da equacgio (6), tanto para n = 12 quanto para n = 600, obtém-se p' (4) = 1.

Em estatistica espacial, a autocorrelagao pode ser definida como a correlagao entre
os valores de uma tnica variavel dada sua posicao em relacao aos demais valores em
um espaco bidimensional.

Cliff e Ord (1981) discutem a diferenga entre determinar se dados geograficos sao
espacialmente autocorrelacionados com a probleméatica de medir a autocorrelacao em
séries temporais estacionarias. Isto ocorre fundamentalmente porque a variavel de
uma série temporal é influenciada apenas por seus valores anteriores, enquanto que
um processo de dependéncia espacial se estende em todas as direcoes, como observado
por Whittle (1954).

“Em uma série temporal, em qualquer instante, tem-se a distincao entre passado
e futuro. O valor da variavel depende apenas dos valores passados. Assim, a de-
pendéncia em séries temporais se estende apenas em uma dire¢ao: para tras. Agora,
supondo um problema espacial, por exemplo, um pasto de uma fazenda. Se um pouco
de fertilizante for aplicado em qualquer ponto desse pasto, ele afetara a fertilidade do
solo em todas as diregoes” (Whittle, 1954).

A proximidade entre as regioes é identificada usando uma matriz de proximidade
W = ||¢;j||. Segundo Getis e Aldstadt (2004) existem pelo menos doze maneiras de

W. As mais conhecidas sao: por meio de matriz binaria ou com o uso de matriz de
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distancia. Na primeira situacao, ¢;; = 1 se as regioes 7 e j forem vizinhas, e ¢;; = 0
caso contrario. Lembrando que ¢;; = 0V ¢ = 1,...,n uma vez que uma regiao nao
pode se relacionar com ela mesma.

Ainda nesse contexto, existem trés metodologias usuais para se definir o tipo de
vizinhanca: rook, queen e bishop. Essas metodologias recebem esses nomes por causa
da movimentacao das pecas de xadrez, torre, rainha e bispo, respectivamente. A torre
se movimenta para frente e para tras, para a direita e para a esquerda. A rainha se
movimenta para frente ou para tras, para direita ou para a esquerda, ou nas diagonais.
Ja o bispo se movimenta apenas nas diagonais. As Figuras 2, 3 e 4 apresentam as

regioes vizinhas a regiao A de acordo com cada uma dessas metodologias.

B HEEE B B
H-H H-B A
_ HE [l

Figura 2: Metodologia Figura 3: Metodologia Figura 4: Metodologia
Rook Queen Bishop

Adotar a metodologia rook significa procurar autocorrelacao espacial sobre as li-
nhas e colunas da estrutura. J& a metodologia queen busca autocorrelacao ao longo
das linhas, colunas e diagonais da estrutura. E a metodologia bishop procura auto-
correlacdo apenas nas diagonais. E importante notar que a metodologia queen nio
acarreta nenhum viés direcional (Cliff e Ord, 1981).

A segunda maneira de se definir W é utilizando uma matriz de distancia. Nesse
contexto, define-se ¢;; = g (d;;) em que g (-) é uma funcao qualquer e d;; é a distancia
entre os centros geograficos das regioes do sistema, por exemplo. Vale a pena ressaltar
que a deteccao de autocorrelacao espacial depende criticamente da forma de W, (Getis
e Aldstadt, 2004). Esse assunto sera aprofundado no Capitulo 2.

Finalmente, autocorrelacao espacial pode ser expressa em termos do coeficiente
de correlagao de Pearson, equagao (1), substituindo x; pelos vizinhos de y; (Griffith,

2003). Essa substituigao pode ser expressa algebricamente inserindo o conceito da
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matriz de proximidade.

_ Dt Z;'L:l cii (v —9) (i —9) [ 2o Z;'L:l Cij

I
VI =9 /S0 (s — )%

(8)

Enquanto o numerador de (1) é uma média aritmética, o numerador de (8) é uma
média ponderada e, por isso, deve ser dividido pelo somatoério de todos os pesos, ao
invés de ser dividido por n. Essa expressao é conhecida como o indice I de Moran
(Moran, 1950). Cliff e Ord (1969), utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
mostram que, se W estiver padronizada pela linha, ZjeJ w;; = 1, essa estatistica
também varia entre —1 e +1. Esse assunto serda aprofundado no Capitulo 1.

A fim de aumentar os esclarecimentos dos objetivos do presente trabalho, as Figu-
ras b e 6 apresentam duas situacoes de dependéncia espacial direta de acordo com o
tipo de vizinhanca em um sistema regular com n = 25. Em ambas situagoes, o valor
méaximo se encontra na regiao de nimero 1 e vai decaindo constantemente a cada
novo grupo de vizinhos. Por exemplo, na Figura 6, a regiao 1 tem valor 50; as regioes

2, 6 e 7 téem valor 40; as regioes 3, 8, 11, 12, 13 tém valor 30 e assim por diante.

Metodologia Rook

Metodologia Queen

5 |10 15| 20| 25
Valores Valores
4|9 |14]19] 24 50
7 40
o 18 | 23 %
- 17 | 22 20
16 | 21 10

Figura 6: Sistema com 25 regioes,
metodologia queen

Figura 5: Sistema com 25 regioes,
metodologia rook

O primeiro fato a ser notado é a diferenca entre as dinamicas de dependéncia espa-
cial em ambos sistemas. Note que, enquanto a metodologia rook gerou 9 vizinhancas,
a metodologia queen gerou apenas 5. Uma consequéncia direta de tal fato é que o

valor do indice de Moran na Figura 5 é 0.84, ao passo que na Figura 6 é apenas 0.68.
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O segundo fato digno de nota é que, mesmo definindo uma relacao direta entre os
vizinhos, o indice de Moran nao atinge seu valor maximo. A Tabela 1 apresenta esse
mesmo exercicio em sistemas regulares com 9, 49, 100 e 196 regioes. Note que o indice
I de Moran aparentemente tem relacao com a quantidade de dados observados e que
em nenhuma das situacoes ele atinge seu valor extremo. Utilizando a metodologia
queen, com n = 9 o valor do indice é apenas 0.238, enquanto que para n = 196, o
valor é 0.954.

Tabela 1: Comparagao entre o indice de Moran e a quantidade de dados observados

Sistema | Observacoes | Vizinhanca h/}oi«lzn
3x3 9 q:’f;i 8222?
Tx T 49 qfse]; 3§§§§

10 x 10 100 qfse]; ggfgg

Wi |10 pen | 09547

Dessa forma, o presente trabalho possui dois objetivos: (7) revisar o estado da arte
do indice I de Moran, estudando sua relagao com a quantidade de dados observados e
seus valores extremos; (i) propor um indice de Moran modificado, de modo a tornar
a interpretacao da autocorrelacao espacial mais simples e objetiva.

O primeiro objetivo corroborard para aumentar o conhecimento sobre as caracte-
risticas intrinsecas do indice de I Moran. Em decorréncia da dificuldade desse indice
de atingir seus valores extremos, muitos trabalhos podem estar sub-representando a
verdadeira relacao espacial dos dados. O segundo objetivo, por sua vez, esta relacio-
nado ao indice I de Moran modificado. Sua proposta é justificada de modo a tornar
a interpretacao da autocorrelacao espacial mais simples.

O presente trabalho estd dividido da seguinte forma: o Capitulo 1 apresenta o
estado da arte do indice I de Moran. O Capitulo 2 apresenta a matriz de proximidade
W e discute sua influéncia sobre o indice em questao. O Capitulo 3 propoe uma
modificacgao no indice I de Moran, apresenta uma discussao sobre os valores extremos
desse indice e expoem uma demonstracao da dependéncia do indice de Moran com a

quantidade de dados observados. O Capitulo 4 contém aplicagoes das propostas do
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presente trabalho. As consideracoes finais, limitacoes do trabalho e propostas de tra-
balhos futuros encontram-se no Capitulo 5. Os Apéndices contém as demonstragoes
de que o coeficiente de correlacao de Pearson, a funcao de autocorrelacao em séries
temporais e a generalizacao do indice de Moran (Cliff e Ord, 1969) variam entre —1

e +1.
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Capitulo 1

I de Moran

O presente capitulo objetiva apresentar todas as formas do indice I de Moran pro-
postas até o momento, bem como apresentar os artigos mais relevantes ja publicados
sobre o tema em questao. Para tanto, primeiramente, sera introduzido o contexto
historico antes do trabalho de Moran (1950). Logo em seguida, sera apresentado o
estado da arte do indice I de Moran, além de discussao e critica sobre alguns desses

trabalhos.

1.1 Contextualizacao historica

Determinadas pesquisas citam o trabalho de Moran (1950) como o marco do inicio
da presente problemética (Verspagen, 2010; Huo e Zhang, 2011; Chen, 2013). Con-
tudo Moran (1950) é um trabalho direcionado para fendmenos estocésticos em espacos
de duas ou trés dimensoes e trata de dois topicos principais: “relacoes entre processos
continuos e descontinuos” e “teste de hipotese da existéncia de fendmenos estocasti-
cos em espacos de duas dimensoes”. A discussao da primeira parte se estende por
aproximadamente 75% do trabalho. O indice de Moran é definido apenas na segunda
parte, tornando evidente que é uma generalizacao da metodologia aplicada em Moran
(1948).

Na realidade, a problematica se iniciou com Wishart e Hirschfeld (1936), que
consideraram a questao de calcular a distribuicao de probabilidade do ntmero de

ligacoes entre pontos “pretos” e “brancos” contidos em uma reta. Na problemética em
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questao, o ponto recebe cor “preta”’, caracterizando a presenca de uma determinado
atributo, com probabilidade p, e recebe cor “branca”, caracterizando a auséncia desse
atributo, com probabilidade ¢ = 1 — p. Além de apresentar a solucao exata para
este problema, Wishart e Hirschfeld (1936) mostram que essa distribuigao tende a
normalidade para n grande.

Moran (1947) generalizou a problematica de Wishart e Hirschfeld (1936) para
a segunda e a terceira dimensoes, Contudo continuou abordando apenas variaveis
binarias. Enunciou-a como: suponha um retangulo com mn pontos, cada um podendo
ser da cor “preta” com probabilidade p e cor “branca” com probabilidade ¢ =1 — p.

Moran (1947), entdo, definiu o nimero de ligagdes entre células “pretas’, BB |

apenas para a metodologia rook. Dacey (1968) definiu BB para o caso queen.

m n—1 m—1 n
BBrook = Y > Tijije1+ Y Y TigTi (1.1)
i=1 j=1 =1 j—1
m n—1 m—1 n
BBqueen = BBoor + E § ZijTi—1j+41 + E E TijTit1,5+1 (12)
=2 j=1 i—1 j—1

Os respectivos autores também definiram o nimero de ligacoes entre células “pre-

tas” e “brancas”, BW , para ambos os casos.

m n—1 m—1 n
BWoook = Y (@iju1 — 2ig)" + DY (i1 — 745)° (1.3)
=1 j=1 =1 j=1
m n—1 m—1n—1
Buneen - BWrook + Z (xi—l,j—i—l - xi,j)Q + (xi—i—l,j—i—l - xi,j)2 (14)
=2 j=1 i=1 j=1

Moran (1947) calculou o primeiro e o segundo momentos das distribui¢es de
probabilidade de BB e BW e demonstrou que ambas tendem a normalidade para n e
m grandes. Ele estende todos esses resultados para a terceira dimensao supondo um
cubo de lados [ x m X n.

Moran (1948) é a continua¢ao do estudo publicado por ele em 1947. Inicia seu
trabalho afirmando que é fundamental considerar o arranjo espacial dos dados depen-
dendo da anélise. Argumenta que existem dois questionamentos usuais: (i) é possivel
afirmar estatisticamente que a ocorréncia de um determinado fendomeno depende da

sua localidade? (i) é possivel afirmar que a ocorréncia de um fendémeno, em uma
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regiao, influéncia para mais (ou para menos) sua ocorréncia em regioes vizinhas?
Moran (1948) discute testes de hipotese para averiguar se a distribui¢ao espacial

desses fendmenos é aleatéria e, igualmente aos trabalhos de Wishart e Hirschfeld

(1936) e Moran (1947), sua metodologia se restringe a situagoes que apresentam

variaveis binérias e sistemas regulares.

1.2 Indice I de Moran

Moran (1950) objetivou testar a existéncia de correlagao espacial entre variaveis
vizinhas. Diferentemente dos estudos anteriores, agora as variaveis podem ser numé-
ricas ao invés de serem apenas binirias. Ele enuncia o problema supondo um espaco
bidimensional regular, dividido por mn regioes, com cada regiao contendo uma infor-

magao z;; (i =1,...,m;j =1,...,n). Define o coeficiente de correlagao espacial como

(1.5)

2mn —m —n

mn
= Il'Jriginal
2mn—m —n

no qual mnz = Zij Tij € zj; = Xjj — T.

m n—1 m—1 n
. B < mn ) Doim1 Dojon RijRigtl F Doy Do ZijRitlj
Original — Z 9
2

O fator inicial de (1.5) foi convencionalmente introduzido porque ha mn termos
no denominador e 2mn — m — n termos no numerador de Iprigina1. Assim, Moran
(1950) indica que, para grandes amostras, T'original POde ser considerado um estimador
apropriado para mensurar a correlagao entre vizinhos proximos. Caso o objetivo seja
testar se as variaveis sao espacialmente correlacionadas, é suficiente considerar apenas
Iorigina1 cOmo estatistica do teste em questao. Moran (1950) finaliza seu trabalho
demonstrando que, quando m e n aumentam, a distribuigao de probabilidade Iy;igina
tende & normalidade.

Em um sistema irregular, como a malha das mesorregioes do estado de Sao Paulo,
Figura 1.1, as regioes nao sao alinhadas geometricamente como ocorre nas Figuras 5
e 6. Consequente a isso, ha uma dificuldade em se definir uma férmula fechada para
se calcular o niimero de ligacoes e, assim, o proprio indice de Moran.

Um artificio (Dacey, 1968; Cliff, 1969) que facilita essa contagem é a criacao de
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Mesotrregides do Estado de Séo Paulo

Figura 1.1: Mesorregioes do Estado de Sao Paulo

matriz de proximidade binaria A = ||§;;||. Nela 6;; =0V i=1,...,n; §; = 1 se as
regioes ¢ e j forem vizinhas; e, d;; = 0 caso contrario. Definindo-se L; como o nimero
de regides que fazem fronteira com a regiao i, tem-se que a equacao (1.6) representa

o nimero total de ligagoes do sistema.

1 n
A= 5;Li (1.6)

Assim, Dacey (1968)! generalizou a problemética definida por Moran (1950) para
uma sistema irregular com n regioes onde x; representa o valor da variavel na regiao
i ez =x; —x. Adicionando o conceito de matriz de proximidade A, Dacey (1968)

reescreveu o indice de Moran como:

— ( n ) 2oimy i 0477 )
Moran A Z;@:1 ZZ2 .
n
=|—)I oran
A M

E simples notar que tanto (1.5) quanto (1.7) apresentam a forma classica do
coeficiente de autocorrelacao: o numerador mensura a covariancia entre as variaveis

x;, a0 passo que o denominador mensura a variancia.

Varios artigos (Cliff, 1969; Cliff e Ord, 1969, 1970, 1973) fazem referéncia a esse trabalho ci-
tando Dacey (1965). Dacey (1965) e Dacey (1968) sao o mesmo artigo. A diferenca é que Dacey
(1965) ¢ uma Nota Técnica do Departamento de Geografia da Universidade de Northwestern e,
consequentemente, sua publicacao foi restrita.
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Dacey (1968) ressaltou que a estatistica Iyoran tem duas limitag¢oes importantes:
invariancia topologica e o fato de duas regioes s6 serem consideradas vizinhas se esti-
verem fisicamente ligadas. Invariancia topoldgica é o fato da matriz de pesos espaciais
nao agregar nenhuma informacgao sobre o tamanho ou sobre o formato das regides.
Ela também nao agrega nenhuma informacao sobre como elas estao interligadas, por
exemplo, se a estrada que liga dois municipios é asfaltada ou nao.

Essa limitacao pode ser ilustrada da seguinte maneira: primeiramente considere
um sistema dividido em n regides nao sobrepostas denominado Ry. Esse sistema tem
uma matriz de conexao, A = ||J;||, e um conjunto valores, z;, fazendo com que a
estatistica (1.7) atinja o valor I,. Sem mudar [|d;;|| ou z;, é possivel transformar Ry
topologicamente a fim de se produzir um novo sistema, Ry, completamente diferente
do sistema anterior, porém, I; = Iy. A Figura 1.2 exemplifica trés sistemas que

apresentam essa limitagao.

D+

Figura 1.2: Trés sistemas com a mesma estrutura de vizinhos

Para superar essa limitacao, Dacey sugeriu a estatistica Ipscey para medir auto-

correlacao espacial.

1
3 2 ic1 D=1 0 i) 2i%j n

(1.8)

RlDace
S A peeey

I'Dacey =

SN

2

a; ﬁ . bij
D i i WS by

Q; =
nela a; ¢ a area da regiao ¢ e b;; € nimero de ligacoes entre as regioes ¢ e j. Logica-
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mente, em decorréncia de §; = 0, tem-se também b;; =0V i=1,...,n.

A segunda limitacao é representada pelo fato de que a estatistica Iyoran mensura
apenas a autocorrelacao espacial entre os primeiros vizinhos mais proximos. Ela nao
determina como a funcao de autocorrelacao decai ao longo do espaco. Para superar
tal limitagao, Dacey (1968) propoe a utilizagao de mais vizinhos, por exemplo, os
segundos vizinhos mais proximos. Ela define que as regioes i e k sao segundos vizinhos
mais proximos se suas fronteiras nao tiverem intersecao em comum, contudo, existe
um regiao j que é interligada com 7 e k.

Os momentos de (1.5) foram obtidos por Moran (1950) apenas para metodolo-
gia rook, em um sistema regular e sob a suposicao de que a variavel aleatoria x; é
normalmente distribuida. Dacey (1968) generalizou os resultados obtidos por Moran
para sistemas irregulares ao utilizar o artificio da matriz de proximidade binéria a
partir da equagao (1.7). Contudo, ele ndo calculou os momentos de Ipscey € Rpacey
pela dificuldade de fazer qualquer suposigao sobre as distribuicao de a; e b;;.

Cliff e Ord (1969), objetivando superar a segunda limitagao ressaltada por Dacey
(1968), propoem que, ao invés de uma matriz de proximidade binaria, fosse utilizada
um matriz de proximidade generalizada. Isso significa que se pode definir w;; = 1
mesmo que ¢ e j nao sejam fisicamente interligados porém, por suposicoes iniciais,
julga-se que 7 e 7 exercem dependéncias entre si. Tal generalizacao viabiliza a inclusao
da segunda, terceira ou quarta classe de vizinhos mais proximos e permite ainda
analisar dados sem fazer qualquer tipo de afirmacao sobre a distribuicao dos dados,
bem como a anéalise de dados nominais e ordinais.

Cliff e Ord (1969) enunciaram a problematica supondo um espago de duas ou mais
dimensoes dividido em n regioes regulares ou irregulares nao sobrepostas

) (0) Wij%iZ

Terliff = WZ" 2 (1-9)
i=1%i

com } o) =31 >y parai £ je W =3, wy.

Suponha que seja definido que a interacao entre duas regioes dependa da distancia,
d;;, entre os seus centros geograficos e a da porcentagem de uniao das suas fronteiras,
¢i(j). Assim, pode-se também definir w;; = ¢[di;,¢:(7)] em que g (-) é uma funcao

qualquer. Raramente nessa situagao w;; = wj;, contudo isso nao representa problema.
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E muito comum a utilizacao da matriz de proximidade na sua forma padronizada.
Existe uma concesso na literatura de que a padronizacao deve ser feita em relagao a

linha (Cliff e Ord, 1981; Anselin, 1988), ou seja,

Wik = el = 2 5 Y e =1 i=1,---.n  (110)

Zj Wi 5 W;. 7

com j € J(i) o conjunto das regides vizinhas a regiao i. Além do que, Ord (1975)
discute que, para a autocorrelacao espacial ter uma interpretacao natural, ou seja,
Tciiee < 1, € necessario que Zwij = 1 seja essa soma sobre ¢ ou sobre j.

Além de discutir sobre todas as vantagens de (1.9), Cliff e Ord (1969) apresentaram

uma limita¢ao importante dessa estatistica. Ela s6 pertencera ao intervalo de [—1, +1]

se, e somente se,

W2Var (z) > n*Var (Z wijzj> (1.11)

jedJ

Caso contrario, o méaximo absoluto de (1.9) é definido como

NI

n | Var (Z] wijzj>
w Var (z)

max |rerise| = (1.12)
A demonstracgao desse resultado se encontra no Apéndice C. Nessas situacoes, Cliff
e Ord (1981) apresentam que T promove uma estimativa de melhor interpretagao, ja

que esta contido no intervalo [—1, +1].

o e (1.13)

max |1"01iff|

Cliff e Ord (1970) definem o problema de autocorrelacao espacial e exemplifica
situacoes nas quais ela pode ser empregada. Exemplos dessas situacoes sao: determi-
nar a existéncia de correlagao espacial entre os dados originais ou entre os residuos
de uma regressao espacial; determinar se a relacao entre as regioes muda ao longo do
tempo; ou ainda usar as medidas de associacao para definir clusters. Cliff e Ord (1970)

apresentam a expressao mais geral de uma estatistica que mensura a autocorrelacao
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espacial:
2(2) wij [ij9ij
1
2
<Z<z> 5[5 Do) bijgfj)

U X

(1.14)

com a;; e b;; sao fungoes de w;;; fi; e g;; fungoes de z; e 255 e, 2, = x; — .

Apos calcular os respectivos a;j, b;j, fi; € gij, demonstrando que a equagao (1.14) se
transforma em Iyoran, Ipacey € Ie1i¢, Cliff e Ord (1970) finalizam seu trabalho aplicando
os coeficientes de autocorrelacao nas situagoes enunciadas inicialmente.

Cliff e Ord (1971) estudam, via simulagoes de Monte Carlo, as diversas formas
da distribuicao de probabilidade de rei1i;¢¢. A motivacao provém do fato de que a
distribuicao de r¢1ier SO apresenta uma aproximacao razoavel para a normalidade
quando n > 50 (Cliff e Ord, 1969). Argumentam que existem quatro fatores que

afetam a forma da distribuicao de probabilidade. Sao elas:
e {A/n} : o nimero médio de ligacoes em cada regiao;
e {W} : a matriz de proximidade;
e A distribuigao da variavel {x;};
e O tamanho do sistema {n}.

Nas simulagoes, Cliff e Ord (1971) mantém trés dos quatro fatores supracitados
fixos e varia o quarto de modo a determinar o efeito que ele exerce sobre a distribui¢ao
de probabilidade de re1i¢¢. Em cada uma das quatro situacoes, a simulacao consiste
em: (i) permutar aleatoriamente os valores de z; nas regioes do sistema, (i) calcular
o valor de r¢y3¢¢ e (i49) repetir os passos (i) — (ii) t vezes com o objetivo de construir
uma distribuicao de frequéncia de reyj¢s.

Ao final, Cliff e Ord (1971) apresentam uma regra empirica para que a distri-
buicao de reyie¢ Se aproxime da normalidade. Sua intencao é que, ao aplicar o teste
de hipotese, o pesquisador tenha certeza de que o nivel de significancia estd sendo
respeitado.

Cliff e Ord (1973) apresentam o indice de Moran em sua forma matricial. Seja
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x' = (v1, -+ ,2,) ez = (z1, -, z,) definidos de maneira que
]' /!

z = Mx M=1I,--11 (1.15)
n

com I,, sendo matriz identidade de dimensao n e 1’ = (1,---,1) sendo um vetor de

dimensoes (1 x n). Assim define-se o indice I de Moran como

z’Wz

7'z

|

(1.16)

no qual W = ||w;;|| é a matriz de proximidade padronizada, ou seja, 2(2) w;; = n.
Cliff e Ord (1973) generalizam os resultados de Moran (1947) e Dacey (1968) para
variaveis binarias. Para tanto, Cliff e Ord (1973) reescreveram BB e BW, equagoes

de (1.1) a (1.4), adicionando o conceito de matriz de proximidade.

1
BB = §Z,WZ (1.17)
BW — %z/w (1—2) (1.18)

Como um dos objetivos da autocorrelagdo é mensurar se a ocorréncia de um
determinado fenomeno, em uma regiao, influencia para mais (ou para menos) sua
ocorréncia em regioes vizinhas, Cliff e Ord (1973) defini o indice de Moran, para

variaveis binéarias, em funcao das estatisticas BB e BW

2nBW 2n(n —2r)BB  r1I’'W1
Ipinario = — =+ +
(n—1r)I'W1 r(n—1)I'W1 n-—r

(1.19)

com r = z'1.

Cliff e Ord (1975) realizaram simulagoes para estudar a distribui¢ao amostral da
estatistica (z; — Z3) / (07, —z,) quando X; e X5 forem autocorrelacionados pelas quan-
tidades p; e po, respectivamente, através dos primeiros vizinhos mais préximos em
quadrados regulares de varios tamanhos. O objetivo principal dos autores é testar se
as médias dessas duas populagoes diferenciam entre si. Cliff e Ord (1975) considera-
ram apenas populagoes normalmente distribuidas com variancias idénticas.

A diferenca da abordagem supracitada para o convencional teste t—Student é a

presenca de autocorrelagao espacial em X; e em X,. Uma maneira de soluciona-la
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é tentar remover a autocorrelacao de ambas populacoes, com posterior aplicagao do
método convencional de analise. A dificuldade é que isso nao é eficiente. Assim, para
essas situagoes Cliff e Ord (1975) propoem uma alterac¢do no teste t.

A relevancia do trabalho de Cliff e Ord (1975) para o presente estudo ocorre
porque a estatistica do teste proposto depende das estimativas de p; e ps. Desse
modo, mesmo sendo um estimador viesado e nao consistente, o autor usa a equacgao
(1.13) para estiméa-los.

De forma a aumentar os esclarecimentos do viés do estimador utilizado, Cliff e Ord
(1975) realizaram outro experimento. Primeiramente eles criaram uma variavel X
obedecendo a equagao (1.20), com p conhecido e calcularam Tey ;¢ através da equacio
(1.13). CIliff e Ord (1975) repetem esse experimento 600 vezes em 4 tamanhos de
quadrados. A meédia dos resultados de cada uma das simulacoes pode ser vista na

Tabela 1.1.

Xi=pY wyX;+e (1.20)
j

Fazendo isso, sutilmente Cliff e Ord (1975) apresentarm outra utilidade para o
trabalho de (Cliff e Ord, 1969): o uso da equacao (1.13) para corrigir o indice de
Moran. Entretanto, como esse nao era o objetivo do seu trabalho, tal correcao acaba
passando despercebida, nao estando presente em diversos livros de estatistica espacial
(Anselin, 1988; Anselin e Florax, 2004; Gaetan e Guyon, 2010; Bivand e Pebesma,
2013).

Para finalizar, Cliff e Ord (1975) mostraram que o teste proposto pode ser apli-
cado caso o tamanho amostral de cada uma das duas populagoes for de pelo menos
25 observacoes. Essa tltima simulacao teve apenas o intuito de fundamentar sua
metodologia; nenhuma discussao sobre a aplicacao do indice de Moran em pequenas
amostras foi feita.

Kooijman (1976), por sua vez, usa a ideia de correlograma, definida por Kendall
(1976) no estudo de séries temporais, para definir um coeficiente de autocorrelagao
espacial “maximizado”. A partir de uma especificacao inicial de W, sua proposta se
baseia em maximizar I em funcao dos coeficientes da matriz de proximidade.

Kooijman (1976) categoriza as distancias d;; do sistema em k classes, denominadas
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Tabela 1.1: Comparacio entre T e p em varios tamanhos de quadrados

Autocorrelacio, p Média® das estimativas de autocorrelacao, T °
’ 3x3 5x5 TxT7 10 x 10

-0.9 -0.72 -0.81 -0.83 -0.86

-0.5 -0.52 -0.49 -0.47 -0.48

0.0 -0.26 -0.06 -0.03 0.00

0.5 0.00 0.34 0.42 0.47

0.9 0.05 0.61 0.76 0.83

¢ Cada média é baseada em 600 simulacoes
b Nos calculos foi utilizado a estatistica reiies

cx, usando uma fungao S(-). Define a, =3, . 22; onde o somatorio é tomado ao
ij

longo dos ny, pares distintos. Finalmente, maximiza z’Wz em relagao a w;; = wuy,

sujeito a 37, >0 wi; =1e Y, 3wy, =1 e obtém

1/2
—1 n?—n—1\"?( —-n n? az
Teoosar — — - - & 1.21
Kootjnan n—1+( n?—n ) n—1+(2 2;2)2an (1.21)

it k

Para se obter os coeficientes de W que geram Ixooijman 115a-se a seguinte equagao

(1.22)

2
Qg ( n®—n—1 ) n+ IKooijman
U =

n_k n+n (n - 1) IKooijman n+n (n - 1) IKooijman

de Jong et al. (1984) realizaram uma discussao sobre os valores extremos do indice
de Moran. Eles caracterizam qualquer sistema como um grafo ou uma network, ou
seja, representam as regioes por pontos e as relacoes de vizinhanga por linhas. de Jong
et al. (1984) langam mao do indice em sua forma matricial, equacao (1.16); contudo,

utilizam uma matriz de proximidade binaria A nao padronizada

"A
[= 227 (1.23)
> Zj 0ij 7'z
com z; = x; — Z. Define também o vetor ¢’ = (1,---,1) de dimensoes (1 x n) de

modo que z'c = 0.
Para achar os valores extremos da equagao (1.23), de Jong et al. (1984) iniciam

sua discussao a partir dos resultados do Teorema 1.2.1 (Bellman, 1970).

Teorema 1.2.1 (Courant-Fischer). Seja T uma matriz n x n simétrica com 0s au-
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tovalores Ay > Xy > --- > \,,. Entao

, x'Tx
Al = Apax = max X Tx = max
lIx[=1 x£0  X'X
) , - xX'Tx
A = Apin = min x Tx = min
lIx[=1 x#0  X'X

Se A for simétrica, valem os resultados do Teorema 1.2.1. Contudo, se A for
assimétrica, deve-se definir a matriz S = (A + A’) /2. Os valores extremos passarao
a ser o maior e o menor autovalores da matriz S.

Em geral, os autovetores de A nao satisfazem a condicao de serem ortogonais
ao vetor c. de Jong et al. (1984) com o objetivo de incorporar a condi¢io z'c = 0,
consideraram a matriz C = cc’/N e definiram a matriz P = I — C, onde I é matriz
identidade.

Assim eles passaram a considerar a matriz simétrica PAP e, consequentemente,
seus autovalores m; > ms > --- > m,. B facil notar, portanto, que tais valores
extremos sao, a0 mesmo tempo, as solugoes para o problema de maximizar z'Az/z'z
com z'c = 0.

ZPAPz = (Pz) A (Pz) = 7 Az (1.24)

Finalmente, apresentam-se os valores extremos da equagao (1.23) utilizando os

resultados do Teorema 1.2.1.

Momin Mimax (1.25)

T = =t Tnas = ——
" Zz Zj 52‘]‘ " Zz Zj 5ij

de Jong et al. (1984) obtiveram seus resultados sem trazerem nenhum exemplo,
aplicacao pratica ou discussoes acerca da matriz de proximidade. Sua metodologia
se baseia apenas na matriz W; contudo nao fica claro se ela pode ser aplicada em
matrizes padronizadas ou em matrizes de distancia.

Getis e Ord (1992) apresentaram a estatistica G e a compararam com o indice I
de Moran. A primeira diferenca entre ambos indices é que, no primeiro, a variavel X
nao é centralizada, ao passo que no segundo, ela é. A segunda diferenca diz respeito a

definicio W: cada elemento w;;(d) sera diferente de zero se as regides ¢ e j estiverem
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distantes entre si até no maximo uma distancia d.

Denominando I(d) como o indice de Moran definindo a partir de uma W onde
cada elemento serd 1 se as regioes ¢ e j estiverem distantes entre si até no maximo

uma distancia d, as estatisticas em questao podem ser escritas como:

G(d) =K, Z Z Wi TiT
I(d) = KQZZWij (zi — 7) (z; — 2)
= E—;G (d) — Ko Z (wi. +w.j) x; + Koz* W (1.27)

Na prética, G (d) e I (d) serao diferentes quando > w;.z; e Y w.;x; forem diferentes
de Wz.

Getis e Ord (1992) discutem que I(d) nao deve ser usada quando d for muito
grande ou muito pequeno. Nessas situacoes, o teste de hipotese, sobre G (d), baseado
em uma aproximacgao da distribui¢gdo normal, torna-se inapropriado. G (d) também é
ineficiente ao se estudar residuos de uma regressao, por exemplo. Isso ocorre pois a
variavel X deve ser positiva.

Oden (1995) prop6s uma modifica¢do no indice de Moran para estudos nos quais
se deseja estudar se a taxa de ocorréncia de um determinado evento, por exemplo
o nimero de casos de uma epidemia por mil habitantes, é correlacionado com sua
posicao. Sua motivagao decorre do fato de que individuos presentes em regioes com
populacoes maiores estao mais expostos ao risco do que individuos presentes em

regioes com populacoes menores.

Ty My (e d) (e = dy) ~n (1= 20) B Mies —nb T Mid: o
b (1 — B) <x2 Zij M:did; — x > M{;dZ)

Pop =

nesse caso, n; representa o nimero de casos do evento em questdo, n = > n;, w;

corresponde a populacdo que esta exposta ao evento, sendo x = > x;, b = z/n,
_ _ * 1

e; =ni/n, di = x;/x e M5 = My;/+/d;d;. O termo My; pode ser interpretado como a

generalizacao da matriz W aceitando-se M;; # 0.
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Por meio de simulagoes, Oden (1995) apresenta que o teste de hipotese derivado

de I#

pop € mais poderoso que o teste de hipotese sobre o indice de Moran quando os

tamanhos das populagoes expostas ao evento forem muito diferentes.

Assungao e Reis (1999) objetivaram comparar o indice I de Moran, o indice I5,, e
o indice proposto por eles, Igsr, em situacoes em que se deseja estudar taxas baseadas
em regioes com diferentes tamanhos de populagoes. Eles iniciam a discussao afir-
mando que, na problemética em questao, existem trés possibilidades de configuragao
espacial: (A) taxas sdo constantes no espaco, (B) taxas sao heterogéneas, porém nao
hé correlacao espacial e (C) taxas sdo heterogéneas e correlacionadas espacialmente.

Assuncgao e Reis (1999) argumentam que a principal desvantagem do teste derivado

de I3

pop ¢ que as hipoteses desse teste sao Hp : A contra Hy; : BUC. J4 as hipoteses

do teste de Moran de sao Hy : A UB contra H; : C.
Assungao e Reis (1999), usando uma abordagem Bayesiana, propoem o indice Igps.
O trabalho mostra que o teste de hipotese derivado desse indice é mais poderoso que

o teste I¢1i¢¢ de Moran e nao apresenta as mesmas deficiéncias do teste I;op.

m Zwijzizj
S o S (o — 2)2 (1.29)

IEBI =

com z; = (p; — b)/\/Ui, pi = ni/x;, b = nfx, v, = a+bjr;, a = s* —b/(x/m) e
s = Y ailpi — b/

Li e Calder (2007) discutem que, devido a simplicidade do indice de Moran, ele é
frequentemente utilizado na anélise exploratoria de dados georreferenciados. Porém,
o indice referido apresenta uma série de limitagoes que muitos desconhecem. Afim de
ilustrar algumas delas, Li e Calder (2007) comparam o resultado do indice em dados
simulados a partir do modelo da equagao (1.20) e concluem que Igie¢ $6 € um bom
estimador de p quando esse esta proximo de zero.

Li e Calder (2007) propoem o indice Ijprz como uma alternativa para o indice I
de Moran. Eles nomearam o indice de APLFE por se tratar de uma aproximacao do

estimador de méaxima verossimilhanca de p que, como apresentado por Ord (1975),
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nao apresenta uma forma fechada.

L W+ W) /27
FLE T ZH(W'W + NI n) Z

(1.30)

sendo W padronizada pela linha, e A um vetor com todos os autovalores dessa matriz.
Li e Calder (2007) finalizam o trabalho mostrando que Ijpre € um bom estimador
para p, atingindo valores proximos aos valores do estimador de maxima verossimi-
lhanca.
Jackson e Huang (2010) propdem uma modifica¢ao no indice de Moran incluindo
informacao sobre a matriz W no denominador do seu indice. Via simulacoes, eles

concluiram que o poder do teste de hipdtese do seu indice é maior que os poderes do

*

teste dos indices Ie1i¢¢ € Ipop.

A desvantagem de Ij,cxson € que ele pode atingir valores

maiores que 1.

2@ wii(yi — 9)(y; — 1)
Zi§i<j<N wij (Yi — y5)?

IJackson =

(1.31)

Objetivando esclarecer o intervalo do Ij.ckson, realizaram-se as mesmas simulacoes
apresentadas na Introducao. Os resultados estao presentes na Tabela 1.2. O que
se pode concluir é que, em praticamente todos os casos, o indice nao pertence ao

intervalo —1 e +1. Consequentemente, sua interpretacao nao é trivial.

Tabela 1.2: Valores do indice de Jackson

Sistema | Observagoes Vizinhanca J aIclf: on
3x3 9 q:f;eljz égg}g
Tx7 49 qfseljz 164.56798369

10 x 10 100 qfﬁﬁl 1341. 66882

T poen | 285916

Chen (2013) inicia seu trabalho afirmando que a formula para o indice de Moran é
complicada e propoe uma reconstrucao para ela. Primeiramente, padroniza a variavel

X ao invés de apenas centraliza-la, ou seja, z = (x — p)/o. Depois, ele define trés
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propriedades para W: (i) ela deve ser simétrica; (i7) sua diagonal deve ser zero e (7i7)
a normalizacdo deve obedecer a 7\ | Y77 w;; = 1. Contudo, para que o resultado
seja igual ao resultado da equagio (1.16), deve-se padronizar W pela linha e depois

dividi-la por n. Assim, reescreve o indice de Moran como
Iehen = Z Wz (1.32)

Além do formato da equagao (1.32), Chen (2013) apresenta outras trés maneiras

de se calcular o indice de Moran, todas elas, em funcao de zz'W.

1.3 Topicos Conclusivos

O coeficiente de autocorrelagao espacial fornece um ponto de partida para qual-
quer tipo de analise envolvendo dados georreferenciados. Esse indicador é ttil em
diversas situacoes como: determinar a existéncia de correlacao espacial em um sis-
tema bidimensional; determinar se essa correlacao muda ao longo do tempo; ou ainda,
ser usado para agrupar os dados em clusters.

Devido as caracteristicas gerais e intrinsecas do indice I de Moran, entender a
dinamica dos seus valores extremos se torna uma tarefa fundamental. Por exemplo,
¢ extremamente simples interpretar o coeficiente de Pearson, vide equacao (1), ao
se estudar a correlagao linear entre duas variaveis. Entretanto, o mesmo nao ocorre
quando utiliza-se o indice de Moran para mensurar autocorrelacao espacial, como
pode ser visto nas Figuras 5 e 6.

Inexiste na literatura um trabalho que elenca todas as apresentacoes do indice
de Moran, ou ainda um que relaciona o indice de Moran, a quantidade de dados
observados e seus valores extremos. Publicagoes recentes, como os trabalhos de Chen
(2013) e Jackson e Huang (2010), revelam que ndo existe um consenso sobre o tema

e que ainda existem questoes em aberto.
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Capitulo 2

Matriz de Proximidade

Esse capitulo objetiva apresentar uma discussao sobre como se deve definir a
matriz de proximidade e como ela interfere diretamente nos valores extremos do indice
I de Moran. Para tanto, primeiramente serao apresentados os artigos mais relevantes
que tratam sobre esse tema. Depois, serd discutido o tipo de padronizacao de W,
finalizando com a apresentacao de um exemplo utilizando W em diferentes formatos.

O objetivo é analisar sua influéncia sobre os valores do indice de Moran.

2.1 Revisao Bibliografica

Como foi apresentado na Introducao, o indice de Moran em sua forma original
nao apresentava uma matriz de proximidade. Informacao sobre a matriz W sé foi
introduzida a partir dos trabalhos de Dacey (1968) e CIliff (1969). A motivagao desses
trabalhos foi generalizar o Igrigina1 para sistemas irregulares.

Arora e Brown (1977) apresentaram que o conceito da matriz W ja estava pre-
sente no estudo de séries temporais. Por isso, para se entender a problemaética de
autocorrelagao espacial, primeiramente é preciso se familiarizar com o conceito de
autocorrelacao em séries temporais. Assim, supondo a problematica em que os er-
ros de uma regressao linear sao autocorrelacionados com o tempo, tem-se o modelo

autorregressivo temporal

e=pWe+u (2.1)
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em que € e u sao vetores de erros de dimensao 7' x 1, W é a matriz de pesos T x T’
elp| <1

Em séries temporais, normalmente adota-se que erros de uma regressao seguem
processos de Markov de primeira ou de segunda ordem (Fuller, 1996). Para processos

de primeira ordem, W é especificada como

000 --- 00
1 00 --- 00

W=1[010 ---00 (2.2)
0 0 O 1 0

Contudo, como observado por Whittle (1954), ao contrario do que ocorre com a
matriz apresentada em (2.2), a dependéncia de dados espaciais é multi-dimensional.
Isso torna a analise espacial muito mais complexa.

Arora e Brown (1977) apresentaram quatro métodos para estimar W a partir da
variavel x;. Contudo, sua abordagem requer que se conheca x; durante varios periodos
de tempo e que, em cada um desses periodos, as observacoes sejam normalmente
distribuidas.

Anselin (1988) discute que a defini¢io da matriz W é parte fundamental de qual-
quer modelagem espacial. E a matriz de proximidade que expressa a dependéncia
espacial entre as regioes. Logo, a escolha dos pesos de W deve ser feita com cautela
para se evitar correla¢ao espuria (Arora e Brown, 1977; Anselin, 1988; Griffith, 2003).
O exemplo da Figura 2.3 mostra que, simplesmente alterando W, consegue-se obter
desde uma correlacao positiva forte até uma correlacao negativa fraca.

Griffith (1996) propos algumas dicas para se especificar W:

e “E melhor usar uma matriz com pesos razoaveis do que assumir a independéncia
entre as regides”. Griffith (1996) argumenta que os melhores resultados sao
obtidos quando a distancia é levada em consideragao. Isso porque a distancia
ilustra o decaimento das relagoes entre as regioes. O mesmo nao ocorre quando

se adota um matriz de proximidade binaria;

e “Em regioes sem fronteiras especificas, por exemplo o pasto de uma fazenda,
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é melhor particioné-lo usando subregioes regulares quadréticas ou hexagonais”.
Griffith (1996) argumenta que subregides com menos de quatro ou com mais de

seis vizinhos nao contextualiza muito bem a problematica;

e “E razoavel ter um ntimero relativamente grande de regioes dentro do sistema’”.
Griffith (1996) discute que, em decorréncia da lei dos grandes niimeros, é inte-

ressante ter um n > 60.

e “Em geral, é preferivel usar um ntmero menor de vizinhos.” Griffith (1996)
argumenta que a superespecificacao das vizinhancas, por exemplo vizinhos de
terceiro ou quarto grau, reduz o poder do teste e nao caracteriza muito bem a

questao proposta.

Getis e Aldstadt (2004) listam doze maneiras diferentes de se especificar a matriz
de proximidade. J& Getis (2007) apresenta que, dessas doze, utiliza-se basicamente
quatro metodologias: () matriz binaria (w;; = 1 se as regides exercerem influéncia
em si e w;; = 0 caso contrario); (ii) matriz do decaimento da distancia (1/dg});
(7i1) matriz representando as fronteiras comuns entre as regides (s/p sendo s é o
niamero de fronteiras comuns e p o perimetro dessas interseccoes); (iv) matriz com as
estatisticas locais de autocorrelagao espacial (G; ou I;). Essa tultima metodologia foi
apresentada por Getis e Aldstadt (2004) e sua utilizagdo é recomendada em sistemas
que apresentam clusters.

Logicamente, a especificacao de W dependera do estudo em questao. Dado seu
conhecimento a priori, o pesquisador pode escolher qualquer fungao g(-) para definir
os pesos de W. Por exemplo, Silva e Yamashita (2007) os definiu utilizando o tempo
meédio gasto para ir do municipio ¢ a0 municipio j através das rodovias que interligam
essas regioes.

Getis (2009) discute que ideologicamente existem trés maneiras de se definir W:
(1) a tedrica; (it) a topologica e (ii7) a empirica. A teorica implica que os pesos de
W sao exogenos a qualquer sistema e baseiam-se em uma estrutura pré-concebida,
geralmente baseada na distancia entre os centroides. A topoldgica surgiu da neces-
sidade de descrever, da maneira mais realista possivel, o formato do sistema. Nessa
perspectiva, W apresenta informacoes como o niimero de vizinhos mais proximos, a

proporcao de perimetro em comum e a area de cada regiao. A forma empirica é a
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ideologia mais versatil. Nela esta presente a abordagem de Arora e Brown (1977) e
situacoes nas quais o pesquisador destaca as caracteristicas de cada vizinhanca da

maneira que ele julgar mais relevante.

2.2 Tipos de Padronizacao

H& um consenso na literatura acerca de W ser padronizada pela linha (CIliff e
Ord, 1981; Anselin, 1988). A tnica exce¢ao ocorre em Tiefelsdorf e Griffith (1999),
o qual defende que a padronizacao deve ser global. Argumenta que a padronizagao
pela linha fornece pesos maiores a regioes com poucos vizinhos. Ja a padronizacao
global da enfase justamente as regidoes com mais vizinhos.

Pela defini¢ao, suponha que A = ||§;;|| seja a matriz ndo-padronizada e W = ||w; ||
seja a matriz padronizada. A relagao entre w;; e §;; padronizando A pela linha e

globalmente é, respectivamente:

Sy 6 5i;

— Jp— UM
_2,5‘._5._ w”_z,z,(;..
) ? A 7w

Inexiste na literatura o fato que, se a matriz A for simétrica, ou seja, d;; = d;;, 0
indice de Moran em sua forma cléssica, equagao (8), apresenta os mesmos resultados
quando A for padronizada pela linha ou pela coluna.

Para demonstrar esse fato, basta mostrar que os numeradores em ambas as pa-
droniza¢Ges sdo iguais, uma vez que o denominador do indice de Moran, equagao (8),
nao depende de [|9;;|. Assim, o primeiro passo ¢ mostrar que » ;' > | w;; = n para

ambos 0s casos.

Z; (2%]) :Z;w.jzz;lzn (2.5)

Agora, para a que a demonstracao esteja concluida, basta mostrar que
23 (5)s 22 (5)- =
i=1 j=1 i=1 j=1
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Sem perda de generalidades, pela definicao do indice I de Moran, a variavel z;
apresenta média zero. Desenvolvendo o numerador da equagao (8), levando em conta

A despadronizada, obtém-se

Z Z Ziéiij = 2151222 + -+ 21517n,12n71 + 2151n2n+ (27)

i=1 j=1
+ 2252121 + -+ 2252,,1,1,2”71 + Zg(sgnzn + et
+ Zp-10p-1,121 + Zpn-10p—12%2 + -+ + Zn—10p_1n2n+

+ Zn5n121 + 2n5n222 +-- Zn(sn,n—lzn—l

E facil notar que cada par g e h aparece duas vezes, a primeira como z,0,,2), €
a segunda como 2,05,2,. Note que g # h e cada um assume valores entre 1,---  n.
Finalmente, basta mostrar que a soma desses dois termos gera o mesmo resultado em

ambas padronizagoes.

5gh 5hg . 5gh 5hg
ZgZn (59. + 5h.) = Zg%n (5g1+"'+5gn +5h1+"'+5hn
5/19 5gh 5hg 5gh
- = ~— T 2.
o <5lg+---+5n9 " 51h+---+5nh) %% <5.h "3, (2:8)

Note que a segunda igualdade s é possivel porque A é simétrica.

2.3 Exemplo

Essa secao apresenta como a matriz W pode influenciar o indice I de Moran. Os
Capitulos 03 e 04 ja incluem muitas simulacoes utilizando sistemas regulares com as
metodologias de vizinhanca queen e rook. Por esse motivo, serd abordado um exemplo
envolvendo um sistema irregular.

Geralmente, em sistemas irregulares, como as mesorregioes do Estado de Sao
Paulo, nao ha diferenca entre as metodologias queen e rook, como pode ser visto na
Figura 1.1. Contudo, podem existir alguns exemplos que apresentam diferenca, como
é o caso da regiao de Columbus, capital de Ohio, EUA (Figuras 2.1 e 2.2). Entretanto,
sao diferencas sutis que nao influenciam muito o indice de Moran: Igyeen = 0.501 e

Izoox = 0.523. Para mais detalhes veja Tabela 4.4 do Capitulo 04.
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Metodologia Queen Metodologia Rook

»
1
_1!
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d

Figura 2.1: Vizinhancas queen na re- Figura 2.2: Vizinhangas rook na re-
giao de Columbus, EUA giao de Columbus, EUA

O exercicio dessa se¢ao se baseou em calcular o indice I de Moran para os dados

simulados da Figura 2.3, utilizando seis tipos de matrizes W: (i) rook, (ii) queen,

(v) d;° e (vi)

(7i7) inverso da distancia entre os centroides das regides (d;jl), (iv) d 2 i

ij
variograma gaussiano. Optou-se por essas escolhas a fim de reproduzir a discussao

de Getis e Aldstadt (2004). Os resultados encontram-se na Tabela 2.1.

Mesorregioes de Sao Paulo

Figura 2.3: Mesorregioes do Estado de Sao Paulo

Como era de se esperar, o indice de Moran obteve os mesmos valores quando

. . . -5
utiliza-se a metodologia rook e queen, Iroox = lqueen = 0.62. Quando utiliza-se dij ,
quanto maior for a distancia entre as regioes, mais proximo d;f’ estard de 0. Assim,

nesse exemplo, W se assemelha a estrutura queen, I,-s = 0.63.
ij
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A titulo de ilustracao, realizou-se um exercicio diminuindo ainda mais o valor
do expoente de df;. O interessante ¢ que os resultados convergem. A partir de
certo ponto, independente do quanto se diminua «, os valores do indice nao mudam
consideravelmente: Idi_jlo = 0.701, Idi_jls = 0.7125, Idi_jSO =0.7126 e Idi—jloo =0.711.

Na pratica, isso ocorre por causa da padronizacao de W. Para cada regiao, a
diminuigao do expoente de dj; faz com que o menor d;; produza um valor propor-
cionalmente muito maior que todos os outros d;;. Assim, todas as matrizes W do
paragrafo acima sao basicamente as mesmas. Elas dizem que cada regiao interage

apenas com a regiao mais proxima a ela.

Tabela 2.1: Valores do Indice de Moran em relacio ao formato da matriz de proximidade

Rook Queen d' d;’ d;’ d;"” 1—exp (—d,)
0.6271 0.6271 0.1813 0.3875 0.6305 0.7125 -0.1114

dij: distancia euclidiana entre os centroides das regioes

Todavia, os resultados mais impressionantes ocorrem quando utiliza-se d;jl e d;f-
Ambas metodologias sao largamente utilizadas por estarem presentes em varias equa-
¢oes de modelos fisicos gravitacionais. Contudo, o indice atinge valores muito inferi-
ores aos expostos anteriormente, Idi—jl =0.18¢ Id{f = 0.38.

Para mostrar quao influente é a matriz de proximidade, utilizou-se a funcao
g(dij) =1 —exp (—dfj) para se definir os pesos de W. Para d;; > 0, a funcao

g (+) assumira valores entre 0 e 1. Quanto maior for d;;, mais proxima essa fungao

R
serd de uma unidade. Adotar uma W dessa maneira, significa dizer que uma regiao
interage mais com regioes mais afastadas. Assim, nessa situacao, o indice atinge seu
valor mais destoante: Iyq,,) = —0.11.

Simplesmente mudando W, consegui-se obter valores bastantes discrepantes. O
valor mais alto ocorreu quando utilizou-se uma matriz com o decaimento da distancia
I o = 0.71. J& o valor mais baixo ocorreu quando utilizou-se um variograma gaus-

siano Iy4,,) = —0.11. Note que a interpretagao da autocorrelagao espacial fornecida

pelo indice de Moran mudou de positiva forte para negativa fraca.
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2.4 Topicos Conclusivos

A especificacao de W dependera do estudo em questao. O pesquisador, dado
seu conhecimento a priori, pode escolher qualquer fun¢ao g(-) de modo a se definir
os pesos de W. Todavia, tal escolha deve ser feita com cautela para que se evite
correlacao espuria.

Se a matriz de proximidade A for simétrica, o indice de Moran apresenta os
mesmos resultados, independentemente se ela for padronizada pela linha ou pela

coluna.
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Capitulo 3

Indice de Moran Modificado

Esse capitulo estd dividido em trés secoes e apresenta os resultados obtidos na
presente pesquisa. A primeira secao propoe uma modificacao no indice I de Moran
introduzindo no coeficiente de correlacao de Pearson o conceito de modelagem espacial
autoregressiva de primeira ordem. A segunda trds um discussao sobre os valores
extremos dos indices Iyoran € Iproposto, Pem como uma demonstragao da dependéncia
do indice de Moran com a quantidade de dados observados. A terceira apresenta
um primeiro exercicio a fim de se estudar a distribuicao de probabilidade do indice

proposto.

3.1 Proposta

Como apresentado na Introdugao do presente trabalho, Griffith (2003) expoe uma
simples explicacao de como deduzir o indice de Moran a partir do coeficiente de
correlacdo de Pearson. Basicamente, Griffith (2003) aponta que deve-se substituir,
no numerador do coeficiente de Pearson, os y; pelos vizinhos de x;. Contudo, nao
traz nenhuma discussao sobre o que deve ser feito no denominador da equagao (1).
Apenas define que o denominador passa a ser igual a variancia da variavel X.

Para aumentar os esclarecimentos, ainda na introducao deste trabalho, foi apre-
sentado que o coeficiente de correlacao linear de Pearson serd, em modulo, igual a 1
toda vez que as varidaveis X e Y obedecerem a expressao Y = «a + X, com [ # 0.

Intencionando demonstrar o aspecto supracitado, basta substituir a relacao linear na
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equagao (1).

’ >y (i — ?J)Q} i
i (i — ) (a+ Bx; —a — B)
S (@ —2)Y) " [T (o + Bay — o — B2
B (2 —7) (i — )
[ -2 [P (- )]
_ > i (@ = 5)2 —1
22;1 (xz - 5)2

1/2

Ord (1975) foi um dos primeiros a estudar métodos de estimagao para modelos
que tentam descrever a interacao entre as varidveis e suas posicoes no espaco. Na
época, sua motivacao se baseou na dificuldade de se maximizar a funcao de maxima
verossimilhanca devido as dimensoes da matriz W. LeSage e Pace (2009) apresentam
uma solucao para essa problematica utilizando a funcao log-verossimilhanca e os au-
tovalores de W. Em ambos estudos, um dos modelos estudados foi o modelo espacial

autoregressivo de primeira ordem
Xi:a+52winj+ei izl,---,n (32)
J

sendo j € J(7) o conjunto das regides vizinhas a regiao i; a e  0s parametros a serem

estimados; w;; os pesos da matriz de proximidade e ¢; sao os erros i.i.d do modelo.

Sistema 2x2

Figura 3.1: Exemplo de um sistema 2 x 2

O objetivo do referido modelo é estimar o valor da variavel X; por meio de uma

combinacao linear das variaveis vizinhas a regiao 7. Logo, supondo a metodologia
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queen, a estimativa do valor da variavel na regiao 1, na Figura 3.1, é
i‘\l = 3(/)2 + 5 (wlgfL'Q + W13T3 + W14l‘4) (33)

Analogamente, se as variaveis obedecerem exatamente & expressao (3.2), ou seja,

see; =0Vi=1,---,n,ese for adotada tal relacao espacial ao invés da relacao linear

na equagao (3.1), ter-se-a

>y [ri — 7] [a + B Wyt = iy (a +B82 wijxj)}
(> (s — 5)2} v |:Z:’L:1 <O‘ + 02wy — w2 <a +82; wijxj))Q}

p= 1/2

(3.4)

De maneira a facilitar a apresentacao dos célculos, a média amostral das estima-

tivas do modelo espacial autorregressivo sera desenvolvido em separado:

% g (a + 5 ;wzjx]’> = % + 8 <ZJ wljxi) + <2J WQ]'::J‘) S <ZJ wnjl’j)

x (Z] le) + a9 (Z] wj2> + itz <ZJ wJ")

n

:a+ﬁ

(3.5)

Assim, para que o resultado da equagao (3.5) seja igual a o + SZ, é necessario
adotar Zj wje = 1 V& =1,---,n. Ou seja, a matriz de proximidade deve ser
padronizada em relagao a coluna.

Para aumentar os esclarecimentos, sobre o aspecto discutido, sera calculada a

meédia dos valores esperados do modelo espacial autorregressivo aplicado no sistema
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da Figura 3.1, adotando uma matriz de proximidade padronizada na coluna.

n = [a+ B (wiaTe + wisTs + wiaTy)] + [ + 5 (w1 + woss + wauty)] +
—+ [Oé + 6 (Ldglxl —+ W32T9 —+ W34SL’4)] —+ [Oé + 6 (LLJ41$L’1 -+ W42 —+ W43$3)]
nT = no+ By (war + war + war) + B (Wig + w2 + was) +

+ Brs (wig + wag + wag) + Ly (Wig + Wag + ws4)

fzy+ﬁ(x1+x2+x3+x4):a+ﬁf (3.6)
n n

Finalmente, substituindo o resultado de (3.5) na equagao (3.4) tem-se

i o — @] [a o+ BY wyws — a - B
p= - 1/2

S0 =2 (S (o 5wty — o o) |

b Zy:l [v; — 7] [Z] Wijlj — :f]
[0 (i 5)2] v :52 D et (Zg WijT; — i) 2] :
= i [0~ 7] [Zj WijTj — f} 7 (3.7)
[ZL (x; — i)ﬂ 1/2 {Zfl (Zj Wi — f) 2}

Retornando a discussdo de Griffith (2003), o resultado da equagao (3.7) mostra
que, para se deduzir um coeficiente de autocorrelacao espacial a partir do coeficiente
de correlagao de Pearson, deve-se substituir, tanto no numerador quanto no denomi-
nador, os y; pelos vizinhos de z;.

A partir de tudo o que foi apresentado, chega-se a conclusao de seis topicos pri-

mordiais:

e o indice Iproposto, definido na equagao (3.7), pode-se ser utilizado para se men-
surar a autocorrelagao espacial em um sistema bidimensional, uma vez que ele

mensura a correlagao entre os vetores x e Wx;

e a matriz de proximidade deve ser padronizada em relacao a coluna de modo que

os vetores x e Wx apresentem a mesma média amostral;

® o oposto Mmensura a relagao entre o valor da variavel na regiao i com a capacidade
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de esse valor ser previsto pelo do modelo autorregressivo espacial. Ou seja, se

zi = ;wix; VE=1,--+,n entao Iproposto = 1;

® Iproposto € invariante com alteragdes de escala (Y; = bX; produz os mesmos
resultados que X;). Entretanto, ndo é invariante com alteragoes de localizagao

(Y; = a + X; produz os resultados diferentes de X;);

e Como Iproposto ¢ derivado do coeficiente de correlagao de Pearson, ele também

varia entre —1 e +1. A demonstracao é idéntica a apresentada no Apéndice A.

® Tciier produzird o mesmo resultado que o Ipyoposto quando: (i) a variavel x apre-
sentar média zero, por exemplo quando se estiver analisando residuos de uma
regressao; (ii) no calculo de Tei¢¢, a matriz W também deve ser padronizada

em relacao a coluna.

N

Teliss Cov (Z] WijZg, Zi) 5 Var (z)

max |Ieiiss | B Var (z)Var (zi)]% Var (Z] Wijzj>

Cov <ZJ Wij 2, z,)
= T II-’roposto (38)

[Var <Z] wijzj> Var (22)} ’

Tcrifs =

3.2 Valores Extremos

O terceiro resultado apresentado na segao anterior afirma que se x; = ; Wij T \

§=1,---,n, entao Iproposto = 1. Nessas situagoes, o modelo espacial autorregressivo

esta explicando perfeitamente o arranjo espacial dos dados.

A titulo de ilustracao, suponha uma situacao em que a variavel x apresenta média,

nula. Logicamente, tem-se que a soma dos elementos do vetor x sera igual a zero

1t retarzt++x, =0 (3.9)

Da equacao (3.9) infere-se que a soma de todos os elementos, exceto do elemento

xe VE=1,---,n,serd igual a —z¢. Por exemplo, para { =1

01+ Dz +(Das+---+(Dz, = (—1)xy (3.10)
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Replicando isso para todos as n observacoes, obtém-se uma matriz W do seguinte

formato:
o111 --- 11
1 01 --- 11
W=1[110 - 11 (3.11)
1 1 1 10

Essa matriz vai contra a Primeira Lei da Geografia, a qual revela que: “tudo esté
relacionado com tudo, mas as coisas mais proximas estao mais relacionadas entre si
que as coisas mais distantes” (Tobler, 1979).

Note que uma matriz de proximidade nesse formato nao traz nenhuma informacao
sobre a distribuicao espacial dos dados. Note também que essa matriz implica que,
independentemente dos dados observados, —x = Wx. Logicamente, espera-se obter
Iproposto = —1. A Tabela 3.1 apresenta a média dos resultados das simulagoes do
Iproposto € O Iyoran aplicando W no formato (3.11). Em cada iteracao, preenche-se o

vetor x com valores aleatorios normalmente distribuidos.

Tabela 3.1: Média® do resultados do indice de Moran e do indice Proposto quando se
utiliza uma matriz de proximidade completa

Tamanho Nimero de Indice de Indice
do Sistema | Observacoes Moran Proposto
3x3 9 -0.1250 -1
5x5 25 -0.0416 -1
Tx7 49 -0.0208 -1

10 x 10 100 -0.0101 -1

¢ Média é baseada em 100 simulagoes

Como era de se esperar, os resultados em cada uma das 100 simulagoes foram
os mesmos. Utilizando uma matriz de proximidade completa, enquanto o valor do
Iproposto € sempre —1, o valor do indice de Moran é determinado pela padronizacao de
W. Cada linha da matriz tem n — 1 observacgoes unitarias. Note que os resultados do
Iyoran sa0 iguais aos valores de cada célula de W apos ela ser padronizada em relacao
a sua linha, 1/8 = 0.1250, 1/24 = 0.0416, 1/48 = 0.0208 e 1/99 = 0.0101. Note

também que para ter Ipyoposto = 1 basta usar a matriz (3.11) negativa.
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Para demonstrar a dependéncia do Iy..an com a quantidade de dados observados,
utilizar-se-a: (i) o indice em sua forma matricial, equacao (1.16); (i7) uma matriz
de proximidade completa, equagao (3.11), padronizada em relagdo as suas linhas.
Lembrando que o vetor de dados z, pela definicao, tem média zero.

Expandindo o denominador de (1.16), tem-se que

Zz=20+ 4+ 22 (3.12)

n

Expandindo o numerador de (1.16), tem-se

z’Wz:z1<zQ+m+Z”)+zz <z1+z3+~-~+zn)+___+

n—1 n—1
21+t 20+ 2y 21+t 2
+ oz [ 2 2 4oz [ 2 ! (3.13)
n—1 n—1
Note que, em decorréncia de Zj zj =0 para j=1,---,n, em cada numerador de

(3.13) vale a propriedade (3.10). Assim,

1
n—1

zZWz =

e (3.14)

Finalmente, juntando os resultados de (3.12) e (3.14)

Iyoran = = (3.15)

3.2.1 Exemplos de Valor Extremo n =9

Na secao anterior foi apresentada uma situacao hipotética e nao-aplicavel de
quando o Ipreposto atinge seu valor extremo. Nessa situacao, o mesmo nao acon-
tece com 0 Iyeran, confirmando apenas sua dependéncia com a quantidade de dados
do sistema. A presente secao ird apresentar dois exemplos, utilizando a metodologia
de vizinhangas queen, em um sistema regular com poucas observacoes n = 9. Neles o
Iproposto atinge um valor bem proximo ao seu extremo.

O primeiro conjunto de dados objetivou simular uma anélise descritiva na qual a
variavel em questao apresenta média igual a zero, como residuos de uma regressao.

Esses dados estao presentes na Figura 3.2 e os resultados dos indices estao na primeira
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parte da Tabela 3.2. Como era de se esperar, o indice de Moran obteve o mesmo valor
independentemente da padronizacao da matriz W e Teiie¢ = Iproposto apenas quando

W ¢ padronizada pela coluna.

Valor maximo em Residuos Valor maximo

-3.844|-2.708

Valores 155 255 155 Valores

400

25 350

-4.728 0.0 255 255 300
250

—25 200

-0.711 155 255 155

Figura 3.3: Exemplo de valor ex-
tremo em um sistema regular com
n=29

Figura 3.2: Exemplo de valor ex-
tremo analisando uma variavel com
média zero

A partir do decaimento das cores da Figura 3.2, infere-se que esse sistema apre-
senta uma autocorrelacao espacial bastante alta. O indice proposto consegue captar
isso, atingindo o valor de 0.994. J4 o indice de Moran, sem o fator de corre¢ao pro-
posto do Cliff e Ord (1969), ndo consegue. Esse indica apenas a existéncia de uma

autocorrelagao baixa, Iyoran = 0.356.

Tabela 3.2: Comparacgao dos valores extremos do indice Proposto e o do indice de Moran

Figura Indice Indice de Moran
Proposto | Linha“ Coluna®
I 0.99435 0.35654 0.35654
max |Teyise (3.2) - 0.41668 0.35857
Teiiss - 0.85567  0.99435

I 0.99999 -0.44 -0.44
max |Terise| (3.3) - 0.45607  0.44109
Telies - -0.96476  -0.99751

® Tipo de padronizacgao da matriz W

O segundo conjunto de dados, Figura 3.3, objetivou simular a utilizagao e a in-
terpretacao do Iproposte COmo um indice que mensura a autocorrelagao espacial e
compara-lo com o Iyoran. Os resultados dos indices estao na segunda parte da Tabela

3.2.
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Note que esse sistema é um exemplo de decaimento perfeito. O valor méaximo da
variavel esta situado no centro do sistema e, a cada nova vizinhanca, esse valor muda
igualmente. Intuitivamente espera-se uma autocorrelagao espacial muito proxima de
+1. Contudo, além do indice de Moran nao atingir um valor proximo a esse, ele
fornece um valor negativo, Iyoran = —0.44.

Ja o indice proposto, além de atingir um valor muito préximo do intuitivo Ipreposto =
0.9999, ele fornece uma explicacao bastante simples do porque ele nao é +1. Como
foi apresentado anteriormente, o indice proposto mensura a correlacao entre o vetor
x e a capacidade de um modelo espacial autorregressivo explicia-lo. Assim, como
pode ser visto na equagao (3.16), nessa problemética o modelo Wx explica quase que

perfeitamente x. Contudo, como x # Wx, o indice proposto nao atinge seu extremo.

x' = (155, 255, 155, 255, 405, 255, 155, 255, 155) (3.16)

Wx' = (152.6, 256, 152.6, 256, 410.7, 256, 152.6, 256, 152.6)

3.3 Distribuicao de Probabilidade Empirica

Uma vez que os resultados do indice proposto foram bastante coerentes, realizou-
se, nessa secao, uma simulacao que objetivou estudar sua distribuicao de probabili-
dade e compara-la com a distribuicao do indice de Moran. O objetivo é propor um
novo teste de hipotese capaz de inferir a existéncia de autocorrelacao espacial.

Em um sistema 7 x 7, utilizando a metodologia queen, (i) gerou-se aleatoriamente
observacoes normalmente distribuidas com média 0 e desvio-padrao 1, (ii) distribuiu-
se aleatoriamente essas observagoes pelo sistema e (iii) calculou-se os valores dos
indices Iyoran € Iproposto- Repetiu-se os passos (i) — (z4¢) 10.000.000 de vezes. A Figura
3.4 apresenta o histograma dos resultados do indice proposto enquanto que a Figura
3.5 apresenta os resultados do indice de Moran. Para ambos casos apresentou-se
também a curva da distribuicao de normal ajustada aos dados.

Em ambos os casos, aplicou-se o teste nao-paramétrico de Shapiro-Wilk. O p-
valor do indice proposto foi 0.2501 enquanto que, para o indice de Moran, foi inferior

a 0.01. Logo, ha indicios que a distribuicao de probabilidade do indice proposto é
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Distribuicdo Empirica do indice Proposto

3.0

Densidade
2.0
[
Nk
A
NN
N
N
N

1.0

0.0
|

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

Figura 3.4: Distribuicdo Empirica do Indice Proposto n = 49

Distribuicio Empirica do indice de Moran

Densidade
0 1 2 3 45 6
|

Figura 3.5: Distribuicdo Empirica do Indice de Moran n = 49

normal.

Uma explicacao para o resultado do teste de hipotese do indice de Moran ter sido
significativo é o fato de se ter utilizando um sistema com apenas 49 observacoes. A
literatura apresenta que o indice de Moran obedece uma distribuicao normal apenas

quando o namero de observagoes ¢ muito grande (Tiefelsdorf e Boots, 1995).

3.4 Topicos Conclusivos

O indice proposto mensura a relacao entre o valor da variavel na regiao ¢ com a
capacidade de esse valor ser previsto através de uma combinacao linear dos valores
vizinhos a regiao 7. Logicamente, quanto menor for o erro de estimacgao, mais o indice

proposto se aproximaré de 1.
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A matriz de proximidade W deve ser padronizada em relacao a coluna de forma
que os vetores x e Wx apresentem a mesma média, viabilizando sua comparacao.

H4 indicios que a distribuicao de probabilidade do indice proposto seja normal
e que, provavelmente, essa convergéncia ocorra mais rapido que a convergéncia da

distribuicao do indice de Moran.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Esse capitulo apresenta uma comparacao da metodologia existente com a metodo-
logia que esta sendo proposta. O objetivo é aplicar o que foi desenvolvido em sistemas
com poucas observacoes, de modo a aumentar os esclarecimentos. A primeira se¢ao
apresenta uma discussao utilizando dados simulados, enquanto a segunda apresenta
duas aplicagoes em dados reais. A primeira aplicacao foi responsavel por despertar a
motivacao para o presente trabalho. Sao dados referentes ao nimero total de roubos
residenciais e de veiculos por mil domicilios, no ano de 1980, em cada bairro de Co-
lumbus, capital de Ohio, Estados Unidos (Anselin, 1988). A segunda abrange dados
referentes ao niumero de titulos de mestrado concedidos no Brasil por Unidade da

Federagao no ano de 2012 (GEOCAPES/MEC).

4.1 Dados Simulados

As simulagoes apresentadas a seguir pretendem continuar o exercicio apresentado
na Introducao, aumentar os esclarecimentos acerca das caracteristicas intrinsecas do
indice I de Moran e testar o indice proposto. Objetivou-se entender a relacao entre
os valores dos indices, o tipo de vizinhan¢a e o numero de vizinhos (curvas de nivel)
geradas a partir da localizagao do pico. Por exemplo, a Figura 4.1 apresenta 4 vi-
zinhancas. Calculou-se o valor do indice de Moran, o valor do indice proposto e a
quantidade de vizinhangas existentes em sistemas quadraticos regulares utilizando as

metodologias de vizinhanca queen e rook. O exercicio abrangeu sistemas de tamanho
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Menor Namero de Vizinhangas

7 [14]21|28|35(42]49
6 [13[20(27|34|41|48 Va'Ofgg
5 [12 40|47
4 |12 39|46 30
3 |10 38| 45 20
219 37|44

10
1|8 |15(22(29|36]43

Figura 4.1: Menor nimero de vizinhangas em um sistema 7 x 7

3 x 3 (n =9) até sistemas de tamanho 14 x 14 (n = 196). Os valores das regioes
x; foram gerados apos a definicao da localidade do pico, replicando a metodologia da
Figura 6. Todas as etapas, desde a criagao dos sistemas quadraticos até os resultados

das simulagoes, foram feitas usando o software R 3.1.2.

Tabela 4.1: Comparagao entre o indice de Moran, o indice proposto e a quantidade de
vizinhancas em um sistema 7 X 7

Queen Rook
Pico | Curvas | Indice de Indice Curvas | Indice de Indice
de Nivel | Moran Proposto | de Nivel | Moran Proposto
1 7 0.8303 0.8718 13 0.9184 0.9249
2 7 0.8406 0.8787 12 0.9139 0.9493
3 7 0.8452 0.8727 11 0.8926 0.9413
4 7 0.8464 0.8715 10 0.8813 0.9491
9 6 0.8331 0.9076 11 0.9058 0.9787
10 6 0.8056 0.8973 10 0.8754 0.9723
11 6 0.7919 0.8873 9 0.8582 0.9797
16 6 0.8056 0.8973 10 0.8754 0.9723
17 5 0.7265 0.9185 9 0.8211 0.9610
18 5 0.6510 0.9110 8 0.7855 0.9687
23 6 0.7919 0.8873 9 0.8582 0.9797
24 5 0.6510 0.9110 8 0.7855 0.9687
25 4 0.5193 0.9497 7 0.7335 0.9770

As Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e D.1 apresentam os resultados das referidas simulagoes

para sistemas regulares com 49, 25, 9 e 196 regioes respectivamente. Os resultados
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do sistema 14 x 14 estao presentes no Apéndice D. Optou-se pela referida alternativa
ja que a Tabela D.1 apresenta um elevado niimero de linhas.

Em suma, para um niimero de observagoes pequeno ou médio, como os sistema
3 x 3 eb x5H, oindice proposto atinge valores mais elevados e, consequentemente,
mais coerentes que os valores de Moran. Na metodologia queen, o indice proposto
obtém valores maiores em situagoes com menor nimero de vizinhangas, como é o caso
da Figura 4.1. Com o indice de Moran, nessa mesma metodologia ocorre o contrario:
obtém-se valores maiores quando h& maior niimero de vizinhancas. Quando utiliza-se

vizinhancas rook, esse padrao nao se mantém.

Tabela 4.2: Comparacao entre o indice de Moran, o indice proposto e a quantidade de
vizinhangas em um sistema 5 X 5

Queen Rook
Pico | Curvas | Indice de Indice Curvas | Indice de Indice
de Nivel | Moran Proposto | de Nivel | Moran Proposto
1 5 0.6850 0.7838 9 0.8400 0.8640
2 5 0.7019 0.8112 8 0.8110 0.9130
3 5 0.7046 0.8016 7 0.7719 0.9026
7 4 0.6359 0.8612 7 0.7474 0.9778
8 4 0.5215 0.8507 6 0.6642 0.9589
12 4 0.5215 0.8507 6 0.6642 0.9589
13 3 0.2283 0.8647 5 0.5095 0.9297

Quando sao comparados os resultados das metodologias queen e rook, observa-
se um nimero maior de vizinhancas em sistemas rook. Outro fato interessante é que
nesses sistemas, os valores de ambos indices sao significativamente maiores do que seus
respectivos valores em sistemas queen. Por exemplo, em um sistema 5 x 5, quando
0 pico situa-se na posi¢ao 7, obtém-se Iyoran = 0.63 € Iproposto = 0.86 na metodologia
queen versus Iyoran = 0.74 € Iproposto = 0.97 na metodologia rook.

Para um ntmero grande de observacoes, por exemplo um sistema 14 x 14, os
valores do indice de Moran e do indice proposto sao bastante semelhantes quando ha
um numero elevado de vizinhancas. Por exemplo, quando o pico localiza-se na regiao
de nimero 1, existem 14 vizinhancas queen e 27 vizinhancas rook. Nessa situacao,
encontraram-se valores muitos semelhantes para ambos os casos: Iyeran = 0.954 e
Iproposto = 0.948 na metodologia queen versus Iyoran = 0.979 € Iproposto = 0.974 na

metodologia rook. Todavia, quando a posicao do pico nao gera muitas vizinhancas,
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como ocorre na regiao de nimero 91: os valores dos dados formam exatamente uma
“piramide” e geram 8 vizinhancas queen e 15 vizinhancas rook. Nessa situacao, os
valores dos indices diferem entre si: Iyoran = 0.855 € Iproposto = 0.989 na metodologia

queen versus Iyoran = 0.932 € Iproposto = 0.993 na metodologia rook.

Tabela 4.3: Comparacao entre o indice de Moran, o indice proposto e a quantidade de
vizinhangas em um sistema 3 x 3

Queen Rook
Pico | Curvas | Indice de Indice Curvas | Indice de Indice
de Nivel | Moran Proposto | de Nivel | Moran Proposto
1 3 0.2386 0.3896 5 0.5556 0.5524
2 3 0.2344 0.5408 4 0.4028 0.7510
5 2 -0.2667 0.7546 3 -0.1111 0.9615

Contudo, o grande destaque do indice definido no presente trabalho é percebido
quando o numero de observacoes no sistema nao ¢ grande. No caso do sistema 3 X 3,
os resultados do indice de Moran sao muito baixos, com excecao do caso em que o pico
localiza-se na regiao de nimero 1 e utiliza-se a metodologia rook. Nessa situacao, os
valores dos dois indices sao praticamente os mesmos: Iyoran = 0.555 € Iproposto = 0.552.

Um aspecto a ser ressaltado é que quando o pico se localiza no centro do sistema,
mesmo existindo uma relacao direta entre tais dados, o indice de Moran é negativo
em ambas metodologias. Situacao semelhante & anélise da Figura 3.3. Contudo,
nessas situacoes ¢ justamente quando o indice proposto atinge valores mais elevados,
caracterizando melhor o arranjo espacial dos dados.

Por fim, realizou-se uma simulacao a fim de descobrir o tamanho do sistema para
o qual o valor maximo do indice de Moran seja aproximadamente igual ao maximo
do indice proposto.

Como visto anteriormente, ambos indices atingem valores mais altos quando utiliza-
se a metodologia rook. Em virtude disso, a convergéncia nessa situagao ¢ mais rapida
que a convergéncia da metodologia queen.

Na metodologia rook, em um sistema de lado 20 x 20 (n = 400), ambos os indices
ja ultrapassaram a casa de 0.99, Iyoran = 0.9901 € Iproposto = 0.9968. Contudo, mesmo
utilizando um sistema 30 x 30 (n = 900), o indice de Moran nao conseguiu alcancar
o valor do indice proposto, Iysran = 0.9965 € Iproposto = 0.9978.

Pela metodologia queen, enquanto que indice proposto ultrapassa a casa do 0.99
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Valores Maximos dos indices Valores Maximos dos indices

Metodologia Queen Metodologia Rook
1.0 1.0
0.9 0.9
o 0.8 o 0.8
S S
'g 0.7 'g 0.7
g 0.6 8 0.6
S 05 - S 05 -
g 0.4 - —— indice de Moran g 0.4 - —— indice de Moran
—— Indice Proposto —— Indice Proposto
0.3 0.3
0.2 0.2
| | | | | | | | | | | | | |
4 8 12 16 20 24 28 4 8 12 16 20 24 28
Lado do Quadrado Lado do Quadrado
Figura 4.2: Convergéncia do valor Figura 4.3: Convergéncia do valor
maximo do indice de Moran em rela- maximo do indice de Moran em rela-
¢ao ao tamanho do sistema utilizando ¢ao ao tamanho do sistema utilizando
a metodologia queen a metodologia rook

em um sistema 13 x 13 (na metodologia rook isso ocorreu em um 12 x 12) o indice
de Moran s6 consegue atingir esse patamar em um sistema 30 x 30 (n = 900). Nessa

situacao, os valores do indices sa0: Iyoran = 0.9915 € Iproposto = 0.9989.

4.2 Dados Reais

4.2.1 Roubos por mil domicilios em Columbus em 1980

Anselin (1988) apresenta dados sobre o total de roubos residenciais e de veiculos
por mil domicilios em cada um dos 49 bairros de Columbus, capital de Ohio, EUA.

Essa aplicacao despertou a motivagao para este trabalho, uma vez que é simples
notar que nos bairros mais ao centro de Columbus h&a muito mais roubos do que nos
bairros mais afastados, Figura 4.4. Essa dependéncia é tao direta que lembra simu-
lagoes feitas anteriormente, como a expressa na Figura 4.1. Contudo, Anselin (1988)
obteve apenas Iyoran = 0.50, afirmando que o sistema apresenta uma dependéncia
espacial moderada, sendo intuitivamente mais baixa que o esperado.

Quando calcula-se o indice proposto e a corregao indicada por Cliff e Ord (1969)

a tais dados, obtém-se valores mais coerentes do que o indicado por Anselin (1988),
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Numero total de roubos por mil domicilios, Columbus, 1980

Figura 4.4: Numero total de roubos residenciais e de veiculos por mil domicilios, Co-
lumbus, 1980

0.69 e 0.68, respectivamente. Tal fator indica uma importante e mais alta correlagao

espacial.

Tabela 4.4: Valores do Indice de Moran em relacdo a metodologia da matriz de proxi-
midade para o numero total de roubos residenciais e de veiculos por mil domicilios em
cada bairro de Columbus, Ohio, 1980

I de Moran Queen Rook |1 /dZ*
Convencional | 0.5001 0.5236 0.3688
CIliff (1969) 0.6837 0.7011 0.7327

Proposto 0.6910 0.6898 0.7579

* Distancia Euclidiana entre os centroides das regides

E importante ressaltar, entretanto, que resultados mais expressivos ocorrem quando
se utiliza uma W com o inverso do quadrado da distancia entre os centroides das re-
gioes, Tabela 4.4. Como argumentado no Capitulo 2, em andlises semelhantes a essa,
é mais recomendado a utilizagao de uma matriz de proximidade que incorpore in-
formacao da distancia entre as regioes pois ela caracteriza melhor o decaimento dos
dados.

Com essa W, o indice de Moran atinge apenas 0.36, nao sendo um valor plausivel

para os dados expostos. Ja o indice proposto atinge 0.76, o que confirma que o niimero
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de roubos em Columbus depende consideravelmente da localidade do bairro. Assim,

quanto mais proximo ele for do centro, mais alto serd o nimero de delitos.

4.2.2 Titulos de Mestrado no Brasil em 2012

A existéncia de uma populacao educada, com adequados niveis de qualificagao
profissional, capaz de se ajustar aos permanentes avancos tecnologicos do processo de
trabalho e dos bens e servicos em geral é condi¢ao necessaria para o desenvolvimento
do pais, para sua competitividade e para a propria qualidade de vida de seus cidadaos

(Viotti et al., 2012).

Titulos de Mestrado por Unidade da Federacdo em 2012

500-1500
1500-3000
I 3000-4500
I 4500-6000
M 11926

Figura 4.5: Nimero de titulos de Mestrado concedidos no Brasil por Unidade da Fede-
ragao, 2012

Com o objetivo de identificar problemas ou necessidades e de orientar politicas
publicas relativas a formacgao, ao treinamento, & absor¢ao e ao emprego de recursos
humanos, o Centro de Gestao e Estudos Estratégicos (CGEE) elabora desde 2010
estudos sobre a formacao e o emprego de mestres e doutores titulados no Brasil.
Esses estudos nasceram a partir da cooperacao entre a Coordenacao de Capacitacao
de Pessoal de Ensino Superior (Capes), o Ministério da Educac¢ao (MEC), o Ministério
do Trabalho e Emprego (MTE), o Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovacao e

Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq) (Viotti et al.,
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2012).

Essa secao objetiva estudar a relacao espacial do ntimero de titulos de mestrado
concedidos em 2012 por Unidade da Federacao da Instituicao de Ensino Superior.
Como era esperado, a UF com maior niimero de titulos é Sao Paulo 11.926 (25.3%),
seguida por Rio de Janeiro 5.921 (12,6%) e Minas Gerais 4.925 (10,4%). As UF’s
com menor nimero de titulos sdo Amapa 61 (0, 12%), Acre 48 (0, 10%) e Roraima 44
(0.09%). Todos os dados sao apresentados na Figura 4.5 (CAPES/MEC, 2015). A

média e o desvio-padrao deles sao 1.745,7 e 2.572, 5, respectivamente.

Tabela 4.5: Valores do Indice de Moran em relacio 4 metodologia da matriz de pro-
ximidade para o nimero de titulos de mestrado por Unidade da Federacao do Brasil,
2012

I de Moran Queen Rook |1/ d}*
Convencional | 0.3299 0.3299 0.1751
CIliff (1969) 0.5485 0.5485 0.4272

Proposto 0.5375 0.5375 0.3826

* Distancia Euclidiana entre os centroides das regioes

Diferentemente do que aconteceu na aplicacao anterior, os dados de titulagao
nao apresentam um decaimento homogéneo. Pelo contrario, sao dados altamente
agregados. A regiao Sudeste sozinha é responsavel por 48.3% das titulagoes. Quando
a metodologia queen é utilizada, obtém-se Iyoran = 0.33 € Iproposto = 0.54. Novamente,
o indice de Moran apresenta um valor inferir ao indice proposto. Esse, por sua vez,
indica uma correlacao espacial moderada entre os dados.

Um aspecto interessante é que, como as fronteiras entres as Unidades das Fede-
racoes brasileiras sao mais assimétricas que as fronteiras de Columbus, nao existem
diferencas entre se utilizar vizinhancas queen ou rook.

Como o Brasil é um pais continental, mais uma vez é valido utilizar uma matriz
de proximidade que incorpore a distancia entre as regioes. Nesse caso, os valores sao
bem inferiores aos da metodologia queen, Iyoran = 0.16 € Iproposto = 0.38. Esse aspecto
termina por indicar correlagao espacial fraca. Que é um resultado mais plausivel,
uma vez que os dados sao altamente agregados e as regides sao muito distantes umas

das outras.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O coeficiente de autocorrelacao espacial fornece um ponto de partida para qualquer
analise que envolve dados georreferenciados. Devido a sua simplicidade, o indice I de
Moran é a estatistica mais famosa e largamente utilizada para esse fim. Contudo, ela
apresenta uma série de limitacoes que muitos desconhecem. Uma delas é sua relagao
com a quantidade de dados observados (demonstrada nesse trabalho) fazendo com
que o Iyoran Nao atinja valores extremos quando o niimero de observacoes do sistema
¢ pequeno.

Inexistia na literatura um trabalho que elenca-se todas as apresentacoes do indice
de Moran. Muito menos um trabalho que apresenta-se como o indice evoluiu da sua
primeira apresentacgao, equagao (1.5), para sua forma atual, equagao (8).

Também inexistia o fato que, se a matriz de proximidade A for simétrica, o indice
de Moran apresenta os mesmos resultados, independente se A for padronizada pela
linha ou pela coluna.

A proposta de modificacao do indice I de Moran, introduzindo no coeficiente de
correlacao de Pearson o conceito de modelagem espacial autorregressiva de primeira
ordem, se mostrou bastante coerente. Os resultados mais expressivos sao percebidos
quando o sistema apresenta um nimero de observacoes pequeno ou médio. Isso é
uma confirmacao do fato de que muitos trabalhos podem estar sub-representando a
verdadeira relacao espacial entre os dados. Para sistemas com um nimero grande
de observacgoes, o indice de Moran e o indice proposto fornecem valores bastante

semelhantes.
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Uma vez que o indice proposto apresentou-se bastante coerente, realizou-se um
primeiro exercicio a fim de se estudar sua distribuicao de probabilidade. Esse exercicio
indicou a possibilidade dessa distribuicao ser normal. A continuacao desse trabalho
objetivara essa deducao algébrica. A intencao é propor um novo teste de hipotese
capaz de inferir a existéncia de autocorrelacao espacial.

Outra proposta de trabalho futuro é generalizar os resultados aqui apresentados
para o indice C de Geary e o indice de Moran local.

Uma limitacao do presente trabalho foi o fato da grande maioria das simulagoes
incluirem apenas sistemas quadraticos regulares. Nao foi feita uma busca exaustiva
em sistemas com outro formato, muito menos em sistemas irregulares, onde ha maior
nimero ligacoes entre as regioes. No entanto, isso nao invalida os resultados aqui

apresentados.
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Apéndice A

Valores Extremos do Coeficiente de

Correlacao de Pearson

Como foi apresentado na introdugao do presente trabalho, na equagao (1), a cor-
relacao entre as varidveis X e Y é definida por

p— 700255;1/) (A1)

ox é o desvio padrao de X, oy é o desvio padrao de Y e cov (X,Y) é a covariancia

entre X e Y. Sabe-se, por definicdo, que a variancia de qualquer variavel é sempre

positiva. Assim, pode-se escrever

X Y
Var (— + —) >0 (A.2)
ox Oy
Usando a propriedade da variancia da soma de duas varidveis aleatorias, pode-se

reescrever (A.2) como

X Y XY
Var <—) + Var <—) + 2cov <—, —) >0 (A.3)
ox Oy ox Oy

1 1
—5Var (X) + —Var (Y) + cov(X,Y) >0

14+1+

cov(X,Y) >0

Ox0Oy
L4 o (X,Y)
Ox0y

~ cov (X,Y) -

v

0
p

0x0y

De maneira analoga também existe a inequacao
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X Y
Var (———) >0
ox Oy

Aplicando a mesma metodologia que (A.3), obtém-se

X Y XY
Var (—) + Var (—) — 2cov (—, —) >0
ox Oy ox Oy
1 cov (X,Y) >0
Ox0Oy
p= OV Y)
Ox0Oy
Finalmente, a partir de (A.3) e (A.5)
—1<p<1
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Apéndice B

Valores Extremos da Autocorrelacao

em Séries Temporais

Uma fungao f (x), definida em z € X, é dita ser semidefinida positiva se

Z Z ajakf (tk - tj) Z 0 (Bl)

j=1 k=1

aqui ¢; € Rparai=1,--- ,net; —t; € X para todo par ordenado (i, j).

Seja X; uma série temporal com ¢ € T. Sem perda de generalidades, sera adotado
que X; tem média nula, ou seja, F {X;} = 0. Assim, defini-se (t1,%9, - ,t,) € T e,

pela equacao (4) da Introducdo, sabe-se que 7 (f; —t;) ¢ a covariancia entre X, e

X4, Como a variancia de uma variavel aleatoria é sempre nao negativa, tem-se

0 < Var {Z ant]} —E {Z ajakxtjxtk} (B.2)

j=1 j=1 k=1
=22y (k=)
=1 k=1
Definindo n = 2 em (B.2), obtém-se
0 < a2y (0) + a3y (0) + 2a1a97 (t — to) (B.3)

Com alguma &algebra obtém-se

—ayagy (t — t2) < (a% + a%)
7 (0) -2
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Primeiramente defini-se ¢; — t5 = h. Depois, definindo —a; = a, = 1 obtém-se

(=15 <1 (B.5)

Agora definindo a; = ay = 1 obtém-se

p(ny =20 5 (B.6)

7(0)

Finalmente, a partir de (B.5) e (B.6)

—1<p(h) <1 (B.7)
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Apéndice C

Valores Extremos da Indice de CIliff e
Ord (1969)

Como foi apresentado na introducao do presente trabalho, Cliff e Ord (1969)
propos uma generalizacdo da estatistica proposta por Moran (1950) para mensurar a

autocorrelacao espacial em um espaco bidimensional

D (o) WijiZj

Teriff = WZ" 2 (C-l)
i=1%i

com Y5y =D 015 D g = Doy Dy Para i F je W =73, w;. Além da generali-
zagao, Cliff e Ord (1969) calculou os valores extremos que (C.1) atinge. Para tanto,

primeiro definiu o numerador de (C.1) como

T = Z WijZi %5 (CQ)
2)

Definiu &k = n(i — 1) + j, com k = 1,...,n?, assim
Wp = Wij Ve = V-n+j = %5 Vi = Vj—n+l-ni = i (C.3)

Logo, (C.2) pode ser escrita como ), wyy,v,. Usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz tem-se que

1/2
T = wiwwin < { <Z wk%%) <Z wk”l%) } =T" (C.4)
P P P

Isso implica que o valor absoluto de r¢1i¢¢ Obedece a inequacao

T*
‘r01iff| < Zn 2 (C-5)

i=1%i
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Para simplificar a demonstracao, de agora em diante, sem perda de generalidade, sera
adotado que W = n. Para que reis¢ pertenca ao intervalo [—1;+1], o numerador de

(C.5) deve ser menor que denominador

Z w;. 27 Z wizl | < Z 22 (C.6)
(1) (1)

(1)

A inequacao (C.6) se transforma em uma igualdade quando w; = w.; = 1. A estatis-

tica (C.1) pode ser reescrita como

(C.7)

Cov <Z w”zj,zz) Var <Z] wijzj> ’
[Var (z:) Var (2)] Var (Zj Wiij)
Cov (Z] Wij%j, zi) Var (ZJ wijzj> :

[Var (ZJ wijzj> Var (zl)} : Var (z)

NI

Com J = J(i) represento o conjunto das regioes vizinhas a regiao i. Assim, max |re1i¢z| <

1 sempre que

r (Z wijzj> < Var(z) (C.8)

J

Suponha agora que, cada observagao seja composta por duas componentes, por exem-
plo z; = a; +bcom ¢ = 1,....,n. A componente b é comum para todas regides e
Cov (a;,b) = 0 para Vi. A componente a; é ndo correlacionada com as outras compo-

nentes a; para i # j. Definindo-se Var (a;) = 0% e Var (b) = o® tem-se
Var (z) = o +a? (C.9)
r <Z wijzj> =n"to? wa] + a?
J 2)
Substituindo (C.9) em (C.8) obtém-se que max |re1i¢¢| < 1 sempre que

waj <n (C.10)
(2)

A equagao (C.10) sera verdade sempre que a matriz de pesos estiver padronizada em

72



relacao a suas linhas, ou seja, w;, = 1. Assim, usando uma matriz padronizada, a

equagao (C.8) implica que

Var (ZJ wijzj>
Var (z)

(C.11)

max ‘rC1iff ‘ =

Finalmente, sem perda de generalidade, se a matriz de proximidade nao estiver pa-

dronizada, o maximo absoluto de (C.1) é definido como

1
2

n | Var (Z] wijzj>
W Var (z)

(C.12)

max |1"01iff | =
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Apéndice D

Simulacao em um Sistema 14 x 14

Metodologia Queen

14128 (42|56 | 70|84 |98 |112[126]|140(154[168]|182|196

1312741 (5569|8397 1111125]139|153|167(181(195

121264054 |68 82|96 [110/124|138|152|166|180(194

11 165(179|193
10 164|178|192
9 163[177[101 valores
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Figura D.1: Sistema 14 x 14 com pico na regiao 91
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Tabela D.1: Comparacao entre o indice de Moran, o indice proposto e a quantidade de
vizinhancas em um sistema 14 x 14

Queen Rook
Pico | Curvas | Indice de Indice Curvas | Indice de Indice
de Nivel | Moran Proposto | de Nivel | Moran Proposto
1 14 0.9547 0.9485 27 0.9796 0.9741
2 14 0.9566 0.9475 26 0.9810 0.9799
3 14 0.9580 0.9454 25 0.9791 0.9784
4 14 0.9591 0.9441 24 0.9766 0.9788
5 14 0.9600 0.9433 23 0.9738 0.9794
6 14 0.9607 0.9428 22 0.9714 0.9803
7 14 0.9610 0.9426 21 0.9700 0.9820
16 13 0.9576 0.9545 25 0.9825 0.9859
17 13 0.9574 0.9526 24 0.9805 0.9847
18 13 0.9569 0.9502 23 0.9780 0.9856
19 13 0.9564 0.9487 22 0.9752 0.9866
20 13 0.9561 0.9476 21 0.9727 0.9879
21 13 0.9559 0.9470 20 0.9712 0.9895
30 13 0.9574 0.9526 24 0.9805 0.9847
31 12 0.9560 0.9594 23 0.9781 0.9833
32 12 0.9533 0.9573 22 0.9750 0.9840
33 12 0.9506 0.9546 21 0.9715 0.9849
34 12 0.9484 0.9528 20 0.9682 0.9861
35 12 0.9472 0.9518 19 0.9662 0.9878
44 13 0.9569 0.9502 23 0.9780 0.9856
45 12 0.9533 0.9573 22 0.9750 0.9840
46 11 0.9484 0.9643 21 0.9710 0.9848
47 11 0.9420 0.9619 20 0.9663 0.9857
48 11 0.9363 0.9590 19 0.9618 0.9869
49 11 0.9330 0.9575 18 0.9589 0.9887
58 13 0.9564 0.9487 22 0.9752 0.9866
59 12 0.9506 0.9546 21 0.9715 0.9849
60 11 0.9420 0.9619 20 0.9663 0.9857
61 10 0.9312 0.9698 19 0.9600 0.9866
62 10 0.9189 0.9676 18 0.9537 0.9879
63 10 0.9109 0.9654 17 0.9495 0.9898
72 13 0.9561 0.9476 21 0.9727 0.9879
73 12 0.9484 0.9528 20 0.9682 0.9861
74 11 0.9363 0.9590 19 0.9618 0.9869
75 10 0.9189 0.9676 18 0.9537 0.9879
76 9 0.8984 0.9777 17 0.9451 0.9893
86 13 0.9559 0.9470 20 0.9712 0.9895
87 12 0.9472 0.9518 19 0.9662 0.9878
88 11 0.9330 0.9575 18 0.9589 0.9887
89 10 0.9109 0.9654 17 0.9495 0.9898
90 9 0.8809 0.9770 16 0.9392 0.9913
91 8 0.8552 0.9898 15 0.9320 0.9932
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