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Resumo

Neste trabalho, estudamos a formulagao da distribuicao de fungoes de varidveis
aleatorias continuas dependentes. O mecanismo de modelagem da dependéncia é
feita via funcoes copulas. Dentre os resultados obtidos formulamos a expressao
geral da distribuicao da soma de n variaveis aleatorias dependentes. Expandimos
a abordagem para a distribuicao de outras funcoes de variaveis aleatorias tais
como o quociente, produto e uma combinacao convexa. Por meio das R-Vines
Copulas, obtivermos também a expressao da soma de n varidveis aleatorias em
que cada componente é governada por um processo GARCH(p,q). A partir deste
resultado, calculamos o Value-at-Risk (VaR) e Expected Shortfalls (ES) da soma
dessas variaveis. Em funcao desta estrutura, as medidas de risco passam a adquirir
um comportamento dindmico. Ao final do trabalho exibimos algumas ilustragoes
numéricas via simulagao de Monte Carlo. Apresentamos também uma aplicagao

com dados reais provenientes de bolsas de valores da América Latina.

Palavras-chave: Distribuicao da soma, produto e quociente de variaveis aleato-

rias; Copulas; R-Vines; VaR; ES.



Abstract

In this thesis, we studied the distribution of function of dependents continuous
random variables. The modeling dependencies structures are made via copula
functions. We obtain the general expression of the distribution of the sum of
n dependents random variables. This approach is expanded for other functions
such as ratio, product and a convex combination. Using R-Vines Copulas, we
also derive an expression of the sum of n dependents random variables, being
each component governed by AR(b)-GARCH(p,q) process. From these results,
we assess the Value-at-Risk (VaR) and Expected Shortfalls (ES) of the sum of
these variables. According to this structure, the VaR takes a dynamic behavior.
At the end of this thesis, we show some numerical illustrations via Monte Carlo
simulation. An application with real data from Latin American stock markets is

also presented.

Keywords: Distribution of sum, product and quotient of random variables; Cop-

ulas; R-Vines; VaR; ES.
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Introducao

A distribuigao de fungoes de variaveis aleatorias é utilizada frequentemente
em muitas areas da estatistica. A importancia destas distribui¢ées surge em razao
da grande aplicabilidade em diversos ramos da estatistica. Na inferéncia estatis-
tica, por exemplo, as distribui¢des Qui-Quadrado, Gama e Estaveis originam-se da
soma X +---+ X, das X;’s variaveis aleatorias independentes. J4a as distribuicoes
t-Student, F' de Snedecor, Slash, Beta e Dirichlet sao provenientes de quocientes

de variaveis aleatorias independentes.

Em diversas aplicacoes nas areas de financas, atuaria, hidrologia, engenharia
de confiabilidade, anélise de sobrevivéncia, entre outras, aparecem com recorréncia
também as distribui¢oes de funcoes do tipo soma > | X;, combinacdo convexa
>, mX;, produto XX, quocientes Xl/XQ e Xl/ (X1 4+ X5), aqui denominados
de quociente ou razao do tipo 1 e tipo 2, respectivamente. Sob suposi¢ao de
independéncia, muitos estudos na literatura tratam dessas fungoes de variaveis
aleatorias com as mais diversas distribuigoes. Nadarajah e Dey (2006) analisaram
a distribuicao do médulo do produto e do quociente do tipo 1 de varidveis aleatorias
t-Student. Idrizi (2014) estudou a distribuigdo do produto e do quociente tipo 1
de variaveis aleatorias Pareto e Kumaraswamy. Com a distribuicao Beta, Pham-
Gia (2000) formulou a distribuigdo da razao do tipo 1 e 2 e com esses resultados
aplicou na area de engenharia de confiabilidade. Shakil (2006) deriva a distribui¢ao

da razao do tipo 1 de variaveis aleatorias gamas. Ja Ali et al. (2007) obtiveram a



distribuicao e os momentos do quociente tipo 2 entre Gamas invertidas em termos

de funcgoes especiais.

No entanto, poucos sao os estudos para a distribui¢ao das fungoes acima ci-
tadas, quando as variaveis aleatorias nao sao independentes. Dentre alguns deles,
podemos destacar Press (1969) que tratou do quociente do tipo 1 de t-Student
bivariada motivado por aplicacoes em econometria bayesiana. A partir da distri-
buigao Beta bivariada, proposta por Libby e Novick (1982), Nagar et al. (2009)
formularam a distribuicao do produto e do quociente tipo 1 e 2 em termos da fun-
¢ao hipergeométrica de Gauss. Com a distribuicao Lomax bivariada, Nadarajah
(2005b) obteve a distribuigao da soma, produto e razao do tipo 2 em termos da
fungao hipergeométrica de Gauss. Essas mesmas distribuigoes foram derivadas por
Nadarajah (2005a) deriva a distribui¢ao a partir da Gumbel bivariada. Vale a pena
notar que em todos esses as estruturas de dependéncia adotadas sao distribuigoes

bivariadas especificas.

A obtencao de uma distribuicao multivariada apropriada a um modelo pro-
babilistico pode ser de dificil determinacao. Uma alternativa para sua construcao
é através de funcao de copulas. A vantagem de sua utilizagao reside na segregacao
das distribui¢oes marginais com a fungao de dependéncia. Em funcgao disso, as
coOpulas disponibilizam uma gama de estruturas de dependéncia, o que permite
uma elaboracao bem flexivel de distribui¢oes multivariadas. A teoria de cépulas
iniciou-se com Sklar (1973) sendo extensivamente estudada por outros pesquisado-

res. Um livro classico de teoria de copulas, citado recorrentemente na literatura,

¢ o do Nelsen (2006).

Apesar da ampla variedade de familias de fungoes copulas, elas se restringem
majoritariamente a copulas bivariadas. As copulas multivariadas sao, em geral,
determinadas por um tnico parametro, o que limita a estrutura de dependéncia

mutua entre as variaveis. Uma alternativa para a construcao de distribuigoes



multivariadas é por meio de copulas bivariadas conhecida por PCC (Pair Copulas
Constructions). Este método tem origem no trabalho de Joe (1996), em que a
distribuigao n-dimensional é dada a partir das marginais e de n(n—1)/2 parametros
de dependéncia, um para cada par de marginais. Posteriormente, Bedford e Cooke
(2002) introduziram uma estrutura grafica chamada de Regular (R-) Vines Copulas
para organizar a decomposicao entre as variaveis. A decomposicao pode ser de duas

especies: Drawable (D-) Vines ou Canonical (C-)Vines Copulas.

As copulas tém-se mostrado muito tuteis em uma série de aplicagbes. Na area
de finangas, em especial, Cherubini et al. (2004) tratam de uma ampla variedade
de utilizacao de copulas. Uma aplicacao recorrente é a modelagem de dependéncia
entre ativos. Um ponto interessante que surge a partir dai, é a mensuracao do risco
de um portfolio pelo Value-at-Risk de W,, = X; + -+ + X,, com nivel de o x 100%

de confianca dado por

VaR,(W,) = —sup{w € R|P (W, <w) < a},

em que W, representa o retorno de uma carteira de investimento contendo n ativos.
Em sintese, o VaR,(W,) capta o maximo das perdas potenciais que ocorrem
com « X 100% para um dado periodo. O Value-at-Risk se tornou muito popular,
sobretudo em virtude do comité de supervisao bancéria de Basileia adotéa-lo como
medida padrao (Choudhry, 2006). Uma dificuldade ¢ determinar a distribuicao de

W, levando-se em conta a dependéncia entre os ativos.

A formulacao da distribuicao da soma de duas variaveis aleatorias dependen-
tes induzida por uma funcao copula bivariada foi desenvolvida por Cherubini et al.
(2011). A generalizacao desta formulagao, para o caso de n variaveis aleatorias,
foi proposta por Irene e Klaus (2014). Estes autores sugerem ainda aplica¢oes na

area de finangas com o calculo do Value-at-Risk.



Neste trabalho estudamos a distribui¢ao da soma, combinagao convexa, pro-
duto e quociente tipo 1 e 2 de variaveis aleatérias, considerando uma estrutura de
dependéncia dada por um fun¢ao copula. No que tange a distribui¢ao da soma,
estendemos a abordagem de Cherubini et al. (2011) para o caso n-dimensional,
ampliando também para a combinacao convexa. A expressao obtida é analoga a
encontrada por Irene e Klaus (2014), porém com uma demonstracdo alternativa.
Examinamos também o caso da distribui¢ao da soma onde a fun¢ao copula é gerada
a partir da mistura de outras copulas, o que permite uma estrutura de dependén-
cia mais flexivel. Outro ponto tratado neste trabalho foi a deducao das expressoes

gerais para a distribuicdo do produto e dos quocientes Xl/XQ e Xl/ (X1 + Xo).

Motivado por aplicagoes na area de finangas, estendemos o estudo também
para a distribuicao da soma e da combinagao convexa quando o vetor de varia-
veis aleatorias (Xiy,...,Xp:) € governado por um processo AR(b)-GARCH(p,q), em
que a distribuicao multivariada das inovacoes de cada processo possui dependéncia
dada por uma funcao copula. A incorporacao dessa caracteristica confere um ca-

rater dinamico ao Value-at-Risk, pois para cada tempo t obtém-se valores distintos

do VaR,:(Wye).

Assim, no primeiro capitulo realizamos uma ampla revisao da teoria de Co-
pulas, incluindo as principais familias de distribui¢oes, medidas de dependéncia,
copula condicional, bem como as misturas de copulas. No Capitulo 2 introduzimos
o mecanismo de construcao de distribui¢goes multivariada via PCC e as classes das

R-Vines copulas, mais especificamente as C-Vine e D-Vine.

A partir dos elementos destacados nos capitulos anteriores, no Capitulo 3
apresentamos os principais resultados do trabalho seguidos de alguns exemplos.
Na secao 3.1, tratamos da distribuicao da soma e combinagoes convexas de va-
riaveis aleatorias dependentes. Na Proposicao 4 e no Coroléario 7 exibimos a for-

mulagao da distribuicao da soma e combinagao convexa de n variaveis aleatorias,



respectivamente. Ainda na mesma se¢ao, no Corolario 5, obtemos a distribuicao
da soma de duas variaveis aleatorias dependentes quando a fungao copula é base-
ada na mistura de duas outras copulas. Na secao 3.2, a Proposicao 5 apresenta a
expressao da distribui¢ao do produto X; X5 e quociente X; / X5 e na Proposicao 6

a expressao da distribuicao do quociente X; / (X1 + Xo).

No Capitulo 4 exploramos o caso de variaveis aleatérias envolvendo processo
AR(b)-GARCH(p,q). Na Proposigdo 10 enunciamos a formulacao da distribui-
¢ao da soma de variaveis aleatorias onde as inovagoes de cada processo AR(b)-
GARCH(p,q) possui dependéncia induzida por fungdes copulas. Seguindo esta
mesma estrutura, a Proposicao 10 exibe a expressao para o caso da combinagao
convexa. No Capitulo 5 abordamos brevemente os métodos de estimacgao dos pa-

rametros das copulas.

Por fim, no Capitulo 6 exibimos ilustragoes numéricas a fim de analisar os
resultados tratados nos capitulos anteriores. Na secao 6.1 construimos alguns
exemplos via simulacao de Monte Carlo. A partir das expressoes enunciadas nos
Capitulos 3 e 4 e dos parametros estimados, a partir dos dados gerados pela simu-
lacao, tracamos a distribui¢ao da soma, combinagao convexa com e sem estrutura
GARCH, tanto para o caso bivariado quanto para o trivariado. Ao fim desta se-
¢ao, realizamos o mesmo procedimento para a distribuicao de X; / (X1 4+ X5). Na
secao 6.2 utilizamos dados reais referentes as séries historicas dos principais indi-
ces das bolsas de valores das trés maiores economias da América Latina: Brasil,
Argentina e Chile. A partir dos retornos dos indices, modelamos a distribui¢ao
multivariada via D-Vine copula e construimos a distribui¢ao da soma dos log’s
retornos e as respectivas medidas de risco VaR,(W3). Na sequéncia, incluimos a
caracteristica heterocedéstica dos log’s retornos via AR(1)-GARCH(1,1) e mode-
lamos novamente a distribuicao da soma. Ao final, geramos uma série histérica

dos VaR, +(Wy:) ao longo do ano de 2015.






Capitulo 1

Copulas e Dependéncia

Nas ultimas décadas, o estudo e aplicabilidade das fungoes copulas tem-se
tomado bastante popular em diversas areas da estatistica aplicada devido & grande
quantidade disponivel de fun¢oes copulas que podem ser utilizadas como funcgoes

de distribuicao multivariadas.

Neste capitulo, inicialmente abordamos alguns aspectos importantes acerca
das distribuicoes multivariada e das copulas. Na sequéncia, sera tratada as medidas
de dependéncia, assim como as principais familias de fungoes cépulas bivariadas e
suas propriedades. Ao longo deste capitulo as defini¢oes e as propriedades inseridas
sao baseadas nos trabalhos de Nelsen (2006) ¢ Embrechts et al. (2001a), bem como

boa parte da notacao seguida por estes autores.

1.1 Distribuicao Multivariada

Um ponto primordial deste trabalho fundamenta-se a partir da ideia de dis-
tribuicao multivariada. A definicao da fungao de distribuicao multivariada e suas
propriedades foram retiradas de James (2011) e Embrechts et al. (2001a). To-

davia, antes de definir uma funcao de distribuicao multivariada introduziremos



8 Capitulo 1. Coépulas e Dependéncia

alguns conceitos preliminares que serao utilizados na se¢ao subsequente.

Primeiro introduzimos o operador diferenca AZ‘Z aplicado a uma funcao real
H : R™ — R em um intervalo I, = (ag,bx] com k = 1,....,n que é caracterizada pelas

seguinte operacao,

AZ’ZH (1,eesn) = H (21,00, k1,085, Tkt 15 Tn) — H (21,00 Tk 1,0k, Tl 1,y T ) -
(1.1)
Utilizamos a notacao usual DomH e RanH para o dominio e o contra-dominio
da funcao H, respectivamente. Também denotamos o conjunto S = [0,1]" C R"
referente ao um hipercubo unitario de R" e dizemos que é definido quase certamente

se o conjunto de pontos de R™ que nao pertence a S possui medida nula.
A partir do operador (1.1) definimos Voly.

Definicao 1 Sejam 51,55,...,5,, subconjuntos nao vazios de R, H uma funcao real
de n variaveis tal que DomH = S; x Sy X -+ x S, e seja também B = [a,b] =
([a1,b1] % [ag,ba] X ... X [an,b,]) um cubo n-dimensional em que os vértices estao
contidos no DomH onde a < b para todo a, < by, k = 1,2,...,n. Entao o H-
Volume sobre o cubo n-dimensional, B = [a,b], ¢ dado pela aplicacdo sucessiva do

operador diferenca,
VOZH(B) = AZH(m) = AZiAIfQ e AZ:H(xl7x27"'7xn)a (12)

em que os pontos onde sao aplicados as diferencas sao os vértices do cubo n-

dimensional. O

Temos também que a funcao H é nao decrescente na k-ésima componente se
(t1,to, sty 1,@5t ks 1, ntn) € (1,250 tk_1,Ystkr1,-- ) pPertencente ao DomH, com

T S Yy entao ocorre H (t1,tg,...,tk_l,x,tk+1,...,tn) S H (tl,tQ,...,tk_l,y,tk+1,...7tn>.

A partir deste ponto temos os elementos para definir uma funcao de distri-
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buicao multivariada.
Defini¢ao 2 (Distribuigao Multivariada): Uma fungao F' : R — [0,1] ¢ uma

distribuicao multivariada se satisfaz a seguintes condicoes:

1. F(zy,x,...,z,) ¢ ndo-decrescente em cada uma das variaveis.
2. F(x1,xs,...,x,) € continua a direita em cada uma das variaveis.

3. Para qualquer indice k£ = 1,2,....n,

lim  F(21,22,,Tk_1,TkThi1yeerTn) = 0,
Tp—>—00

e também

lm  F(21,22,. . ,Tk—1,TkTht1yeerTn) = L.
VEk,x——+00

4. Volpy (S1,59,...,5,) > 0, em que VS, = (ag,br] C R em que k = 1,2,....,n.

A condigao 3 garante que 0 < F(z1,x9,...,x,) < 1.

Neste trabalho, denotaremos as fungoes marginais da distribuigao multivari-
ada F'x por F,Fs,....F, ou por Fy, Fx,,....,Fx,. Portanto, dada uma distribuigao

multivariada F'x é possivel obter:

1. a distribuigao marginal Fj, tomando o limite Vx4, — oco. Em outras pala-

vras,

Fi(zy) = Vj;ékhgl-—m F(x1,x9,...,x,). (1.3)

2. no caso em que a distribuicao Fx é absolutamente continua, a fungao de

distribuicao condicional é obtida por,

F(Z1,0 1, Tkt 15y T | TE) = %F(ml,...,xk,...,mn), (1.4)
k
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para k =1,2,...,n.

Exemplos bastante conhecidos de distribui¢goes multivariadas sao as distribuigoes
chamadas de limitantes inferior de Fréchet, Fp, e limititante superior de Fréchet,

Fy, definidos respectivamente por,

Fr(x1,x9,...,x,) = max =W (Fi(x1),F5(x9),...Fn (),

ZF(xk)—nJrl,O

k=1

(1.5a)

Fy (x1,29,...,2,) = min [F(zq),F(x3),....F(z,)] = M (Fy(21),F5(22),....Fr(z,)) -
(1.5b)

Logo,

W (Fy(x1),Fo(x9),. ., Fr(x)) < F(x1,22,0,20) < M (Fy(21),Fo(22),....Fr(z))
(1.6)
em que o limite superior M é sempre uma distribui¢ao conjunta e o inferior W é
sempre uma distribuicao conjunta para n = 2. Para n > 2 sao necessarias algumas

condigoes adicionais (Trivedi e Zimmer, 2005). A inequagao (1.6) é chamada de

desigualdade de Fréchet-Hoeffding.

Outra fungao que cabe ressaltar é a distribuigao n-variada produto (indepen-

déncia) dada por,

F (1'1,1‘2,...,1'”) = F1(ZE'1)F2(CE2) tee Fn(xn) (17)

O conceito a seguir serd utilizado para mostrar algumas propriedades das

copulas.

Definigao 3 (Inversa Generalizada):Seja F' uma funcdo de distribui¢ao uni-

variada, defini-se a inversa generalizada ou quasi-inversa de F' como uma funcao
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F~1: T — R tal que,

1. se t estd em RanF', entdao F~1(t) é qualquer ntimero z € R tal que F(z) = t,

isto ¢, Vx € RanF' tem-se que,

2. se t ¢ RanF, entao,

F7Y(t) = inf {z|F(x) >t} = sup {z|F(x) < t}.

O

Essa funcao serda importante na construcao de distribui¢oes multivariadas

com o uso de fungoes copulas como apresentaremos imediatamente a seguir.

1.2 Funcoes Coépulas

A definigao mais usual de copula ¢ uma fungao de distribuigao C : [0,1]" —
[0,1], isto &, uma fungdo de distribuigdo multivariada n-dimensional definida em

um hipercubo unitario de mesma dimensao.

Defini¢ao 4 (Fungao Copula). Uma fungao copula n-dimensional é uma fungao

C :10,1]" — [0,1] que satisfaz as seguintes condigoes,

1. C' é nao decrescente e continua a direita em cada componente.

2. Para cada indice k£ = 1,2,...,n tem-se que

Hm  C(ug,ugy.. U1, Uy Ut 15y Up) = 0,
uk~>0+
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lim  C(uy,ug,...,Uk—1,Ug, Ukt 1, Up) = 1.
Vkaup—1—

3. VOZC(51,527...,Sn) Z 0, \V/Sk = (ak,bk] g I = [0,1], k= 1,2,...,71.

4. A i-ésima funcao marginal da cépula é escrita por,
Clu;)) = lim  Cuy, - Uim1,Ui Ui, 5Un)
Vk#i,up—1—

=C(1,1,.1,u;,1,...,1)

—= ui7
para k = 1,2,...n e u € [0,1].

0

A Condigao 4 indica que a i-ésima distribui¢ao marginal unidimensional da
copula ¢ uniforme [0,1]. Para obté-la bastar tomar o limite u,, — 1~ para variaveis
k=12,...—12+1,.n. A Propriedade 2 estabelece que, se uma das variaveis é
igual a zero, entdo a fun¢ao C' é igual a zero, ou seja, a C'(S7 X Sa... X Sk_1 X Sk X
Skt1-.- X Sp)=0 se S, = {0} para algum k = 1,2,..,n. A dltima condigdo garante
que a probabilidade, induzida por C', de qualquer intervalo n-dimensional contido
no Dom(C' é nao negativo. Todas as propriedades listadas acima sao equivalentes a
da distribuicao multivariada apresentada na secao anterior. Essa caracteristica ja
era esperada visto que as fungoes copulas também sao distribui¢coes multivariadas,

n

porém restritas a [0,1]

Uma relacao importante utilizada para demonstrar o Lema 2 do Capitulo 3

é a seguinte inequagao de uma cépula n-dimensional,

C(u) = C(v)| < Juk — v, (1.8)
k=1
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onde u,v € [0,1]". Logo, C é uniformemente continua em [0,1]". Este resultado
¢é proveniente da desigualdade triangular e a demonstracao da inequagao pode ser

vista em Nelsen (2006), p.11.

Um dos pontos que torna uma funcao copula interessante é que se X tem
distribuigao acumulada F' (X ~ F) entao F(X) =Y ~ U(0,1) (ver Teorema 13 no
Apéndice A). Desse modo, um importante teorema que relaciona as distribuigoes

multivariadas com as fungoes copulas é o de Sklar.

Teorema 1 (Teorema de Sklar) Seja Fx a funcao de distribuicdo multivari-
ada com marginais F,Fs,...,F,. Entao existe uma copula C tal que para todo

(x1,x9,....x,) € R",

F(Jfl,l’g,...,l'n) = C(F1(ml),Fg(xg),...,Fn(mn)). (19)

Se Fi, Fs,....F, sao todas absolutamente continuas, entao C' é tinica, caso contrario,
C' é unicamente determinada em Ranl) X RankF,; x --- x RanF,. No sentido
contrario, se C' é uma funcao copula n-dimensional e F,F5,...,F, sao funcoes de
distribuicao, entao a funcao F' definida acima é uma distribuicao multivariada

n-dimensional com marginais Fi,Fb,....F},. [l

A prova pode ser encontrada em Sklar (1973).

Por meio do Teorema de Sklar é possivel estabelecer uma ligacao entre a
distribuicao multivariada com suas distribui¢oes marginais, a fungao copula e suas

marginais uniformes. Esta relacao é destacada pelo seguinte corolario.

Corolario 1 Seja F'x uma funcao de distribui¢ao multivariada com distribuicoes

marginais continuas Fi,Fy,....F, e C a copula associada a F'x, entao para qualquer
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(U1, Ug,... upn) € [0,1]" e 21 = Fy ' (uy), 10 = Fy H(ug),..., 2, = F7(u,) tem-se que,

F(E7 (uy), Fy H(ug), e Fy H(ug)) = Pr(F7HUL) < o0, Fy Y (Uy) < @, E7HUL) < x)
= Pr(U; <uy,Uy < ug,...,U, < uy)

= O(u17u27“'7un)7
¢ a Unica copula associada a distribuicao Fx. O

Em outras palavras se X ~ Fx e Fx é continua entao,
(F1<X1),F2<X2),,Fn<Xn)) ~ O,
e no sentido contrario se U ~ C' entao,

(F (), Fy Y (Ua),..,. F, N (U,)) ~ Fx.

Do Teorema 1 e do Corolario 1, temos que uma distribuicao multivariada Fx
associada a (X1,X5,...,X,,) com marginais F|,Fy,....F, e copula associada Cy que

pode ser construida através de (1.9),

F(xy,29,....x,) = C(Fi(21),F5(x2),....Fo(2,); 0), (1.10)

em que 6 é o parametro ou o conjunto de parametros da fungao copula. Ele é
responsavel por configurar a estrutura de dependéncia entre as marginais. Por
consequéncia disso, 0 é chamado de parametro de dependéncia. Trivedi e Zimmer
(2005) destacam que a vantagem do uso de copulas reside no fato de que as fun-
¢oes marginais F(x1),Fs(xs),....F,(z,) associadas a copula Cy podem pertencer a

qualquer familia de distribuicao, independentemente da fungao copula.

Os resultados apresentados acima permitem estabelecer um método de cons-
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truir copulas a partir de uma distribui¢ao conjunta. Este método pode ser visto

por meio do seguinte exemplo.

Exemplo 1 (Nelsen, 2005). Considere a seguinte fungao bivariada F'x descrita

por, (
%, se (z1,29) € [—1,1] x [0,00),
F(ri,a2) = 41— e 2, se (z1,r9) € [1,00) x [0,00),

0, caso contrario.

\

Tomando os limites lim,, o0 Py parai =12 obtém-se as marginais Fi e F;, dadas

port,
(

0, se x1 < —1,
Fi(z) = q (11 +1)/2, sex €[-1,1],

1, se r1 > 1.

0, se To < 0,
FQ(IQ) =
1—e™, sexy>0.

As inversas de F; e Fy sdo expressas por,

Fl_l(ul) = 2U1 — 1,

Fyt(up) = —In(1 — uy),

em que (uy,u3) € [0,1)° e substituindo na funcio Fx, obtém-se a seguinte copula

a partir do Corolario 1,

UU2

O(UI,UQ) =

Uy + U — ULU2
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1.3 Algumas Propriedades de Coépulas

Nesta secao apresentamos algumas propriedades das fungoes copulas, dentre
elas a simetria, copula sobrevivéncia e a copula condicional. Esta tltima proprie-
dade sera de vital importancia para a construcao dos resultados apresentados nos

Capitulos 2, 3 e 4.

1.3.1 Cobpula Sobrevivéncia

Em muitas aplicagoes, em especial em estudos atuariais e em analise de
risco, a variavel aleatoria de interesse é representada pelo tempo de vida restante
ou o risco de algum fendémeno ocorrer acima um determinado limiar. Por exemplo,
poderia-se ter o interesse em estimar a probabilidade da perda do valor de um ativo
ser maior que um determinado limiar u. A esta fun¢do denomina-se por funcao
sobrevivéncia (survival function ou reliability function). No caso univariado, isto

é n =1, a funcdo sobrevivéncia, Fx, ¢ expressa da seguinte forma,
Fx=Pr(X >z)=1-F(x).

Para n = 2,

F(I’l,Ig) =1— F(Il) — F(l‘g) + F(Il,JZQ).
J&a para n = 3,

F(z1,29,03) = 1= F(21) = F(22) = F(23)+F (21,72)+ F(71,23)+F (22,73) — F(71,72,73).

As marginais de Fx sdo representadas por e lirri> . Fx = F;. A partir disso ¢
k]

possivel estabelecer uma relacao entre a funcao sobrevivéncia multivariada e a

funcao copula. Para isso, considere a copula C' associada ao vetor de varidveis
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aleatorias (X1,X3), entdo temos que,

F(xy,29) =1 — Fi(x1) — Fy(x9) + F(x1,x2),
= Fy(z1) + Fo(xs) — 1+ O(Fy(x1),Fy(x2)),

= F’1<ZL‘1) + FQ([EQ) -1+ C(l - Fl(xl),l - Fg(l’Q))

Assim sendo, substituindo u; = F(x;) e ug = F(13) podemos definir a funcao

copula sobrevivencia C' : I? — I da seguinte forma,

C(ul,u2):u1+u2—1+0(1—u1,1—u2), (111)

Logo, tem-se que,

F(Il,l’g) == C(F(Il),p($2)>, (].].2)

C(ui,up) = Pr(Uy > u, Uy > up). Note que a funcao copula C' também é uma
copula visto que atende as condigoes da Definigao 4. O mesmo raciocinio pode ser

empregado na construcao da cépula sobrevivéncia para n > 3.

Uma propriedade interessante das copulas é a sua invariancia em relagao as
transformacoes estritamente monotonicas nas suas variaveis. Para ilustrar melhor

O Caso segue-se O teorema.

Teorema 2 Sejam X; e X, variaveis aleatorias continuas com a cépula denotada
por Cx, x,. Se a e [ sao funcoes estritamente crescente em RanX; e em RanX,
respectivamente, entao Cy(x,)8(x,) = Cx,,x,- Logo, Cx, x, ¢ invariante a trans-

formacao estritamente crescente para X; e Xo. O

Prova. Sejam Fy, Gy, Fy e Gy as fungoes de distribuigao de X, a(X;), X5 e
B(Xs), respectivamente. Como « e [ sdo estritamente crescente tem-se que,

Fy(z3) = Pla(X)) <z1] = P[X; <a!(z1)] = Fi(a (r1)) e da mesma forma
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tem-se também que Gy (z3) = G1(87(x2)). Logo, para qualquer xq,r9 € R,

Cawxaxa) (Fa(1),Ga(22)) = Pla(Xy) < a1, H(X2) < 2],
= P[X; <a (@), Xa < 5N ()]
= Cxyx (Fi(a™ (21)),G1 (B (22)))
= Ox, x, (Fa(21),G2(72)) -
Como X e X3 sao continuas e RanFy = RanGy = I entao segue que Cy(x,),8(x,) =
Cx, x, em r. -

No caso das distribui¢oes univariadas, dizemos que X ¢é simétrica em relagao
a a se sua fungao de distribuigao possuir valores equivalentes para P [X —a < z] =

Prla— X < z] e quando X é continua temos que,

Fla+z)=F(a— ). (1.13)

Entretanto, quando lidamos com o caso bivariado a nogao de simetria muda. Nel-

sen (2006) destaca os seguintes trés tipos de simetria.

Definigao 5 Sejam X; e X, varidveis aleatorias e (a,b) € R?,

1. (X1,X5) é marginalmente simétrico sobre (a,b) se X; e X5 sdo simétricos com

relacao a a e b respectivamente.

2. (X3,X3) é radialmente simétrico sobre (a,b) se a distribui¢ao conjunta Fx

em X; —a e X9 — b possui os mesmo valores que em a — X7 e b — Xo.

3. (X1,X3) é conjuntamente simétrico sobre (a,b) se os seguintes pares de varié-
veis aleatorias possuem o mesmo valor em (X7 — a, X5 —b), (X7 —a,b — X3),

(a — Xl,XQ — b) € ((Z — Xl,b — XQ)
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Lema 1 Sejam X; e X, variaveis aleatorias continuas com distribuicao conjunta
dada por Fx e marginais F} e F, respectivamente e seja também (a,b) € R? entao,

(X1,X32) sdo radialmente simétrico em relagao a (a,b) se e somente se,

F(CL + .Tl,b + x2) = F’(a — .Qfl,b — Iz)V(Zﬂl,Iz) € RQ. (114)

O

Teorema 3 Sejam X; e X, variaveis aleatorias continuas com distribuicao con-
junta F'x, marginais F} e Fj respectivamente e copula C'. Além disso, suponha
que X; e X, sdo simétricas em relacdo a e b respectivamente, entdo (X;,X5) é

radialmente simétrico em relagao (a,b), se e somente se,

O(U,l,UQ> = Uy + Uy — 1 + C(l - Ul,]_ - Ug)V(Ul,Ug) € I2, (].].5)

isto &, C'(uy,ug) = C(uq,us). O

Prova. A partir da equagao (1.14) do Lema 1 temos a seguinte equivaléncia,

H(a+ z1,b+ x9)

= H(a — x1,b — x3) ¥(21,72) € R? (Aplicando a relagdo 1.12 no lado direito)
& O(Fy(a+ x2),Fa(b+ 25)) = C(Fy(a — 11),F5(b — 3)) (Aplicando a relacao 1.13)
& C(Fi(a+ x2),Fo(b+ x2)) = C(Fi(a+ x1),F(b+ 13)) (Aplicando o Teorema 2)

& C(uy,ug) = Cuy,ug) V(ugup) € I?.
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1.3.2 Coépula Condicional

De modo geral, toda copula continua C' pode ser escrita como:
C(uy,ug,...,tn) = Ac(uq,ug,...,u,) + Sco(uy,ug,...,uy),
em que sua parte absolutamente continua é dada por,

u1 u2 Un aTL
A ) = | (1,508, )ds1dss..ds,,
c(uyug,...,up) /0 /0 /o 851852,...,8sn0(51 S$9,.,57)ds1dSs...ds

e sua parte singular dada por,
SC<U17U2) = C(U17U2) - AC<u17u2)'

No caso das copulas, as marginais wuq,us,...,u,, Sa0 sempre continuas, o que nao
ocorre usualmente nas distribui¢coes multivariadas. Se C' = A¢ em todo I", entao

¢ dita como absolutamente continua. Neste caso, a densidade de C' é dada por,

. 8nc<u17u27 T 7un)

clug g, - -+ up) = D10ty - Du (1.16)

No outro caso, se C = Sg em todo I" entdao C é dita singular e temos que

O"C(uq,ug,...,uy)/OuOus,...,0u, = 0 em quase todo o hiperespago I".

No caso de copulas absolutamente continuas, a densidade bivariada fis de z;
e xo pode ser expressa em termos da densidade da copula. Para tal, utilizamos o

Teorema 1 e derivamos a copula bivariada C' com relagao a x; e x5 respectivamente,

. 82F12($1;$2)
f12(331,372) = W

B 82C(U1,U2) aul 8uQ
N 8U18U2 81'1 81'2 ’

(1.17)
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A expressao final para a densidade bivariada fi5 em termos da densidade da copula

fica,

fr2(@1,22) = c(Fi(21),Fa(x2)) f1(21) f2(2). (1.18)

Assim, a densidade bivariada pode ser decomposta pela densidade de suas margi-
nais e a funcao densidade da copula. Esta funcao é responsavel por introduzir a
estrutura entre as variaveis aleatorias X; e X5. A formulagao (1.18) sera utilizada

na construgao de distribui¢oes multivariadas apresentada no capitulo seguinte.

A equagao (1.16) permite o desenvolvimento de um algoritmo mais genérico
para geragao de vetores aleatérios com uma copula estabelecida. Por meio deste
algoritmo ¢é possivel aplicar a técnica de simulacao de Monte Carlo, oriunda de

distribuicoes multivariadas.

Para gerar as observagoes (z1,22) de um vetor de variaveis aleatorias (Xi,X5)
com distribuicao conjunta F'x evocaremos o Teorema de Sklar para estabelecer a
equivaléncia expressa na equacao (1.10). Utilizando o Coroléario 1 podemos trocar
o vetor de variaveis aleatorias pelo seguinte vetor (U;,Usy). Porém, agora eles sdo
gerados pela copula C'. O procedimento para amostrar um par de observagoes
(u1,us) com distribuigdo uniforme (0,1), contudo nao independentes, é através do
uso da funcdo de distribui¢ao condicional P [U; < us|U; = u;]. Esta funcdo pode

ser obtida mediante a seguinte operacao,

oC (uy,u
ch(U1,UQ) = %
1
_ hm C(Ul + A,UQ) — C(Ul,UQ)’
A0 A
~ lim PlU; <up + AUy <ug) — P U < uy, U < ug)
A—0 A ’ (1'19>

I Pluy <U; <uyp+ AUy < ug)
= lim
A—0 P[u1§U1§u1+A] ’

= P[Uy < us|Uy = uy],

= 02\1(U2|U1).
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O algoritmo para gerar M amostras (U;,Us) ~ C segue a partir da fungao

de distribui¢ao acumulada condicional (1.19) aplicando os seguintes passos:

Algoritmo 1 (Simulagao: Cépula bidimensional)

Para cadai=1,2,....M execute

1 Simule duas observagdes independentes com distribuigdo uniforme

u ~U(0,1) et ~U(0,1).
2 Compute uy = C M ug|uy)(t) = D1C~(uy,uz)(t).

3 Registre o i-ésimo par amostrado por (uj,us)(.

g

Este algoritmo ainda pode ser generalizado para copulas n-dimensional utilizando-
se do mesmo principio. O processo ¢é feito de forma recursiva. Para isso, considere
o caso geral com uma coépula n-dimensional, absolutamente continua. Com a no-
tacao,

Cr(uy,uz,...,u) = C(ug,ug,...,up,1,...,1), com k =2,...n — 1,
para, uma marginal k-dimensional de C', temos que quando k = 3,

DIC(u17u27u3) = hm C<UI + A7u27u3> — C(u1’u2;u3)

A—0 A ’
~ lim PU; <ur+ AUy Sug, Uz S ug) — P(Uy < up, Uy < up,Us < ug)
A—0 A ’
~ lim P(u; Uy Sup + A Us < upUs < ug)
AS0 Puy <U; <up+A) ’

= P (Us < ug, Uy < up|Ur = ),

= 023|1(U27U3|U1)'

(1.20)
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Se derivarmos a equagao (1.20) novamente, agora com relagao a us,

82
D1,203(U17U27U3) = Duou
10U2

0

:a—UZ

03(161,7«02,7«03),

023‘1 (UQ,U:J,"U,l), (Pela €q. 120),

~ lim Puy < Uy <Us+ A, Us < ug|Uy = uq)

A% P(uy <Up < up+ A) a2

= lim P(Ug S U3|U1 = U1,U2 S UQ S Ug + A)
A—0

P<u2§U2§UJ2+A‘U1:U1)
P(u2SU2§u2+A) ’

= C3|12 (U3’U1>U2) D1,2C (Ul,UQ)
Logo, a distribui¢ao condicional de Us dado U; e U, pode ser expressa por,

D1,203 (U1 ,U2,U3)
D1,202(U1>U2)

Cyji2(usfur,uz) = (1.22)

A mesma construcao ocorre para a distribuicao condicional de Uy dado Uy,Us e
Us. Estendendo para o caso geral temos que para vetor aleatorio (Uy,Us,...,U,)
com distribuicao C, a distribuicao condicional de U, dado U;,Us,...,U,_1 possui a

seguinte expressao,

Cy (Uk\uhuz, T ,qu) = Dl:(k—l)Clc (U1,U2, T 7Uk) / Dl:(k—l)Ckfl (U1;U27 T ,qu) )
= P (Up < up|Uy = wy, -+ U1 = up—1) .

(1.23)

Sendo o denominador diferente de zero e existindo tanto o numerador quanto o
denominador, os seguintes passos do algoritmo para gerar M amostras de C' sao

descritos abaixo,

Algoritmo 2 (Simulagao: Cépula n-dimensional)

Para cada i =1,2,....M execute
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1 Simule uma observagdo com u; ~ U(0,1).

2 Simule uma observagdo com uy ~ Ca(|uy).

n Simule uma observagdo com u, ~ Cy(-|u1,ug,...,Uup_1).

n+1 Registre a i-ésima amostra (ul,u2,...,un)(i)

[l U

A simulacgao de vetores aleatorios associados a copulas é de grande utilidade
nas aplicagoes em diversas areas. As amostras geradas pela simulagao permite
estudar uma série de aspectos como o comportamento de sistemas, na comparagao
de métodos, em testes de robusteza, em resultados de propriedades assintoticas de

pequenas amostras (Nelsen, 2006).

Pelo Teorema 1, a construcao de distribui¢oes multivariadas pode ser segre-
gada entre a estrutura de dependéncia e a definicao das distribuigoes marginais.
As funcgoes copulas sao responséveis por configurar a estrutura de dependéncia.
Em razao disso existem diversas formas de mensurar a dependéncia entre as com-

ponentes de um vetor aleatorio. Na proxima secao abordamos algumas delas.

1.4 Medidas de Dependéncia

Tendo em vista a unicidade da equagao (1.10), quando Fy(xy),Fo(xa),....Fn(xy)
sao continuas, é possivel interpretar uma funcao copula como uma funcao de depen-
déncia entre variaveis aleatorias. Desta forma, a insercao de copula na modelagem
da dependéncia tem uma forte relacao com estruturas de associagoes. Majorita-
riamente as familias de copulas dependem de um ou mais parametros 0, os quais

tem relacao com algumas medidas de correlacao entre as varidveis aleatorias, os
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quais abordaremos a diante, bem como algumas de suas propriedades. Nesta secao
nos limitaremos aos casos bivariados, embora possam ser estendidos para os casos

multivariados.

Tomando-se o vetor de variaveis aleatorias (X7,X3), é dito que elas sao de-
pendentes ou associadas se nao sdo independentes no sentido que F(xy,rs) #
Fy(x1)Fy(z3). Sendo 0(X;,X5) uma medida de dependéncia, Embrechts et al.

(2001b) destacam-se quatro propriedades desejaveis para 0:

1. Simetria: 6(X1,X2) = 5(X2,X1).
2. Normalizacao: —1 < 0(X1,X5) < 1.

3. Comonotonicidade: Se 6(X1,Xs) =1 < X;,X5 sdo comonotonicas.

Contramonoticidade: Se §(X1,X3) = —1 < X;,X5 s@o contramonotonicas.

4. Para T : R — R estritamente monétono no dominio da variavel X;:

0(X1,X2)  se T é crescente
0(T(X1),Xz) =
—0(X1,X2) se T ¢é decrescente

As medidas mais usuais quanto abordagem de copulas sao trés. A primeira delas

é a correlacao de Pearson que é definida a seguir.

Definigao 6 (Coeficiente de Correlagao Linear de Pearson). Seja X, X5
um par de variaveis aleatérias, ambos com variancia finita, a correlacao de Pearson

¢ expressa por,
. Cov [X17X2]
Vv Var [ Xi] Var [X,] ’

p(leXQ)

em que Cov [X1,X5] = E [ X1 X5]—E [X;] E [X5] é a covariancia e Var [X;] ,Var [X,] >

0 sao as variancias de X; e X, respectivamente. O
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O conceito acima pode ser estendido para o caso multivariado, neste caso
a correlacao serda dada através de uma matriz simétrica e positiva definida. A
correlagao de Pearson capta uma estrutura de correlacao linear, dai o seu outro
nome: coeficiente de correlagao linear. Neste caso, se X; = aXs + b em que
a € R\ {0} e b € R entao temos que |p(X1,X3)] = 1. A prova deste resultado ¢
imediata, bastando para isso substituir X; = aX, + b na definicao. O coeficiente
de correlagao linear de Pearson atende apenas as propriedades 1 e 2 supracitadas.

Devido a sua estrutura linear, p possui uma importante propriedade,

plaXy + b,cXs + d) = sinal(ac)p(X1,X2),

onde a,c € R/ {0},b,d € R. Esta propriedade mostra que o coeficiente de correla-

¢ao p é invariante apenas por transformagoes lineares.

Apesar da popularidade de coeficiente de correlacao p, ele padece de severas
limitagoes que sao destacadas por alguns autores como Trivedi e Zimmer (2005) e
Cherubini et al. (2004). No caso de uma distribuigao normal bivariada, a correlagao
¢ totalmente informativa. Sendo p = 0 (Cov = 0) hé a independéncia das variaveis.
Entretanto, nao se pode estender este caso para todas as outras distribui¢oes. A
independéncia apenas implica p = 0, porém, o contrario nao ¢ necessariamente
valido. Uma segunda limitagao é que a variancia deve ser finita, no entanto,
como destaca Cont (2001), os fatos estilizados em finangas sugerem que muitas
distribuicoes provenientes de séries temporais financeiras nao possuem segundo
momento finito. Um terceiro problema ocorre devido a nao invariancia com relagao
as transformacoes nao lineares. Em virtude de algumas dessas limitagoes outras

medidas de dependéncia baseadas no conceito de concordancia sao consideradas.

Sejam (z1,22) e (z,x5) os pares de duas observagoes de um vetor, entdao ha

a concordancia se x; < z} e x9 < x4 ou o contrario ¥y > x] e g > ¥}, ocorre,
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isto é, se um aumento de uma das varidveis promove o aumento da outra variavel.
No mesmo sentido dizemos que os pares sao discordantes se observar z; < z e
To > xh ou xp > ) e xg < ). Outra formulagao possivel para a concordancia é
(1 — 2})(xy — ) > 0 para os pares concordantes e (7 — x})(xe — x5) < 0 para

os discordantes.

Uma fungao importante que surge a partir da ideia de concordéncia é a
chamada funcao (). Ela mede a diferenca da probabilidade de pares concordantes e
discordantes entre dois vetores de variaveis aleatorias continuas com distribuicoes
conjuntas distintas, porém com mesmas marginais dependendo apenas das suas

funcoes copulas. Esta relagao pode ser vista através do seguinte teorema.

Teorema 4 Sejam (X7,Y]) e (X»,Y2) dois vetores independentes de variaveis ale-
atorias continuas com distribuicao conjunta dada por H; e H,, respectivamente,
com marginais F'x para X; e X5 e Fy para Y] e Y5. Sejam também, C; e Cy as
copulas correspondentes aos pares (X1,Y;) e (X3,Y2), respectivamente, de forma
que Hy = Cy(Fx(x1),Fy (1)) e Hy = Co(Fx(x2),Fy(y2)). Seja @ a fun¢do deno-
tada pela diferenca entre a probabilidade da concordancia e discordancia dos pares

(X1,Y7) e (Xo,Y5), isto &,
Q="P[X1—X2) (Y1 —Y2) > 0] - P[(X; — Xp) (Y1 — Y2) <0,
entao,

Q= Q0 =4 [ Calunaua)dCiurum) 1.

Prova. Como as variaveis aleatorias sao continuas

Pl(X1 = X3) (Y1 —Y2) <0]=1-P[(X; — X3) (Y1 — Y2) > 0]
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logo @) pode ser escrita por,
Q=2P[(X1 - Xp) (Y1 —Yy) > 0] - 1.

Tomando P [(Xl — XQ) (Yi — }/2) > O] =P [Xl > Xz,Yi > Yé]—{—P [Xl < XQ,}/l < }/2]
e reescrevendo essas probabilidades pela integral avaliada sob a distribui¢cao de um

dos pares, tem-se para a primeira parcela a seguinte expressao,

PXs < X1,V < Vi] = //R P[X, < .Y < y]dCy(Fx (2),Fy (1))

- // Ca( Fx (2).Fy (4))dCy (Fx (2). Fy (4).

Substituindo u; = Fx(x) e uy = Fy(y) obtém-se,
P[X: > Xo.Y1 > Y] = // Co(u1,uz)dCy (ur,us).
12

Analogamente para a segunda parcela,

PIX) < Xo¥i < V] // P[X > 2.Y; > a] dCy (Fx (v),Fy (1))

- // ColFx (2),Fy (y))dCy (Fx (), Fy (3))

e utilizando a mesma substituigdo u; = Fx(x) e ug = Fy(y),

PX; < Xo,Y1 <Yy = // (1 —uy — ug + Co(uy,uz)] dCy (ug,uz),
12
1 1
=1- 5 - 5 + // C’g(ul,ug)dcl(ul,w),
1'2

= / CQ('LLl,UQ)dC1 (Ul,UQ)-
12
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Desta forma, temos que,

Pl(X;— X)) (Y1 —Y3) > 0] = 2//12 Co(ur,u2)dC: (u1,uz),

¢ portanto,

Q= Q(C1.Cy) = 4 / /I Colun 12)dC (1, 12) — 1.
]

A fungao @) é importante para escrever outras medidas de correlagao definidas

com base a medidas de concordancia, elas sao: 7 de Kendall e p de Spearman.

Definigao 7 (Correlagao 7 de Kendall). Sendo X; e X, variaveis aleatorias

continuas com copula C, entao a medida de correlacao de 7 de Kendall é dada por,
T (XI,XQ) = T(C) = Q(O,C) = 4// C’(ul,u2)d0(u1,u2) — 1. (124)
1'2

U

Observe que a integral da defini¢ao acima pode ser vista com o valor esperado

de C(Uy,Us) de uma distribuigao bivariada com marginais uniformes. Isto é,
TC — 4]E [C(Ul,UQ)] -

Definigao 8 (Correlagao ps de Spearman). Sendo X e X, variaveis aleatorias
continuas com copula C' e II(uj,us) = ujug, entdo a versao da correlagdo ps de

Spearman para o vetor de variaveis aleatorias (X1,X3) é dada por,

ps(X1,X2) = ps(C) = 3Q(C.II)

=12 // ul’U,QdC Ul,UQ) 3 (125)
12

=12 // O(Ul,UQ)duldUQ - 3.
12
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Sendo que a tultima passagem da equacao acima se deve a Propriedade 1 da fungao

() de intercambiabilidade apresentada anteriormente. Il

A partir destas duas medidas de correlagao baseadas em pares concordantes,
Durbin e Stuart (1951) descrevem uma relagdo entre 7(C) e pgs(C) através das

seguintes inequacoes,

Note que (1.24) e (1.25) somente dependem da copula C, no entanto, a
correlagao de Pearson depende de C' e das distribui¢oes marginais F; e Fy de X,

e Xy, respectivamente, pois,

Cov (X1,X5) = // b2 (ug)dC (uy ,ug) // % (ug) duy dusy.
I? I?

Dai pelo Teorema 2 7(X7,X5) e pg(X;,X2) s@o invariantes por transformagoes

estritamente crescentes.

O conceito de dependéncia nas caudas superior e inferior de uma distribuicao
bivariada é muito importante para o estudo da dependéncia entre valores extremos.
Por exemplo, em financas, um agente pode estar interessado na probabilidade da
queda de dois ativos que compoe uma carteira de investimento, dado um certo
nivel de perda. Este comportamento diz respeito, portanto, a eventos que ocorrem
nas caudas da distribuicao, ou seja, descreve quao grande o valor de uma variavel
aleatoria aparece concomitantemente com o surgimento de mesma magnitude da

outra.

Definigao 9 (Coeficiente de Dependéncia Caudal). Sejam X; e X, variaveis

aleatorias continuas com fungoes de distribuigoes F} e Fj, respectivamente. O
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coeficiente de dependéncia caudal superior ¢ o limite (se ele existir) da seguinte
probabilidade condicional de X5,

Av = lim P[Xo > F; ' (t)]| X1 > Fy ()] .

t—1—

De forma similar, temos o mesmo caso para o coeficiente de dependéncia caudal
inferior,

Ap=lim P[Xo < Fy ' ()| Xy < FUH(1)] .

t—0t

O

A partir desta definicao podemos construir uma relagao dessa medida com

as copulas por meio do seguinte teorema.

Teorema 5 Sejam o X; e X, variaveis aleatorias continuas com distribui¢ao Fly,

e Fx, e C' a copula do par das variaveis X; e Xo. Se o limite existir entao,

1= C(t)
Ay =2— lim ———~ 1.2
R (120
(&
A = lim S0 (1.27)
t—0t+ ¢
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Prova. Pela definicao de \y, temos que,

Ao = lim P[X, > Fy ' (8] X1 > Fy (1)),

t—1—

t—1—
t—1— P [Fl(Xl) > t]

o Ot
t—1— 1 —¢
oy, L2204 C()
t—1— 1—1¢
1—
PR e ol )]
t—1- 1—1¢

O

A prova para o caso A\; é similar ao anterior. Se Ay € (0,1] é dito que
a copula C' possui dependéncia caudal superior e se Ay = 0, entao C nao tem
dependéncia caudal superior. O mesmo é vélido para o coeficiente caudal A\;. Em
algumas situagoes em que nao ha forma fechada para a fungao copula é interessante
representar a dependéncia caudal de outro modo. Sendo C' a fun¢ao copula do vetor

(Uy,Us), podemos reescrever Ay da seguinte maneira,

)\U = lim

) 5 (1.28)

= lim Pr[Us > u|Uy = u|+ Pr[U; > u|Uy = ul.

u—1-

Quando a copula C' tem simetria radial, conforme definido na subsecao 1.3.1, isto

é C'(uq,uz) = C(ug,uy), é possivel simplificar ainda mais a expressao de \y por,

Av =2 lim P[U; > u|lU; = u], (1.29)

u—1-
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de forma similar, obtemos para Ap,

u—0*t

De posse destas medidas é possivel descrever melhor as caracteristicas das familias

de copulas. Na proxima segao segue a apresentacao de algumas familias de copulas.

1.5 Principais Familias de Cépulas Bivariadas

De acordo com o Teorema de Sklar, uma distribuicao multivariada pode ser
tratada pela sua estrutura de dependéncia, copula, e por suas marginais. O trata-
mento distinto entre a estrutura de dependéncia das variaveis e as suas distribui¢oes
marginais explica a grande flexibilidade da modelagem via fungoes copulas. Isto
ocorre tanto nas aplicagoes empiricas quanto do ponto de vista teorico (Cherubini
et al., 2004). Em fungao disso, ha uma enorme quatidade de fungoes copulas pro-
postas pela literatura, cada uma com estrutura de dependéncia particular. Nesta

secao, abordaremos as principais delas e suas caracteristicas fundamentais.

1.5.1 Cobpulas Elementares

A funcao copula mais simples a ser definida é a cépula produto ou da inde-

pendéncia II. Sua forma foi utilizada na Definicao 8 e é definida por,
H(Ul,UQ) = UjU9, (131)

em que novamente temos (u;,uz) € [0,1]* = I?. Ela é utilizada por exemplo na

medida de dependéncia pg de Spearman como destacado em (1.25).
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RN

(a) Curvas de Nivel (b) Gréafico 3D

Figura 1.1: Gréfico da copula I1

A Figura 1.1 mostra as curvas de niveis da fun¢ao copula (1.31) e seu res-

pectivo gréafico em perspectiva.

A partir da desigualdade de Fréchet-Hoeffding, expressa na inequagao (1.6),
surgem duas outras copulas importantes. Realizando as substituigdes u; = F(z1)
e ug = F'(x9) nas equagoes (1.5), temos as seguintes copulas com seus respectivos
graficos,

Cy(ug,ug) = min {uq,us} . (1.32)

: =

(a) Curvas de Nivel (b) Gréafico 3D

Figura 1.2: Grafico da copula Cy

Cr(uy,ug) = max {u; +ug — 1,0}. (1.33)
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00 02 04 06 08 10

0.0

(a) Curvas de Nivel (b) Gréafico 3D

Figura 1.3: Grafico da copula C7,

Por consequéncia da inequagao (1.6), a seguinte desigualdade também ocorre

para uma funcao copula C' qualquer,

CL(Ul,UQ) S C’(ul,u2) S CU(ul,ug).

Cr(ur,uz) < I(ug,u2) < Cy(ug,ug).

Sendo o vetor aleatorio (X7,X5) associado a copula C' a seguinte relagdo é obser-

vada,

C=0C, = 7(X1,X2) =p(X1,Xs) =—-1
C=1I1 = 71(X1,X2)=p(X1,X2)=0
C=Cy = 7(X1,Xs)=p(X1,X3)=1.
Se X7 e X, forem variaveis aleatorias continuas, entao a relacao inversa também

é verificada. A prova dessa relagdo pode ser vista em Embrechts et al. (2001b).

1.5.2 Copulas Elipticas

A classe de distribuigoes elipticas oferece uma variedade de distribui¢oes mul-

tivariadas e que compartilham de muitas propriedades com a distribuicao normal
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multivariada, o que lhe concebe algumas vantagens como a facilidade de simu-
lar dados provenientes destas distribui¢oes (Embrechts et al., 2001b). As copulas
elipticas sao oriundas de distribuigoes elipticas multivariadas. A defini¢cao de uma

distribuicao eliptica é descrita abaixo.

Defini¢ao 10 (Classe Distribuicoes Elipticas.) Seja X um vetor de variaveis
aleatorias n-dimensional, © € R e ¥ uma matriz simétrica n X n nao negativa
definida. Entao, se a fungdo caracteristica px_,(t) da variavel X — p é funcao
de uma estrutura quadratica t $t, isto é, ox_u(t) = ¢(t' t), entdo X pertence
a classe de distribuigoes elipticas com parametros u, >, e ¢ e é denotado por

X ~ E, (1,3,0). O

Desta forma, os graficos de contorno destas distribui¢oes tém o formato de
uma elipsdide no R™, como destaca Jondeau et al. (2007). A classe das copulas
elipticas inclui algumas distribuigoes elipticas multivariadas bem conhecidas como

a distribuicao Gaussiana e a t-Student, por exemplo.

Tomando o caso do primeiro exemplo citado, a densidade da distribuicao

gaussiana multivariada ¢ descrita por,
fx(x1, . x,) = (277)_% |2|—% e—%(x—l—t)/zfl(x—u)’

onde p € R™ e 3 € R™*™ é simétrica positiva definida. A variavel X — p também

pertence a mesma familia de distribuicao. Sua funcao caracteristica é,
ox—u(t) =exp ( — %t'Zt).

Levando-se em conta a Defini¢ao 10, os respectivos parametros sao u, 2 e a fungao
¢ é dada por ¢(t'Et) = exp {t'Et}, o que mostra que X pertence a classe de

distribuigoes elipticas.
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A copula gaussiana bivariada é determinada nos mesmo moldes do Exemplo
1, tomando inicialmente a funcao de distribuicao Normal bivariada e substituindo
as variaveis pela sua inversa generalizada. Por esta razao, esta copula é classificada

como uma copula eliptica. A copula gaussiana tem a seguinte expressao,

C(ur,uz; p) = Paa (P (ur), @ (u2); p)

<I>71(u1) @71(712) 1 _ 2 _ 2 t t2
= / / S i X eXp { (s p82+ ) } dsdt,

(1.34)

em que ® é a distribuicao acumulada da distribuicao normal e o coeficiente de
correlacao linear de Pearson p € [0,1] é o parametro de dependéncia da copula
gaussiana. Esta copula também é estendida para o caso multivariado n > 3 to-

mando como ponto de partida a distribuicao normal multivariada n—dimensional.

A densidade da cépula gaussiana é dada por,

1 1,
Ga . _ -1
Cp (ulau27p)_ |2|1/2 exp{_§¢ (Z _I) ¢}7

’

em que ¢ = (U (u1),¥ " (uy)) e X é a matriz de correlagao entre U; e Us.

No gréfico abaixo temos as curvas de nivel da fungao copula e de sua den-
sidade com parametro de dependéncia p = 0.6 e com marginais normais padrao.
Por meio da Figura 1.4 é possivel examinar melhor a estrutura de dependéncia e

sua forma eliptica.
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=

(a) CpGa(uhU/Q; p=0,6) (b) Cf“(“h“% p=0,6)

Figura 1.4: Curvas de nivel - copula Gaussiana p = 0,6

No Gréafico 1.4b conseguimos observar uma estrutura de dependéncia linear
que é captada pelo coeficiente de Pearson com p = 0,6. Entretanto, podemos medir
a associacao entre as varidveis com outras métricas discutidas na secao anterior.
No caso da copula gaussiana, ha uma relacao entre as medidas de 7 de Kendall
e 0 ps de Spearman com a correlacdo de Pearson (p), expressas respectivamente

abaixo,

2
T(CpGa) = —arcsin (p) ,
T (1.35)

pg(Cf“) _ 0 arcsin (g) :

™

Ja o coeficiente de dependéncia caudal é zero, tanto para a cauda superior e
inferior. Este resultado pode ser diretamente obtido utilizando a expressao de Ay
dado pela equagao (1.29),

lim P[U; > u|U; = u] = lim P [q)_l(UQ) > z|@ N (U) = x} )

u—1- —00

= lim P[X; > x| Xy = 7],

T—00

— 9 lim ® (M) ,
T—00 1_p2

_/ 1=
:2(13( plimx).
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Note que se o vetor aleatorio (X7,X5) possui distribui¢do normal bivariada, en-
tao Xo|X1, = v ~ N(pz,1 — p?) e que a funcio ® continua tem lim,_,o, ®(z) =
lim, ,o, 1 — ®(x) = 0. Desta forma, para p < 1 temos que \y = 0. O mesmo

procede para a cauda inferior, portanto, A\ = 0.

Para gerar um vetor de variaveis aleatorias tomaremos como base o seguinte

resultado ja conhecido na literatura,

p+ AZ ~ N(u,X),

em que € R", ¥ = AA" ¢ a decomposicio de Cholesky, Z1,%,...,Z, ~ N(0,1) e
sao independentes. O algoritmo que realiza a simulagao de uma copula gaussiana

n-dimensional possui as seguintes etapas.

Algoritmo 3 (Simulagao: Cépula Gaussiana)

1 Encontre a decomposigio ¥ = AA’.
Para cada: = 1,2,....M execute

1 Simule n variaveis aleatérias independentes z1,29,...,2, ~ N(0,1).
2 Compute x = Az.
3 Para cada k = 1,2,....,n execute

!

4 Registre o i-ésimo vetor amostrado por (ul,u2,...,un)(i).
' G
(u1,ugyeeytly) ~ C5?

O [l

Outra copula eliptica bem conhecida é a t-Student. Da mesma maneira que

a copula gaussiana é proveniente da distribuicao Normal multivariada, a copula
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t-Student ou copula-t é derivada da distribuicao t-Student multivariada. A distri-
buicao t-Student (t,) esta relacionada com a distribui¢ao normal multivariada nos

mesmos moldes que o caso univariado. Sejam Z e S independentes tais que

d v
x < -z
w52

onde p € R", S ~ x2 e Z ~ N(0,2) Nessa situacio X tem distribuicao t-
Student multivariada n-dimensional com v graus de liberdade e é denotada por
X ~ t(u,,X). No caso em que v > 1, E[X]| = p e para v > 2 tem-se que
Var [X] = %%, Tomando como base a distribuicao t-Student multivariada, a

formulacao da copula-t é escrita por,

Cﬁ,E(ulvu% p’y) = t PV (t;l(ul)vt;l(UQ)) )

[

_v+2

v/ 1 — p? (1+M) 2 di,

2

)

1\3|+

14

N

(1.36)

em que 1) = (t; (u1),t;,  (ug)) e T'(v) é a funcdo gama, o qual é escrita em termos

de integral por,

Da mesma forma que a copula gaussiana, a copula-t também permite esten-
der para o caso multivariado em que n > 3, tomando como ponto de partida a
distribuicao t-Student multivariada n—dimensional. A densidade da copula-t, é

dada por,

LTI (5) (1 tesy)
BV (] T, (4 )T

i pv) =

Assim como a copula gaussiana, ha uma relagao entre o 7 de Kendall e a correlagao
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de Pearson p para a copula-t, sendo expressa por,

7(C,) = 2 arcsin(p). (1.37)

™

Ja para a relagao envolvendo o pg de Spearman nao ha expressao analitica, sendo

necessario computé-lo numericamente (Jondeau et al., 2007).

Anélogo ao que ocorre na distribui¢do normal bivariada, se (Xi,X5) tem
distribuicao t-Student bivariada com v graus de liberdade e matriz de correlacao
Y, entdo X5|X; = z também tem distribui¢do t-Student com v + 1 graus de

liberdade e apresenta,

E [X2|X1 = .ZU] = ZZL’,

v+ 22
VCLT[X2|X1:Q3]: <y+1)(1_p2)

Posto isso, podemos computar a dependéncia caudal de maneira mais simples
através da equagao (1.29), tal como foi feito para a copula gaussiana, pois também
possui simetria. Calculando para a cauda superior,

)\UZQ lim P[U2>U|U1:U],

u—1-

=2 lim P [t,(Us)" > z|t,(U1) "' = 2] =2 lim P[X5 > z|X; = 2],

T—r00 Tr—00
9 lim I v+1\"? T — pT
=2 lim ¢, —_— —_ |,
T—00 +1 V—|—q}2 /1_p2
_ 1— 1\
=201 e lim v+l ’
1+ p \eoov/z2+1

_ /1 —
:2ty+1( TZ\/V—}-]_).

Diferentemente da copula gaussiana, o coeficiente de dependéncia caudal da

copula-t nao é igual a zero, salvo quando v — oo onde neste caso a copula-t
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converge em distribui¢ao para a copula gaussiana quando p < 1. O coeficiente
caudal aumenta conforme aumenta a correlagao p entre as variaveis. No sentido

contrario, A ¢ decrescente com relagao a v.

Novamente, no gréafico abaixo, temos as curvas de nivel da func¢ao copula-t e
de sua densidade com parametros de dependéncia p = 0.6 e v = 3. As marginais de
(X1,X3) possuem distribui¢oes normais padrao. Por meio da Figura 1.5 é possivel

examinar o comportamento da dependéncia e sua forma linear.

(a) OZ,V(ul’UQ; P :(b) Ct),y(ulau% P =
0.6, = 3) 0.6, = 3)

Figura 1.5: Curvas de nivel - Copula-t p =0,6 e v = 3

Através do comparativo entre os Graficos 1.4b e 1.5b fica visivel a diferenga

entre as formas das copulas.

O algoritmo que realiza a simulacao de uma copula-t n-dimensional possui

as seguintes etapas.

Algoritmo 4 (Simulagao: Coépula-t)
1 Encontre a decomposigio Y = AA".
Para cada ¢ = 1,2,...,M execute

1 Simule n variaveis aleatdrias independentes 21,2s,...,2, ~ N(0,1).

2 Simule a variavel aleatéria s ~ X?, independentes de z1,29,...,2, ~

N(0,1).
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3 Compute y = Az.

4 Compute T = /%y.

S
5 Para cada k = 1,2,....,n execute

1 u, = t;1($k)

’

6 Registre o i-ésimo vetor amostrado por (ul,u2,...,un)(i).

/

(Up U, Uly) ~ Ct,z

1

[l U

Nas Figuras 1.6 e 1.7 sao exibidos os resultados de uma simulacao com 1000
amostras com copula gaussiana e copula-t, todos com marginais normais padrao.
Para a primeira foram utilizados valores diferentes para o parametro p. Na segunda
também foram usados os mesmos valores para o parametro p, porém com v = 3

graus de liberdade para todos os casos.

(a) pp =0.3 (b) p2 =0.6 (c) p3 =09

Figura 1.6: Dispersao cga(F(xl),F(xg)),i = 1,2,3, marginal normal padrao
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(a) pp =03, v=3 (b) po =0.6, v =3 (c) p3=09,v=3

Figura 1.7: Dispersao cZW(F(:El),F(xz)),i = 1,2,3, marginal normal padrao

As copulas elipticas possuem a desvantagem de nao possuirem uma expressao
de forma fechada e estao restrita a simetria radial. Todavia, em diversas aplicagoes,
como em finangas nao se observa tal comportamento. No mercado financeiro, os
estudos empiricos mostram que h& uma maior associacao entre perdas do que
ganhos entre mercados ou ativos (Embrechts et al., 2001a). Para captar uma
estrutura assimétrica de dependéncia é necessario lancar mao de outra familia de
copulas. Uma classe importante de familias de copulas que possui uma grande
variedade de estrutura de dependéncia é a arquimediana, que sera apresentada na

proxima segao.

1.5.3 Copulas Arquimedianas

A classe de copulas chamadas de Arquimedianas é amplamente utilizada em
aplicagoes empiricas e largamente debatida na literatura. Sua popularidade se deve
em razao da gama de estrutura de dependéncia (Trivedi e Zimmer, 2005). Outras
razoes para isso ¢ a facilidade da construcao de suas expressoes, diversidade de
familias pertencentes a essa classe, além de algumas propriedades interessantes

(Nelsen, 2006).

Diferentemente das copulas elipticas, as copulas arquimedianas nao sao cons-

truidas a partir de distribui¢oes multivariadas seguindo o Teorema de Sklar. Além
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disso, usualmente possuem expressoes analiticas fechadas, o que tras algumas van-
tagens para computar seus valores. Sua construgao é feita por meio de uma funcgao

geradora que seréa definida mais adiante.

Defini¢ao 11 (Pseudo-Inversa de ¢). Seja ¢ : I — [0,00] uma funcdo continua
e estritamente decrescente tal que ¢(1) = 0. A pseudo inversa de ¢ é a funcao
1]

=1 com Dome!™ = [0,00] e Rany!™" = I dada por,

-1
. p (1), se 0<t<¢0),
Pl (t) =
0, se p(0) <t < oo.

Com isso, perceba que go[*” é continua e nao crescente em [0,00), e estritamente

decrescente em [0,i0(0)]. Adicionalmente, =" (p(u)) =u € I e,

. (go[’”(t)) _ t se 0 <t < p(0),
©(0), se ¢(0) <t < oo, (1.38)

= min {¢,p(0)} .

Por tltimo, se ¢(0) = oo, entdo @l = 1. O

Teorema 6 Seja ¢ : [0,1] — [0,00] uma funcao continua e estritamente decrescente
em que p(1) = 0 e ™! a pseudo-inversa de . Seja também uma funcio C :

[0,1]* = [0,1] dada por,
Cluruz) = 1™ (p(w) + p(us)), (1.39)

entao C' € uma copula se e somente se ¢ for convexa. U

A prova para o teorema pode ser vista em Nelsen (2006) p.111.

As copulas com a estrutura apresentada na equagao (1.39) s@o denomina-

das de Arquimedianas. Como ja citado anteriormente, a construcao das copulas
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Arquimedianas se da através da fungao ¢, denominada de fungao geradora. Se
©(0) = oo, isto &, oI~ = p~! entdo ¢ ¢ denominada de funcdo geradora estrita.
Assim, esta classe de copulas é chamada de Arquimediana estrita. A densidade
associada a uma copula Arquimediana bivariada (1.39) pode ser encontrada to-
mando ¢(C(u1,us)) e diferenciando C' com relagdo a u; e posteriormente a us,
com isto temos que,

¢ (Clun) ) ot

GC(ul,uQ) 80(U1,U2) 82C(U1,U2)

U / —
¢"(C(u1,u2)) o I (C(u1,u2)) Dudu, 0,
logo, isolando %,
/! C / /
C(Ul,UQ) _ _80 ( (U},UQ))QO <UI);0 (u2) ) (140)
[¢'(C(u1,u2))]
A distribuicao condicional das copulas Arquimedianas é,
/
ch(ul,UQ) = 1 (Ul) (141)

@ (7! (plur) +p(uz2)))

Em geral, as derivadas néo existem nas bordas, isto €, ¢(u;) 4+ ¢(uz) = ¢(0). Mais

detalhes podem ser visto em Genest e MacKay (1986).

Como dito no inicio desta segao, esta classe de copulas possui propriedades

interessantes, sendo algumas delas descritas na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1 (Propriedades Cépulas Arquimedianas). Seja C' uma copula

Arquimediana e ¢ sua fungao geradora, entao,
1. C é simétrico, ou seja, C'(uy,us) = C(ug,uy)¥(u1,us) € I?.
2. C ¢é associativo, isto &, C'(C'(uy,usz),us) = C(u1,C(ug,u3)).

3. Se k > 0 é uma constante, entao ke também é uma geradora de C.
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O

Prova. Para a 1 é imediata de (1.39). A prova para 2 segue abaixo a partir da

definicao,

C(C(ur,us)uz) = o1 (o (™ (p(wr) + @(u2))) + @(us))
= o (p(wr) + p(uz) + ¢(uz)),
o (p(ur) + @ (71 (p(ur) + o(u2)))) .

= C(ul,C(Ug,Ug)).

Por tltimo, se ¢ ¢ uma fungao convexa e estritamente decrescente, entao com k& > 0

dkp

_ pde 2o
dt—kdt<0ese >

a funcao ¢* = kp também é, visto que se Cé—f < 0= T

0= %‘5 = k% > 0. Note também que se ¢(1) = 0, entao ¢*(1) = kp(1) = 0.

Tomando a inversa tem-se que ¢!=1(¢/k) = ©*71(t) logo,

Clug,uz) = @1 (0" (u1) + " (u2)) ,
= o' (kp(ur) + ko(us))
o (G (et + k) ).

= o ((p(ur) + o(u2))) .

]

Como visto anteriormente, podemos obter a distribuicao acumulada condici-

onal derivando a funcao coépula em uma das variaveis,

P Uy < us|Uy = wy] = D1C(uy,ug) = % (1.42)

Teorema 7 Seja C' uma funcao copula Arquimediana com fungao geradora ¢ e
seja

K (t) = Volo ({(u1,u2) € I°|C(uy,up) < t})
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entao é possivel computar para t € [0,1] seu valor por,

Ko(t) =t — olt) (1.43)

A prova pode ser vista em Nelsen (2006) p.127.

Corolario 2 Se (U;,U;) possui uma funcio copula arquimediana C' com funcio
geradora ¢, entdo a fun¢ao K¢ do teorema acima dado por (1.43) é a funcéo de

distribuicao da variavel aleatoria T = C(Uy,Us). 0

A partir dos resultados apresentados acima, o calculo de medidas de depen-
déncia torna-se mais simples de ser avaliado. No caso da medida de 7 de Kendall,
ela é computada por uma integral dupla como definida na equagao (1.24), o que
pode ser complicado para alguns casos. Todavia, para as copulas Arquimedianas
essa medida fica mais facil de ser avaliada, visto que ela pode ser escrita por uma

integral simples. O teorema abaixo mostra como é computado a correlagao 7 de

Kendall.

Teorema 8 Sejam X; e X, varidveis aleatorias com uma estrutura de dependéncia
dada pela copula Arquimediana C' e sua respectiva funcao geradora ¢, a medida

de 7 de Kendall de X; e X, é dada por,

7o =7(X1,X2) =1+ 4/1 ¢(t))dt, (1.44)

onde ¢'(t) = dfl—it). d

Prova. Sejam as variaveis aleatorias Uy,Us ~ U(0,1) e com distribui¢ao conjunta

dada pela copula Arquimediana C' e K¢ a fungao de distribuicao de T' = C'(Uy,Us),
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entao da equagao (1.25) obtemos,

re = (X1, Xs) = 4R [C(U1,Un)] — 1 = 4/1 FAK () — 1,
_y (th(t)‘; _ /1 Kc(t)dt) 1—3- 4/1 Ko(t)dt,

1

em que no segundo passo toma-se a integral por partes ' e utilizando a equacao

(1.43) temos finalmente que,

[]

Da mesma forma que ocorre para o 7 de Kendall, o coeficiente de dependéncia
caudal de um copula Arquimediana também pode ser expresso em termos de sua
fungao geradora. Seguindo a notac¢do de Nelsen (2006), vamos denotar por (2
o conjunto de fungoes continuas estritamente decrescente e convexa tal que ¢ :

[0,1] = [0,00] e ©(1) = 0, isto &, fungoes geradoras estritas.

Teorema 9 Seja C' uma copula Arquimediana com fungao geradora ¢ € €2, entao,

1 — ol=U(20(t 1 — (2 —17(2t
Ay =2 — lim ¥ (90()):2_1@90—(37):2_2111]&90_()
t—1— 1—1¢ z—0t+ 1 — @‘”(w) t—0+t (p_ll(t)
[-1l(9 [-1(9 —17(9
A\ = fim S Ce®) g e ) g e 20
t—0+ t T—00 (p[_l](x) t—o0 gp_l/(t)
O

Prova. Considere inicialmente ¢ = ¢’. Para o caso de Ay, temos a partir da

ntegral por partes: fab g)N (t)dt = g(t)h(t)‘z - fab g (t)h(t)dt
g(t)y=te N (t)dt =dKc(t) = h(t) = Kc(t) e g'(t) =1
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equagao (1.26),

C'(u,u)

dC'(u,u)

=T T T T T (1.45)
=~ lim (1 2 (20 (W) = (1.45b)

= lim (-2 207207 w) (1.450)
:2—23&% :2—233{1% (1.45d)
=2-21im ";_11/,%1;). (1.45¢)

(]

Note que na passagem da segunda linha (1.45b) para a terceira (1.45d) utili-

zamos a regra da diferenciacao da inversa?

e na primeira linha (1.45a) o resultado
da equagao (1.28). Por ultimo, foi substituido a variavel ¢t = p(u) em (1.45¢). A

prova para Ay segue a mesma construgao.

27 (@) = @)



Copula Co(uq,uz) ©g(t) 0 ¢ Limites e Casos Especiais
C,=W,Cy=TI,
_1 _
Clayton [max (ul_‘9 + u;e — 1,0)} ¢ % (tfe - 1) [—1,00)\ {0} Coo =M
\ ) Cy =10, Coo = M
Joe 1= [(1—uw)? + (1 —u)? — (1 —w)?(1 —up)f]? —In(1—(1=1)°) [Loo)
Cfoo == W, CU - H,
Frank b (14 e o) —n(S52) (—o0,00)\ {0} Coo = M
1 P Cl - H, Coo - M
Gumbel exp {— [(—Inwup)? + (— Inuy)?] 9} (—Int) [1,00)
Co=1I
Gumbel-Barnett uyug exp {—0Inwuy Inuy} In(1—61Int) (0,1]
Co=11
Ali-Mikhail-Haq T I (S4=0) 1] :

Tabela 1.1: Algumas familias de copulas Arquimedianas

seperrearg] seindon) op serure,] sredoull ] ¢'|

14
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Para cada uma das copulas Arquimedianas apresentadas na Tabela 1.1 é
plotado o grafico das curvas de nivel da densidade da copula para trés valores
distintos de #. Em todos os casos foram consideradas marginais com distribui¢ao

normal padrao.

(2) 0 =0.5 (b) =12 (c) 6 =23

Figura 1.8: Clayton cy, (F'(x1),F(x2)),i = 1,2,3, marginal normal padrao

(a) 0= —5 (b) 6 = 2.2 (c) =6

Figura 1.10: Frank ¢y, (F(x1),F(z2)),i = 1,2,3, marginal normal padrao
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(a) 0 =12 (b) 6 = 1.6 (c) 6 =23

Figura 1.11: Gumbel ¢y, (F(x1),F(x2)),i = 1,2,3, marginal normal padrao

(a) 0= —0.8 (b) 6 = 0.2 (c) §=0.9

Figura 1.12: Ali-Mikhail-Haq ¢y, (F(x1),F(22)),i = 1,2,3, marginal normal padrao
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1.5.4 Copulas de Valores Extremos

Na anélise de risco, ¢ importante que os agentes analisem nao apenas a regiao
modal da distribuicao dos dados mas também suas caudas. Nestas situagoes, esta-
mos interessados em eventos extremos como a observacao dos valores de méaximo
ou minimo de um conjunto de dados (Jondeau et al., 2007). Esses casos ocorrem

por exemplo na area de finangas, hidrologia e geofisica.

Para um conjunto de variaveis aleatorias X;,Xs,...,X,, vamos denotar,

M, = max{X1,Xs,.... X, }.

Devido a relacao acima, é suficiente focar no maximo ou na cauda superior. Se F'y é
a distribuicao acumulada de X;, ¢ = 1,2,...,n e todas independentes e identicamente

distribuidas, entao segue que,

|

P[M, <z|=Pmax{X;,Xs,...X,} <z

I
s

X1 <2,Xs <z,..X, <z (1.46)

PX; <a] = [Fx(o)]"

I

=1

Uma questao que surge é se M, normalizado converge para alguma distribuigao.
Nesse sentido, o teorema conhecido como Fisher e Tippett (1928) caracteriza a
distribuicao limite.

Teorema 10 (Fisher-Tippett). Seja Xi,Xs,...,X,, uma sequéncia de variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas com mesma distribuicao F'.
Se existirem um parametro de locacao d, € R e um de escala ¢, > 0 e para uma
funcao nao degenerada H, tal que o limite da distribui¢ao padronizada do méximo

Y, = M"C—;d" converge para H, isto é,

M, —
lim Pr ("—dn < y) = H(y),
n—oo Cn
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entao H é um dos trés tipos de funcao de distribui¢ao a seguir:

Weibull ¥, (y)
exp (=(—=y)*), paray <0,

U,o(y) = (1.47)
1, para y > 0.
Gumbel A, (y)
Ao(y) = exp (—exp(—y)) paray € R. (1.48)
Frechet @, (y)
07 para y < 07
DoY) = (1.49)

exp (—y~), paray > 0.

O

No caso em que ha a convergéncia dizemos que F'y pertence ao dominio de
atragdo de H ou Fx € D(H). Uma forma de representar as trés distribuigoes
foi introduzida por Jenkinson (1955), através de uma tunica distribuigdo chamada
Valores Extremos Generalizada GEV (Generalized Extreme Value).

Definigao 12 (GEV). A distribui¢do generalizada de valor extremo nao norma-

lizada é dada por,

— (14 )L Oel+&vt >0,
Hpy(,y) = exp{ (1) } EF Ol > (1.50)

exp {—exp(—£H4)}, se £ =0.
em que pu € o parametro de locagao e o o parametro de escala. O

A relagao entre as distribuigoes e a GEV é feita mediante ao parametro &.
Se £ > 0, tem-se a Fréchet, se £ = 0 tem-se a Gumbel e por fim se £ < 0, obtém-se

a distribuicao Weibull.

Da equagao (1.46) podemos realizar a mesma formulagao para o caso bidi-
mensional e, em seguida, escrever em termos da fungao copula. Sejam os vetores

de variaveis aleatorias (X1,Y7), (Xo,Y2) ..., (X,,,Y,,) independentes e identicamente
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distribuidos com func¢ao conjunta H comum a todas, copula C' e marginais Fx e
Fy. Tomando X,y = max {X;}, Y,y = max {Y;} i = 1,2,...,n e as suas respectivas
marginais por Fx ., = [Fx]" e Fy,, = [Fy]" entdo a distribuicao conjunta H,) de

X(ny € Y, pode ser escrita por,

Huy(wy) =P [X(n) <a,Yy) < y} =PVi=12,.n:X; <uxzY; <yl

= [H(zy)]" = [C (Fx(z),Fy(y

=
N
=

3

Assim, temos que,

Cny(ur,uz) = C”(ui/n,u;/n) para (up,up) € I°. (1.51)

A partir dos resultados acima e do caso limite da equagao (1.51), podemos

introduzir duas defini¢oes.

Definicao 13 (Max-Stable) Uma copula C ¢ dita max-stable se Vr € R tem-se
que,

Cug,uz) = C"(u/™ ud™), (1.52)
com (uy,up) € I*. O

Defini¢ao 14 (Cépula de Valor Extremo) Uma fungao copula C, é uma copula

de valor extremo se existe um copula C' tal que,
Cy(ur,uz) = lim C™(ul/™ ua/™), (1.53)
n—oo

para todo (u;,us) € I?. Neste caso dizemos que C' pertence ao dominio de atracio

de C. no qual sera denotado por C' € D(C,). O

Com estas duas formulac¢oes podemos perceber naturalmente que toda copula

do tipo maz-stable ¢ uma copula de valor extremo. No sentido contrario, se C, é
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uma copula de valor extremo, entao ela é maz-stable. Do limite (1.53) da defini¢ao

é possivel ver este resultado como segue,

Crw” /") = lim O™ (" ") (1.54)
= C.(uy,uz).

Um método para construir copulas de valores extremos foi desenvolvido por
Pickands (1981) por meio de uma formulagao geral que pode ser vista através do

seguinte teorema.

Teorema 11 Uma copula bivariada C' é de valor extremo se, e somente se, puder

ser escrita da seguinte forma,

In u,y

C'(uy,uz) = exp {ln(ulug)A ( ) } (ug,ug) € 0,1\ {(1,D}  (1.55)

ln(u1 UQ>

em que a fun¢ao A : [0,1] — [1/2,1] é convexa e satisfaz max {¢t,1 —t} < A(t) <1
Vt € [0,1]. O

A fungao A é denominada de funcao de dependéncia de Pickands. Observe
que se A(t) = 1 gera a copula II. No lado oposto, se A(t) = max {t,1 — ¢}, a copula
sera M.

Exemplo 2 (Nelsen, 2005). Definindo A(t) = (' + (1 — t)e)l/e, para 6 > 1
teremos a copula a de Gumbel-Hougaard descrita na Tabela 1.1 linha de nimero
4. Logo, a copula Arquimediana de Gumbel-Hougaard ¢é de valor extremo. Se por
outro lado definirmos A(t) = 1 — min {5t,«(1 — t)} para f,a € I temos a copula
de Marshall-Olkin expressa por,

l-a B
up “ug, se uf > uy,

B

— i l-a 1-8y _
Cop(uruz) = min(u; “ug,uguy ") = s
Uy, se uf < ug,

em que « e [ sao os parametros de dependéncia. Sendo assim, a copula de

Marshall-Olkin também é de valores extremos. [ |
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Assim como para as copulas Arquimedianas, as copulas de valores extremos
também possuem a vantagem de permitir calcular algumas medidas de depen-
déncia por meio da funcao que as caracterizam. No caso das copulas de valores
extremo, esta fun¢do é A(t) e portanto os coeficientes de dependéncia para esta
classe de copulas ficam em funcao dela. Para o coeficiente de 7 de Kendall, seu

valor é computado pela formula,

To = /D t(}q(—t)t)A”(t)dt. (1.56)

No caso do coeficiente de pg de Spearman temos a seguinte expressao,
1
P 12/ [A() + 1] dt — 3. (157)
0

E possivel também descrever uma relacao entre o coeficiente de dependéncia caudal

e a fungao A(t). Para a dependéncia caudal superior,

—— 03

Para ilustrar, seguem-se alguns exemplos de copulas de valores extremos.
As copulas s@o apresentadas com suas respectivas expressoes da funcao A(t) e as

curvas de niveis da densidade da copula correspondente para diversos valores de

6.

Coépula Gumbel-Hougaard
C(uy,uq) = exp {— [(—Inup)? + (— Inus)’] 5} : (1.59)
onde 6 € [1,00). A fungao de Pickands é expressa por,

At) = [+ 1 -0,
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Sua curva de densidade ja foi descrita na se¢ao anterior.

Coépula Tawn

1/6

At) = 1= B+ (B—a)t + [(at)’ + (B(1 —1))°]/°.

Uma extensao Gumbel-Hougaard é a chamada copula de Tawn que é assimétrica.
A copula possui fungao de Pickands A(t) apresentada acima. Da mesma forma

temos que § > 1e 0 < a,f < 1.

(a) 6 =76, a =06 8=(b) =76 a=09,8=(c) =10, a =02 8=
0.9 0.6 0.9

Figura 1.13: Tawn cg, o g(F'(z1),F(x2)),i = 1,2,3, marginal normal padrao

Copula Husler-Reiss

- 1 1 U - 1 1 U
em que @ = —log(u), 6 € [0,00) e ® & a fungao de distribui¢do acumulada da

normal padrao. A funcao de Pickands desta copula é dada por,

A(t) = 1@ {9—1 4 %GIOg (%_t)} + (11D [9—1 - %Qlog (?)} |
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Figura 1.14: Husler-Reiss ¢y, (F(z1),F(22)),i = 1,2,3, marginal normal padrao
Coépula Galambos
0 01~ %
C(u,u2) = wrug exp { (70 + iy~ 9} , (1.61)
em que 4 = — log(u), # € [0,00) e possui a seguinte fungao Pickands,

Ay =1— "+ 01—ty

(a) 0 =0.5 (b)y o =1 (c)0=1.6

Figura 1.15: Galambos ¢y, (F'(x1),F(x9)),i = 1,2,3, marginal normal padrao

Na figura abaixo sao mostradas as curvas da funcao de Pickands para cada

uma das copulas de valores extremos apresentadas.
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09
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09

08
L
08

AW

A

0.6
L
06

05
L
05

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
t t

(a) 7 = 0.83 (b) 7¢ = 0.23

Figura 1.16: Galambos (vermelho), Husler-Reiss (lilas), Tawn (verde) e Gumbel
(azul)
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1.6 Misturas de Copulas

Uma maneira de criar novas familias de copulas é através da realizagao de
misturas finitas. Apesar da gama de classes e familias de copulas e suas variedades
em termos de estrutura de dependéncia, a utilizagao de misturas permite herdar
caracteristicas distintas de varias copulas em uma mesma copula. O objetivo
da mistura de coépulas é produzir estruturas de dependéncia mais flexiveis. As
combinagoes, em algumas situagoes, sao vantajosas em especial na area de financas.
Para ilustrar, Arakelian e Karlis (2014) citam o uso de mistura de copulas no caso
em que um par ou mais de ativos possuem estruturas de correlagoes distintas

quando ocorrem mas e boas noticias nos mercados.

Nesta secao tratamos brevemente das medidas de dependéncia da mistura de
copulas. Tlustramos também a estrutura da dependéncia resultante da combinagao

de copulas distintas com medidas de dependéncia também distintas.

Uma familia de coépula gerada a partir de uma mistura finita pode ser expressa

da seguinte forma,

C'(uq,uz) sz (uy,u9;6;), (1.62)

em que Zle w; = 1,0 <w; <1eC; éuma fungao copula, sendo 6; o vetor de
parametros de dependéncia correspondente a i-ésima copula. As k componentes
da mistura podem pertencer a familias diferentes de copulas. Da mesma forma
que foi feita nas segoes anteriores, vamos focar nos casos de copulas bivariadas e
com k = 2. No entanto, os resultados podem ainda ser estendidos para k£ > 2.

Para tal, trataremos de mistura de copulas com a seguinte configuragao,
C(Ul,UQ) = U)Cl(ul,lbg; 91) + (1 - U})CQ('LLl,'U,Q; 92)

Podemos perceber que a mistura de copulas também ¢ uma funcao copula, bas-
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tando para isso verificar os quatro pontos da Definicao 4.

Alguns pontos que surgem é quanto as medidas de dependéncia resultante

da mistura. No caso do 7(C) temos que,

HC) = Q(C,C) = 4 / /I O )y 1z) — 1

_y //I (WCh, + (1 — w)Cy,) (wdCy, + (1 — w)dCy,) — 1

(1.63)
= 411)2/ Cgldogl —+ 4(1 — w)2/ Cg2dC92
I? I?
+4w(l — w) // Co, dCy, + 4w(1 — w) // Cy,dCy, — 1.
I? I?
Logo temos que,
7(C) = w?7(Cy,) + (1 — w)>*7(Cy,) + 2w (1 — w)Q(Cy,,Cy, ). (1.64)

Note que na tltima passagem em (1.63) usamos o fato de que a fungao @) é simétrica

€111 seus argumentos. No caso do pPs temos o seguinte,
ps(C) =3Q(CII) =12 // uruedC'(uy,ug) — 3
12
=12 // C’(ul,u2)du1du2 -3
12

=12 // [wC, (u1,uz) + (1 — w)C, (uy,us)] duyduy — 3
1'2

= 12w/ Co, (u1,u)duydug + 12(1 — w)/ Co, (u1,us)duydug — 3.
12

12

Assim, diferentemente do 7 de Kendall, expresso por (1.64), o ps de Spearman da

combinagao convexa de copulas é a soma dos pg individuais ponderado por w.

ps(C) = wps(Cy,) + (1 — w)ps(Chy,).-

A mesma propriedade observada para o pg também ocorre para a dependéncia
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caudal. Se a mistura de copula possui dependéncia caudal, entao temos que,

Ve L))
u—0t U
_ lim wC, (u,u) + (1 — w)Ch, (u,u)
u—0t u

_ 01 02
=wA + (1 —w)A2.
De forma analoga, ocorre para a cauda superior.

1 —2u+ C(u,u;0)

0 .
)\U N uli>nl/l* 1—wu
_ lim 1 —2u + wCy, (u,u) + (1 — w)C, (u,u)
u—1- 1—u
_ lim 1—2u+(1-2u)w— (1 —2u)w+ wCs, (u,u) + (1 —w)Cy, (u,u)
u—1- 1—-u
_ lim (1 —2uw)w+ (1 —2u)(1 — w) + wCy, (u,u) + (1 — w)Coy, (u,u)
u—s1- 1—u

= w)\?} + (1 - w))\eUQ.

Para visualizar a variedade de estrutura de dependéncia gerada a partir de misturas
de funcgoes copulas, seguem os graficos das curvas de nivel de algumas misturas de

copulas. A Figura 1.17 mostra a mistura de copulas,
C'(u1,u2) = WCGumber (u1,u2; 0 = 2) + (1 — w)Crrank (u1,uz; 6 = —4.5),

para varios valores de w. A mistura foi feita com copulas com sinais distintos de
correlagoes, sendo T(Ceymper) = 0.5 € T(Crrank) = —0.42. Para as marginais foram

utilizadas distribui¢oes normais padrao.
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(g) w=0,75 (h) w=0,9 (w=1

Figura 1.17: Mistura: w x Gumbel(f = 2) + (1 — w) x Frank(§ = —4,5)

Adicionalmente, podemos ilustrar outro caso de mistura entre uma cépula

Joe e Clayton. A mistura é dada por,

O(u1>u2) - choe(”la”Z) + (1 - w)CClayton(ul7u2)-

O grafico dessa mistura é apresentado abaixo.



66

Capitulo 1. Coépulas e Dependéncia

(8) w=0,75 (h) w=0,9 Hw=1

Figura 1.18: Mistura: w x Joe(# = 2) + (1 — w) x Clayton(f = 2,3)




Capitulo 2

R-Vines Coépulas

O emprego de copulas ocorre em varios ramos de estudos, como citado ante-
riormente. Entretanto, muitas familias de copulas se restringem a uma estrutura
bidimensional. Na literatura, ha algumas copulas com n > 2 dimensoes. As classes
de copulas n-variadas, porém, sao restritas, sendo boa parte com estruturas elipti-
cas ou com copulas arquimedianas. Em geral, as copulas multivariadas padrao sao
descritas por um tnico parametro. Esta caracteristica faz com que as estruturas

de dependéncia em altas dimensoes sejam inflexiveis.

Neste capitulo, vamos abordar uma alternativa para a construcao de copulas
multivariadas para n > 3. Este tipo de construcao teve origem no trabalho de
Joe (1996), em que a distribuigao multivariada é dada a partir das marginais e de
n(n—1)/2 parametros de dependéncia um para cada par de marginais. A elabora-
cao destas copulas é feita apenas por pares de copulas, usualmente bivariadas, dai
ser conhecido na literatura como construcao de copulas por pares, também deno-
minado PCC !. A decomposicao entre pares de varidveis nao é tinica e sua forma
de construgao traz a desvantagem quanto ao aumento no nimero de parametros

da distribuigao n-variada.

Para organizar a decomposicao entre os pares de variaveis, Bedford e Cooke

(2002) introduziram uma estrutura grafica chamada de Regular (R-) Vines. Em

L Pair Copulas Constructions
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especial, ha duas classes de R-Vines copulas, a saber: Canonical (C-) Vines e a
Drawable (D-) Vines. Elas se diferenciam, em suma, na configuragao da estrutura
de dependéncia entre os pares de variaveis. Estas duas classes sao importantes

devido a suas aplicagoes em varias areas de pesquisa.

Iniciamos este capitulo com uma breve descricao das copulas formadas por
pares, conforme Joe (1996). Em seguida, apresentamos a construgao das R-Vines
Copulas, exibindo os esquemas de construcao particulares para as D-Vines e C-

Vines copulas.

2.1 Distribuicao Multivariada por Pares de Cépu-

las

Dado um vetor aleatorio (Xj,...,X,) com distribuigdo acumulada Fi., e dis-
tribui¢oes marginais acumuladas F;, i = 1,....,n e C' a funcao copula associada a
(F1(X4),....Fn (X)), o ponto de partida para escrever a distribuigdo n-variada a
partir de copulas bivariadas, mais uma vez, ¢ o Teorema de Sklar. Desta forma, a

distribuicao F}., pode ser expressa através de uma copula C por,

Fl:m(xlyx%'--;xn) - C(Fl(Il)aFQ(xZ)v"-7Fn(xn); 0) (2 1)
= C(u1,ug,...,Up; 0).

em que novamente u; = Fj(z;) sdo os valores das distribuigoes unidimensionais
acumuladas da i-ésima componente. Aqui, denotaremos a fun¢ao acumulada con-
dicional e a densidade condicional por F(:|-) e f(:|-), respectivamente. Utilizare-
mos também o subscrito 1 : n para representar os indices {1,2,3,....n — 1,n} na

distribuicao F}., = Fia3.., com suas respectivas marginais Fy,Fy, -« | F),.

O parametro de dependéncia 6, indica a relagao da variavel j com a variavel
k e 8 é o vetor dos parametros utilizados na construgao da cépula. Primeira-

mente mostramos como escrever Fj.3 em termos de copulas bivariadas, dada pela
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expressao,

1

Fioz(x1,29,23; 0) :/ Cospi (F2|1(£E2\21;921),F3|1($3|21;931);923) dFi(z1). (2.2)
A partir de copulas bidimensionais, iniciamos a montagem da densidade

fi3(z1,29,23), a partir da seguinte decomposicao,
f1:3(561,362,$€3) = f1($1)f2|1($2|371)f3|21($3’5€2,561)- (2~3)

A estratégia é re-escrever as densidades condicionais em termos das densida-

des copulas. O segundo termo de (2.3) é expresso por,

fap (o) =22000:72)

fi(z1) (2.4)
=Ci9 (Fl(x1>aF2(x2)) f2(x2)7

onde o ultimo passo é obtido substituindo a fungao fi» pela equagao (1.17), dada
no capitulo anterior. O terceiro e altimo termo de (2.3) é escrito em termos da
copula densidade cy3p1, que esté associada a Fogpp(22,2321), e também em termos

de c3;. Temos portanto que,
f23\1($2,$3|$1)

cast (Fonn (@alon) Fopy (1) 1) = fop(walzr) fan (wslzr) (25)

Desta forma, escrevemos fs2; utilizando a equacao (2.5) da seguinte forma,

f3|12(x3|x2,x1) _ %

Ca23)1 (F($3|$1),F2\1($2|901); fEl) f3|1(373|$1)f2\1($2|901)
N f2|1($2|I1)

= C32]1 (F3|1(953|$1)7F2|1(I2|$1); xl) f3|1($3|$1)
= caop (Fsp(@s|@1), Fopn (ol 21); 1) s (Fs(23),F1 (1)) f3(xs).
(2.6)
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Finalmente, substituindo (2.6) e (2.4) em (2.3), temos a funcao densidade

multivariada,

fra(@,me,x3) = fi(z) cia(Fi(21),Fa(22)) fa(22)

S

f2\1($2\x1)

X f32\1 (F3\1(£U3\SU1),F2\1(£U2\$1);301) 031(F3(963),F1($1))f3(373)

~
f3|21(333|$27$1)

= f1($1)f2(33'2)f3($3) 012(F1 (9151),F2($2))031(F3(333),Fl (-Tl))

N 7 N

Marginais Copulas N 50 Condicionais
X cgo (Fp(zs|zr), Fop (o] 21); 1) - (2.7)

Copulas Condicionais
Para obter a distribuigdo acumulada Fy.3 integramos (2.7) com relagao a xy, x5 e

xIs3.

Fis3(x1,29,23)
[ L[ ptrsnntenaricpinie
/_: /_Z _Z Fi(z1) fa(22) fa(z)cra(F1(21), Fo(22) Jean (B3 (23) Fa(21))

X caapt (Fin (2a]20), o (2]21); 21) dFy(28)dzgd a2y (2.80)
1 T2 T3

:/ / / fl(Z1)f2|1(Z2|Z1)f3\1(23|21)023|1(F2|1(z2]zl),F3‘1(23|Zl);Zl)dzgdZdel
woprzrts 920 Foi1(22|21),F51(23|21); 2

_ / ) /OO /OO o ( 2'1(§l35)22 sn(ala)iz) ) 1R (2.8D)
z1

Z/ Cospn (Foyi(2a|21), Fap(23]21); 21) dFi(21).

Na passagem (2.8a) utilizamos a equagao (2.4) e na (2.8b) a equagao (1.17). Deste
modo, obtemos a fungao dada por (2.2).
Repare que tanto a funcao de distribui¢ao acumulada (2.8) quanto a densi-

dade (2.7) depende da variavel x;. Isto ocorre nao apenas de forma indireta, por

meio dos argumentos Fyq(x2|x1) e Fyp(xs|er), mas também de forma direta por
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z1. A expressao (2.7) ¢ denominada de PCC Completa®. Basicamente existem
duas razao para nao utilizar a PCC completa. A primeira é do ponto de vista
pratico o segundo é do ponto de vista inferencial. A estimagao com PCC usual
assume independéncia da copula condicional com a variavel condicionada a nao
ser pelas distribui¢oes condicionais. Assumindo tal suposicao a construcao da dis-
tribuigao multivariada é denotada por PCC Simplificada® (Haff et al., 2010). No

caso tridimensional a PCC Simplificada fica expressa da seguinte forma,

fra(w1,m2,23) = fi(z1) fo(@2) f3(23)cra(Fi(z1), Fa(2)) e (F3(23), F1(21))

X €321 (F3|1(5U3‘513'1),F2|1(CC2|~’C1)) .

(2.9)

Haff et al. (2010) destaca que a suposigao PCC Simplificada nao é severa para
fins de estimagao dos pardmetros. Vamos considerar aqui apenas a decomposi-
cao de pares de copulas em que a coOpula densidade condicional que nao dependa

diretamente da variavel condicionada.

O caso n-dimensional de (2.9), é obtido seguindo a mesma construcao em-
pregada no caso n = 3. Para isso considere a notacdo x;; = (z;,2i41,...,7;). A

decomposi¢ao n-dimensional, utilizada em (2.3), é expressa por,
f1:n($1,$2,-~7$n) = H f¢|1:(¢—1)($z'|331:(z‘—1))f1:(z‘—1)(wlz(i—1))- (2.10)
i=2

Cada termo do produtoério (2.10) pode ser escrito por,

fi|1:(i—1)(xi’w1:(i—l)) = C14|2:(i—1) (F1|2:(z'—1)(131|5132:(z‘—1))7ﬂ|2:(z'—1)($z|€172;(z‘—1))) (2 11)

X fi|2:(i71)($i|w2:(ifl))-

Novamente, considerando a distribuigao de Fija.;i—1) € Fjj2:(;—1) nao depen-

2Full PCC
3 Simplified PCC
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dente de x.;_1) e aplicando recursivamente (2.11) temos,

(2.12)
Substituindo a equagao (2.12) em (2.10) obtemos a generalizacao de (2.7).
f($1,.1]2,...,$n> (213)
n n i—1
= 1/ TT LT emierno-n Frierny-v @l 1:6-0) Figs -0 (@il € gsny6-1))-
=1 i=1 k=1

A sequéncia dos pares de copula apresentada em (2.13) nao é tnica, logo outras

configuragoes para a expressao acima também sao possiveis.

A generalizacao da equagao (2.2) para o caso n-dimensional é feita integrando

(2.13) com relagdo a xy,...,o,.

Fl:n(xly"' s (214)

Tn)
x2 Tn—1
= T / Cin (F1\2..-n—1 ($1|Z2, s 21 g, e 70n—2,n—1) )
—00 —0oQ

Fn|2-~n—1 (In|227 ce Zpo1; oz, 70n—1,n)dF2~--n—1 (22, e Zpo1; oz, e 7971—2,71—1) .

Para descrever o caso geral, vamos introduzir a seguinte notagao v = {k,j1,...,jn_2}
em que k < j onde o subscrito —k indica v_ = {ji,...,jn—2}, isto &, todos os
elementos de v exceto o de indice k. A distribuigao acumulada condicional para

qualquer n é dada por,
Fyu(wjl®s) = DiChjw_,, (Frgw_y, (22w ,) iy (5l20_,)) - (2.15)

Perceba que a distribuigdo acumulada condicional (2.15) tem a vantagem de ser
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obtida recursivamente. Mais detalhes podem ser vistos em Joe (1996).

2.2  Vine Coépulas

A combinacao dos pares de copulas para a construcao da distribuicao n-
variada descrita na se¢ao anterior nao é unica. Em funcao disto, Bedford e Cooke
(2002) desenvolveram um diagrama com uma sequéncia de arvores para organizar
o conjunto pares, no qual chamaram de Regular Vines ou abreviadamente R-Vines.
As arvores sao compostas por nos (nodes) e por lagos (edges). A montagem do
diagrama de uma R-Vine n-dimensional é composta por uma sequéncia de n — 1

arvores, sendo,

Arvore 1 A

n nos: Xl,XQ,...,Xn.

n — 1 lagos: cada lago conecta um par das variaveis aleatorias X, Xs,...,X,,

representado pela densidade copula.
Arvore j Ajparaj=23,..n—1

1 n+1— 7 noés: cada no é representado pelos lagos da arvore anterior.

2 n — 7 lagos: cada laco conecta um no representado pela densidade copula

condicional.

A construcao do diagrama segue a condi¢ao de proximidade, no qual se dois nos
sao ligados por um lago na arvore j, entao eles irao compor um nd na arvore
7+ 1. Os lagos definem os pares das densidades das copulas que serao inseridas
na formula (2.13). Na construgao do diagrama das R-Vines, duas variantes foram
identificadas por Bedford e Cooke (2002), as C-Vines e as D-Vines. Suas diferencas

residem nos seguintes pontos:

D-Vine: Cada né tem no méaximo 2 lacos para todas arvores A;.
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P

C-Vine: Cada arvore A; tem um tnico né com n — j lagos. O primeiro no é

chamado de raiz.

Um exemplo de diagrama D e C Vines para n = 5 encontram-se abaixo.

! 12, 3 4 S A A2 13 3
12 23 34 45 Y 53 m
14 —
- ) § - 4
12, 23] 34 4a5) Az .
1312 2413 3514 = 13 TS n
1 14)
1312 75— 248 3537 354 As oo
2301 . 2511 Az
sz .
T1AR3 T 25134 As
- ‘ 4 341127 35112 A4
151234 “ 523 ’
(a) D-Vine: (b) C-Vine:

Figura 2.1: Diagrama R-Vine para Drawable (D) e Canonical (C) Vines copulas
comn =25

A modelagem de uma distribui¢cao multivariada se torna completa quando se
determina a distribuicao das marginais com seus parametros e a familia de fungoes
copulas com seus respectivos valores de 8. De forma geral, a modelagem de uma

distribuicao multivariada pode ser descrita por trés componentes.

Modelo Multivariado = Estrutura R-Vine + Familia Cépula + Marginais.

A estrutura indica a forma de construgdo entre as variaveis; a familia descreve a
estrutura de dependéncia entre as variaveis definidas pela arquitetura do diagrama
R-Vine e, por ultimo, a distribuicao das marginais e seus parametros. Para melhor

ilustrar considere o exemplo seguinte.

Exemplo 3 Considere o diagrama da D-Vine com n = 3 abaixo com as varidveis

aleatorias Xi, Xy e X3 e suas respectivas marginais F,F5, F5.
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1,2 23

Figura 2.2: Diagrama D-Vine m = 3

Suponha que as associac¢Oes entre as variaveis sejam descritas pelas copulas

. G F C . .
Gaussiana (Cf;), Frank (C3;) e Clayton (C7,), como mostra o diagrama na Figura
2.3. Considere ainda que as todas as marginais sao normais padrao, isto é, X; ~

N(0,1), com fungao distribui¢ao acumulada Fj(z;) = ®;(z;) para i = 1,2,3.

Normal 6, Gumbel 8,

Figura 2.3: Exemplo diagrama D-Vine m = 3

Através do Diagrama (2.3) e seguindo a equagao (2.13), a modelagem da dis-
tribui¢ao multivariada de (X7,X3,X3) com o conjunto de parametros 8 = (6;,04,03)

fica,

f(x1,29,23) :f1($1)f2($2)f3($3)0162 (P1(21),Po(22); 61)

(2.16)
X 053 (¢2(5F2),¢3($3); 92) C%p (q)1|2(9€1|332),(I)3\2($3|5U2); 93) .

Uma vantagem da utilizagao das R-Vines é a possibilidade de realizar amos-
tragens oriundas de distribui¢oes multivariadas empregando as técnicas de simu-

lacao descritas nas segoes anteriores com uso de copulas. Outro ponto importante
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é quando as varidveis aleatoérias X sao ordenadas no tempo i.e. X; é observado
antes de X, 1, entao as Vines copulas, em especial a D-Vine, permitem uma forma
natural de avaliar uma dependéncia serial. No Capitulo 4 sera apresentado breve-
mente como as R-Vines copulas podem ser utilizadas para construir um GARCH

multivariado.



Capitulo 3

Distribuicao de Funcoes de Variaveis

Aleatoérias via Funcoes Copulas

Dadas as variaveis aleatérias Xi,...,X,,, definidas sob o mesmo espago de
probabilidade (€2, F,P), diversas fungoes dessas variaveis, g,(Xi,...,X,) sdo de
grande interesse na teoria estatistica e em outras areas da estatistica aplicada.
Na inferéncia estatistica, por exemplo, variaveis aleatorias com distribuicao Qui-
Quadrado, Gama, Estaveis, vem da soma X; + --- + X,, das X;’s independentes.
Ja as variaveis aleatorias com distribuicao t-Student, F de Snedecor, Slash sao

provenientes de quocientes de variaveis aleatérias independentes.

Em diversas aplicacoes nas areas de financas, atuéria, hidrologia, anélise de
sobrevivéncia e entre outras, as funcoes do tipo > X;, > mX;, [, Xi,
X1/ (31, X1) sdo de fundamental importancia quando as X;’s ndo sdo necessa-
riamente independentes. Nesse contexto, o presente capitulo trata da distribuicao
dessas funcoes considerando uma estrutura de dependéncia é induzida por fungoes

copulas.

Na secao 3.1 exploramos a distribuicao da soma e da combinacao convexa.

Na secao 3.2 apresentamos a distribuicao do produto e do quociente.
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3.1 Convolucao via Coépulas

Preliminarmente vamos introduzir nesta se¢ao a distribuicao da soma de duas
variaveis aleatorias continuas Wy = X7+ X5, onde a estrutura de dependéncia entre
X e X5 é dada por uma copula C. Os resultados para este caso sao tratados em

Cherubini et al. (2011).

Antes de enunciar a formulacao da Proposicao 2, sobre a distribuicao da
soma de duas variaveis aleatérias com dependéncia dada por uma funcao copula,

enunciamos os dois Lemas seguintes, tuteis na demonstracao dessa Proposicao.

Lema 2 Seja C(uj,us) uma copula, para qualquer us € I, a derivada parcial

0C (uy,uz)/0uy existe para quase todo u; e

0

O mesmo ocorre para us, i.e.

0
Adicionalmente, as fungoes
Uy +— 8C(U1,U2)/8U2, Ug —> 8C(u1,u2)/8u1, (33)
sao definidas e nao decrescentes para quase todo I. [l

O segundo Lema importante consta-se abaixo.
Lema 3 Seja C'(uj,us) uma fungao copula e Fx e Fy duas distribui¢oes acumula-
das continuas, entdo V¢t € R, D1C(ui,Fy (t — Fx'(u1))) estd bem definida quase
certamente para u; € I. Il

Com base neste dois Lemas estamos aptos a provar a proposi¢ao seguinte.

Proposigao 2 (Cherubini et al, 2011) Sejam X; e X, duas variaveis aleatorias
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com mesmo espago de probabilidade (§2, F,P). Sendo C(uq,us) a copula associ-
ada as variaveis X; e Xy e marginais continuas Fx, e Fl,, entao Vi € R quase

certamente temos que a distribuicao da soma X; + X, é dada por,

Foona(t) = [ DiClurFalt = Fi!(un))dn (3.4)

ou de forma equivalente,

Foona(t) = [ DaC(Fy(t = Fi! () ua) (3.5)

Prova. Para verificar a proposigao acima considere a seguinte distribui¢ao con-

junta.

FX17X1+X2<S7t) = P[Xl < 3>X1 + X, < ﬂ

:/_5/_ le,X1+X2(fL’,y)d9€dZ/
- / / P ot (u]) Fxc, () dadly (3.6)

:/s FX1+X2|X1(t’x)fX1($)dx

—00

:/ P[Xy < t— 2| X, = 2] dFy, (x)

—00

A partir do Lema 3 e utilizando a equagdo (1.19) com notagao descrita por ela e

substituindo Fy, () = u; temos que,

Foxoon(st) = [ DO (). Falt = 2)iF, 2)
= (3.7)

Fx, (s) )
_ / D\C (ur, Fxy(t — Fi'(w))) dus.
0

Assim, podemos obter a marginal Fy, | x, realizando o passo descrito em (1.3),
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isto é, tomando o seguinte limite,

Fx,ix,(t) = lim Fx, x,+x(8:t)

Fx, (s)

S§—00

0
1
- / DyCun,Fy (t — Figwr)))dus.
0

O mesmo raciocinio ¢ valido para verificar (3.5), condicionando a Xo. O

Uma consequéncia desta proposicao é o Corolario 3 com formulagao da funcao

sobrevivéncia da soma de variaveis aleatoria X; + Xs.

Corolario 3 Sejam X; e X, duas variaveis aleatorias com mesmo espaco de pro-
babilidade (€2, F,P) com estrutura de dependéncia dada pela copula C'(uy,us) e

com marginais continuas F'x, e Fl,, entao Vi € R tem-se quase certamente que,

Faoox (1) = /0 DiC (w1, P (t — Fghw))) dus. (3.9)

U

Prova. Por meio da equagao (1.11) segue que,

D1C(U1,U2) =1- ch (1 — ul,l — UQ) .
Em virtude da Proposi¢ao 2 podemos reescrever (3.4) da seguinte forma,

1
FX1+X2(t) =1 —/ ch (Ul,FX2 (t — F)}f(ul))) dul,
0
1
:]_—/ 1—Dlé (1—U1,FX2 (t—F)Ell(ul)))dul,
0

1
- / 1= D10 (1 - wn, P, (t— F'(1—w))) dus,
0
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substituindo v; = 1 — uy,

0
FX1+X2<t) = — Dlé (Ul,FXQ (t — F)Ell(vl))) d'Ul,
1
1

:/ D\C (0, Fy, (t — Fi!(01))) dor.

0
Assim como uq, 0 < vy < 1, logo, troca-se vy por u;, obtendo a expressao final. [

Outro corolario interessante surge a partir da simetria radial definida na
secao 1.3.
Corolério 4 Se C(uy,us) = C(ug,ug) e Fx,(t) = Fx,(—t) assim como Fy,(t) =
Fx,(—t), entao a distribui¢ao da soma também é simétrica em relagao a 0, isto é,

Fx,+%,(t) = Fxy4x,(—1). 0
A prova é imediata a partir da definicao de simetria radial.

Outra notagao para (3.4) surge ao considerar X; ~ F'; Xy ~ G e C copula

associada a (X1,X5), da seguinte forma,
F x G(t) = ch’(ul,G (t —F (ul)))dul,
0

chamada de C-convolucao. Se F' e G sao independentes, entao a convolugao
1
¢ escrita por F' * G(t). Para ilustrar melhor, segue-se alguns exemplos de C-

convolugoes.

Exemplo 4 (II-Convolugao). Se a fungao copula C' = II, entéo a Il-convolugao
de X7 e X5 coincide com a convolugao classica de variaveis aleatorias independen-

tes.
F*G(t) = /0 DyTT (ug,G (t — F~"(wy))) duy (DaTT(us,u2) = us)

_ /OIG(t—Fl(ul)) duy
= /_+OO G(t —x) f(z1)dzy = /_; /_:og(z — 1) f(x1)dz1dz

(e}

= FX1+X2 (t)v
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ao considerar DyIT(uy,us) = up e 1 = F~1(uy). [ |

Exemplo 5 (Cy-Convolugao). Se a funcao copula C' = Cyp, entéo temos que,

1 sewu; < uo,
D1OU(U1,U2) =

0 Se U1 > Usg.

A Cpy-Convolucao da distribuicao G e F' é,

F C;kU G(t) = /1 D1CU(U1,G<t — F_l(ul)>)dU1

= / Tjo.G(t—F-1 () (W) dus
0

1
:/ T 61 ()P (un) <ty (U1 duy
0
_ —1 —1
=sup{u; € (0,1)|G""(w1) + F(wy) < t}.

onde I é uma variavel indicadora. |

Para as copulas Arquimedianas e utilizando a equagao (1.41), a C-convolugao

de F' e G fica expressa por,

#(w) duy. (3.10)

c 1
PG = [ e e T

Para cada familia de copulas, a expressao da C-convolucao é distinta. O

Exemplo a seguir é um caso particular de (3.10).

Exemplo 6 (Clayton Convolugao). Sejam X; e X, variaveis aleatorias com
distribuicao acumulada de uma exponencial F' e G com paradmetro A\gp e Ag, res-
pectivamente. Além disso, considere a copula Clayton. Pela Tabela 1.1 a funcao
geradora da Clayton é,

(t?-1).

vo(t) =

|

Em consequéncia,
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e pela equagao (3.10),

1/6 —(0+1)
:| du1

F%G(t) = /01 [ul (u;f) (Gl = F 7 (w)) " — 1)

1/67 —(6+1)

_ /01 0 <u19 + (1 _exp {—i—i (At +In(1 — ul))})_0 - 1) du.

c c
Calculando numericamente F' x G(t) e sua respectiva densidade f * g(t), obtemos

as curvas 3.1a e 3.1b no grafico 3.1.

0.8 10
0.6

Ex
04 06
o)

04

0.2
0.2

0.0
0.0

T T T T T T T T T T T T
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
t t

(a) F % G(t) (b) £ % g(t)

Figura 3.1: C-Convolugao de uma Clayton, com 6 = 0.5, A\p = Ag = 2 (preto) e
distribuigdo Gama W ~ I'(2,2) (azul).

Quando o parametro da copula de Clayton 8 = 0,5 (7(C) = 0,2), as variaveis
ficam mais proximas da independéncia, sendo totalmente independente quando
6 = 0. Desta forma, F % G(t) aproxima-se de uma distribuigdo Gama, i.e. (X; +
X3) ~ I'(2,2) como consta na Figura 3.1. Aumentando o grau de dependéncia entre
as variaveis, com 6 = 2,3 (7(C) = 0,53), a distancia com relac¢ao a distribuigao

Gama amplia-se. Este comportamento é explicitado pelas curvas na Figura 3.2.
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10

FG()
06 08
L L
f(t)
06 08
L

0.4
04

0.2
I
0.2

0.0

T T T T T T T T T T T T
o] 2 4 6 8 10 o] 2 4 6 8 10
t t

(a) F % G(t) (b) % g(t)

Figura 3.2: Convolugao-C' de uma Clayton, com 6 = 2, A\p =2 e A\g = 2 (preto) e
distribuigdo Gama W ~ I'(2,2) (azul).

As curvas de niveis da copula Clayton com parametros § = 0,5 e § = 2,3

podem ser vistas na Figura 1.8. |

Como discutido na secao 1.6 no Capitulo 1, a construcao de copulas por meio
de misturas permite gerar estruturas de dependéncias mais flexiveis. O resultado
da distribuigao da soma de X; + X5 quando a copula associada a (X7,X;) é uma

mistura de copula escrevemos o seguinte corolério.

Corolario 5 Sejam X; e X, duas variaveis aleatoérias continuas com mesmo espago
de probabilidade (2, F,P). Sendo C(uy,uz) = wCi(uy,uz) + (1 — w)Cq(uy,uz) a
copula associada as varidveis X; e Xy gerada a partir da mistura das copulas
C1 e Cyonde 0 < w < 1 e com marginais continuas F, e Fly,, entao V¢ € R
quase certamente temos que a distribuicao da soma X; + X, com estrutura de

dependéncia dada por C' é dada por,
Cl C2
FX1+X2(t> :U)Fxl * FX2(t)—|—(1—U)>FX1 * FXQ(t) (311)

g

A demonstragao é simples e direta.
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Prova.

FX1+X2 (t)

_ /01 DyCy (u1,Fx, (t — FigM(ur))) dus,
- /O D [wC (un,F, (t — Fig!(w)) + (1 — w)Ca (un,Fx, (t — Fy}(un))] dun,

1 1
= lU/ chl (Ul,FX2 (t — F)?ll(ul))) dul + (1 - IU)/ chg (ul,FX2 (t — F)Ell(ul))) dul,
0 0

—wF % GE) + (1 —w)F ¥ G).

O

Em algumas situagoes estamos interessados nao somente na distribuicao da
soma de duas variaveis, X; + X5, mas sim na distribuicao de X; +---+ X,,. Neste
caso a formulacao é anédloga a X7 + X5. Para obter a prova da distribuicao dessa
soma, seguindo os passos analogos aos da Proposicao 2, primeiro escrevemos o

resultado para n = 3.

Proposicao 3 Sejam X;, X5 e X3 trés variaveis aleatérias com mesmo espago de
probabilidade (2, F,P). Sendo C(uy,us,us3) a copula associada as variaveis X, Xo
e X3 com marginais continuas Fx, ¢ = 1,2,3, entao V¢ € R quase certamente temos

que a distribuicao da soma W3 = X; + X5 + X3 ¢é dada por,

1 1
Fin, (£) = /0 /0 D1aClun s,y (t — Fil(wn) — Fyl(ua))durdus,  (3.12)

também de forma equivalente,

1 1
FW3 (t) = /0 /0 D2730 (FX1 (t - Fg; (UQ) - F);; (Ug)) 7U2,U3) dUQdU3. (313)
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De fato:

FX17X27W3(7“87§) X1<7“X2<8W3<t)

/ / / le X2, W3 $1,9€2,$3)dﬂ71d$2dI3

(3.14)
Condicionando a z7 e x5 (Lei da Probabilidade Total) temos,
FX11X2,W3 (T737t)
r s t
= / / / fW3|X1,X2<x3|x1;x2>fX1,X2(5517x2)d371dx2d1337

= / / Fuvgx,,x, (t21,22) fx) X0 (21,22)d2 1 ds,

= / / P(Xg S t— r, — I‘Qle = xl,XQ = .TQ)le’XQ ($1,$2)d$1d$€2.

Tomando o limite r 1T co e s T o0, temos a distribuicao de W3. Porém, podemos
reescrever esta ultima passagem da equagao acima utilizando a eq.(1.18) exposta
na se¢ao 1.3.2 do Capitulo 1. Desta forma, fazendo a substitui¢do u; = Fx,(z;),
1 = 1,2,3 temos que,

FW3 / / U3 < FX3 (t — FX1 (ul) F;;(l@)) |U1 = ul,Ug = Ug)

X C19 (Ul ,u2)du1du2.

A partir da relagao descrita por (1.22) tem-se,

1 1
D 5C(uy,u0,u3)
Fy.(t) = : duyd
Wg( ) /0 ; DLQC'(ul,u2,1) 612(U1,U2) Uyausg,

e substituindo ug =t — Fy ' (u1) — F, (u2) temos o resultado final,

FWS( / / -Dl QC (U17U27FX3 (t - FX1 (ul) F);;(UQ))) qud'LLQ.
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A generalizacdo para a soma y ., X;, em que os X; sdo todas continuas,

segue na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 4 Sejam X,X,,...,X,, varidveis aleatérias com mesmo espaco de pro-
babilidade (2, F,P). Sendo C'(uy,us, - - - ,uz) a copula associada ao vetor de varia-
veis aleatorias (X7,Xo,---,X,) com marginais continuas Fy, i = 1,2,...,n, entdo
Vt € R quase certamente temos que a distribuigao da soma W,, = > | X, é dada

port,

1 1 n—1
FWn(t) = / cee / Dl:n—lc (ul,...,un_l,FXn (t — Z Fg@l(ul)>> dul . dun—la
0 0 i=1

(3.15)

ou de forma equivalente,

1 1 n

FWn (t) = / B / DQ:nC (FXl (t - Z F;}(UJ) ,UQ,Ug,...,U,n) dugdu;; s dun
0 0 =2

(3.16)

U

Prova. Seguiremos a prova por indugao'. Seja W, = 3" | X; em que X;, i =
1,2,--- ,n s@o variaveis aleatérias no mesmo espago de probabilidade (€2, F,P).

Pela Proposigao 2 verificamos que para n = 2,
1
Finy (£) = / DyC(Fy, (t — Fig)(uz)),uz)duia,
0

é verdadeira. Suponhamos agora que para algum n € N tem-se que Fy, (), formu-

lado por (3.16), também seja valido. Compondo W,, 1 = W,, + X,,11 a distribuicao

1O teorema sobre inducdo matemética se encontra no apéndice.
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para n + 1 variaveis fica,

FXn+17Wn+1 (57t) = P(Xn+1 < s, Wy < t)
s t
N / / Fxui1Waia (Tny1,w) dy g1 dw
R
= / / an+1|Xn+1 (w’$n+1) fX,,LH (xn+1)dwd:1:n+1
- / FWn+1|Xn+1 (t‘$n+1)an+l ($n+1)d$n+1
—o0
s
= / P(Wn <t-— xn+l|Xn+1 = Z)L‘n+1)an+1 (xn+1)d;1:n+1,

—00

Usando a lei da probabilidade total segue que,

FXn+1,Wn+1(svt) = / / / P(Xl <t—ay--- — xn+1|X2 = $2a---7Xn+1 = $n+1)
o0 o0 o0

X sz---Xn+1 (xg,...,:cn,xn+1)dx2 s d$n+1,

com a substitui¢ao, u; = Fx,(z;) para i = 1,...,n + 1 temos,

FXn+1 Wn+1 (S7t)

/0 X ( /01 /01 P <U1 < Fx, (t — Fy}(us) - Fijﬂ(unﬂ))

X (U, -+ s Upgr)dUg -+ - dUpyg.

Uy = ug,--- 7Un+1 = Un+1>

Para obter a expressao da distribuicao de U; dado Us, - - - ,U, 41 utilizamos a relagao

descrita por (1.23).

F s
X (5) D2 nr1C (U, -+ Upgr) d d
Fxpir Wi (851) D C( c(ug, -+ Upgr)dug - - - dity 4
2:n41 UQ, o ,Un+1)

FX" 1(9) n+1
= / + / .o -/ D2n+1C (FXl (t - Z F);’Ll (uz)>> du2 “ e dun+1
’ 0 0 =2

Agora, aplicando o limite s 1 oo,

1 1 1 n+1
F’{/Vn_’_1 (t) = /O /(; t /0 D2zn+1c (FXI <t — Z szl(uz)) yUgy =+ * ,'Lbn+1> dUQ s dun+1.
=2

]
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Exemplo 7 Se X1,X5,X3 sao v.a’s com copula associada C' = II entao,

C(uq,ug,u3) = ugugus

D12C(U1,U2,U3) = Uus.

Utilizando (3.12),

1
FX1+X2+X3 = / Dlgc U17U27FX3 (t - FX1 (ul) F);;(Ug))) duldu2

0

/ FX?, (’LL1> — F);Ql <UQ)) duldu2
0

Il
— s

/ FX3 t—[L’l —5(72) dFX1<CL’1)dFX2(ZE2)

—00

_(Fxs*FXz*FX1)()'

89

No ambito de financas e na gestao de riscos a variavel aleatoria X; representa

o retorno de um determinado ativo 7. Assim sendo, a combinacao convexa Ws

7X1 + (1 — m) X, retrata o retorno total de uma carteira de investimento onde

0 <7 <1 e designa o peso do ativo 7 na carteira. Dai o interesse em determinar

a distribuicao de Wy, porém introduzido um peso w.

Corolario 6 Sejam X; e X5 duas varidveis aleatorias continuas com mesmo espaco

de probabilidade (2, F,P). Sendo C(uj,us) a copula associada as variaveis X e

X5 com marginais continuas Fly, e Fix, e 0 <7 < 1, entao V¢ € R quase certamente

temos que a distribuigao da soma 7X; + (1 — 7) X5 é dada por,

t ™

1
Fﬂ-XlJr(l,ﬂ)XQ(t) :/ ch (ul,FX2 ( — ,/TFX11( ))> du1 (317)
0

l—-7 1-

O
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Prova.
Foxiaxi+(—mx,(s,t) = P(r Xy <s5,7X; + (1 —m) Xy < t)
s t
= / / f7TX1,TI'X1+(1fTI')X2 (?J,w)dydw

s t
= / / f7rX1+(177r)X2\7rX1 (y7w)fTrX1 (y)dydw

Fazendo y = mx temos,

F7TX1,TI’X1+(1*7T)X2<87t) = / F7rX1+(177r)X2|TrX1 (t‘y)fﬂ)ﬁ (y)dy

s/m — X
:/ p()@gu
oo 1—m

Pela equacao (1.19) e pela substitui¢ao Flx,(z) = u; tem-se,

X, = x> dFy, (2).

Fxy (s/m) t—mx
Frmxostrma(5:1) = / D (Fxl (2),Fy, ( )) dFy, (1),
0

l—m
FX1 (S/TK') t T 1
= D, C F — F du .
/o 1 (Uh Xa (l—w 11—, X (U1)>) Uy
O resultado (3.17) segue da ultima equagao ao aplicar o limite s 1 oc. [

Para um portfélio com n ativos, o retorno total é dado pela combinagao
convexa desses ativos e sua distribui¢ao é formulagao geral de (3.17), dada no
seguinte corolario. Generalizando o caso de um portfolio W,, com n € N, temos
que o retorno total dado pela combinacao convexa dos n ativos pode ser formulado

nos mesmos moldes que o caso n = 2, como segue o Coroléario abaixo.

Corolario 7 Sejam X;, i = 1,...,n variaveis aleatorias continuas com mesmo espago
de probabilidade (2, F,P). Sendo C(uy,...,u,) a copula associada a essas variaveis
aleatdrias com marginais continuas F'x, entao Vit € R quase certamente temos que

a distribuicao da soma W,, = > mX; com Y " m = 1 onde m; > 0 é dada por,

1 1 n—1
FWn(t) = /O /0 Dl:n—lc <u1,...,un_1,FXn <7T;1 <t—Z7TZF);11(ul)>>> dul-.-dun_l.
=1

(3.18)



3.2. Distribui¢do do produto e do quociente 91

O

A prova do Corolério 7 segue a mesma estrutura da demonstragao da Pro-

posicao 4.

3.2 Distribuicao do produto e do quociente

Na secao anterior foram introduzidas as formulagoes das distribuicoes nos
casos da soma de varidveis aleatérias W,, = Z?Zl X; para n € N e da combina-
¢ao convexa entre os X;’s, quando temos uma estrutura de dependéncia. Estas
distribuicoes possuem interesse nas areas como financas e atuéria. Funcoes de
distribuigao para o produto X;Xs e para os quocientes Xo/X; e X;/(X; + X3)
também sao estudadas em varias areas. Alguns exemplos dessas formulagoes com
estruturas de dependéncia especificas podem ser vista em Nadarajah (2005a), Na-
darajah (2005b), Nadarajah e Ali (2006) e Nagar et al. (2009). Expressoes para
o produto e razao considerando uma estrutura de dependéncia geral, dada por
um funcao copula C, é introduzida nesta se¢ao. A seguinte proposi¢ao enuncia a

expressao geral para o caso de Xs / X1 e X1X,.

Proposicao 5 Seja (X;,X5) um vetor de variaveis aleatorias definido sob o mesmo
espago de probabilidade (R, F,P). Sendo C(uj,us) a copula associada ao vetor
(X1,X2) com marginais continuas Fy, e Fl,, entdao Vi € R quase certamente

temos que as distribuigoes de X5/ X, e de XX, s@o dadas respectivamente por,

Fx, (0)
FXQ/XI (t) = FX1 (0) - / D,C (ul?FX? (tF);l(ul))) duy
. 0 (3.19)
s [ D (e (0 ) du,

Fx,(0)

Fx,(0)

FX2X1(t) = FXl(O) —/ ch (Ul,FX2 (t/F_;ll(ul)))dul
. 0 (3.20)

n / DiC (un,F, (t/F5 (wn))) duy.

Fx,(0)
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g

A demonstracao da distribuicao do produto é analogo ao do quociente. Desta

forma, seré suficiente apresentar a prova para o quociente.

Prova.

FleXQ/Xl(‘S?t) = P (Xl S SaXQ/Xl S t)

- /_; /_too Ix1 . x0x, (2,w)dzdw
- /—; /_too Fxayxaix, (w]2) fx, (2)dwdz (3.21)

— [ P 1) ()

[e.9]

:/ P (Xa/z < t|X, = 2) dFy,.

[e.9]

Em (3.21), para isolar X, dividimos o suporte de z em duas partes. Assim, para

X1 = 2z <0 temos,

s

FX17X2/X1 (57t> = / P(X2 > tZ|X1 = Z) dFX17 (3.22)

—00

e para X; =2 >0,
FXl,X2/X1(87t) = / P(X2 < tZ‘Xl = Z) del- (323)
0

Substituindo (3.23) e (3.22) em (3.21) a funcao Fx, x,/x,(s,t) é reescrita da se-

guinte forma,

/ P(Xy > tz| Xy = 2)dFx,, se s <0,

0° s
/ P (X5 > tz| Xy = 2)dFx, +/ P (X, <tz| Xy =2)dFx,, ses>0.
—00 0
(3.24)

Fy, xp/x,(8t) =
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Aplicando o limite quando s T oo em (3.24) obtemos,

Fx,/x,(t) = lim Fx, x,/x,(st)

§—00

0 e
:/ P<X2>tZ‘X1:Z)dFX1+/ p(XQStZ’Xlz,Z)dFXI
0

—0o0

0 o]
—/ [1—P(Xy <tz|X; =2)] dFXl—i-/ P (X, <tz|X; = 2)dFx,
0

—00

0 0 00
= / dFXl —/ P(X2 S tZ|X1 = Z) dFX1 +/ P(X2 S tZ‘Xl = Z) dFX1
0

—00 —00

Agora, substituindo u; = Fx,(2) e aplicando (1.19),

Fx, (0)
FXQ/XI (t) :FXI (0) - / DlC (ul’FX2 (tF);l (ul))) dul
0 (3.25)

1
s [ D (i (0 ) dun,
Fx, (0)

]

A partir das mesmas condigoes da Proposicao 5 podemos estabelecer algumas
consequéncias imediatas das expressoes (3.19) e (3.20). Observe que se as variaveis
aleatorias X, e X, sao nao negativas, entao a distribuicao do quociente tipo 1 e

do produto é dada respectivamente por,

1
Fixy/x, (t) = / D, C (Ul,FXQ (tF)le(m))) duy,
0

1 (3.26)
FX2X1 (t) = / D.C (ubFXg (t/F_)zll(ul))) duy.
0
A fungao densidade de X5/X; e X5X; para estes mesmos casos sio,
1
Frapxa(t) = / ¢ (u1,Fx, (tFx) (w1))) fxo(tFx, (u1)) Fx, (un)dus,
. (3.27)

Fron () = / ¢ (11 F, (t/FgM ) fro (t/Fx M) (Fi (un)) ™ dus.

Sendo a funcao copula associada as variaveis aleatorias, X; e Xy da familia Arqui-

mediana, entdo a distribuigdo de X;/Xs e X; X, ficam expressas respectivamente
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por,

G ¢'(u)
P (®) _/0 ¢ (o7 (p(w) + o (Fx, (tFx, (w)))))
¢’ (u1)

) :/0 (7 () + ¢ (Fx, (t/Fx/ (1))

dula

(3.28)

FX2X1 (t d'U,l .

Uma funcao de interesse na area de hidrologia e que aparece recorrentemente

X4
X1+Xo "

na literatura é o quociente Na seguinte proposicao exibimos a expressao

para a distribuicao do quociente tipo 2.

Proposigao 6 Sejam X; e X, duas variaveis aleatérias continuas nao negativas
com mesmo espago de probabilidade (R*, F,P). Sendo C(uy,u2) a copula asso-

ciada as variaveis X; e X, com marginais continuas F, e Fl,, respectivamente,

tem-se que a funcao de distribuicao de X + 5 € dada por,
! 1—t
F X1 (t) =1- ch ulaFXg(—FX (Ul)) dul. (329)
X1+X2 0 t !
O
Prova.
Xq
F t)=P[X;<s, ———— <t
Xl,Xl/X1+X2(3a ) ( 1> S, X 1 X, = )
s t
:/ / fX17X1/X1+X2(Z7w)dZdw
0 —00
s t
:/ / fX1/X1+X2\X1(w|z)fX1(Z)dde
0 oo (3.30)

= / FXl/X1+X2\X1 (t|Z)fX1(Z)dZ

P <tlX;= dF
/Ov (Z—l—XQ | ! Z> X1

-1
/ P<X2>Z |X1:Z)dFX1.
0
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Aplicando o limite quando s 1 oo em (3.30),

FX1/X1+X2 <t> = Sllglo FX1,X1/X1+X2(87t)

o 1—t¢
:/ P(XQ >z / ‘X1:Z> dFX1
0

° 1—1t
:/ 1—P<X2<Z ; |X1:Z)dFX1.
0

Substituindo u; = Fx, (z) e utilizando a relagao (1.19) obtemos a expressao final,

! 1—t
F X1 (t):1—/ DlO (ul,FXQ(—
0

X1+Xo

Fgl(ul))) duy.

X1
X1+Xo

Fone®= [ e (mre (SR ) ) e (S5 ) P

A funcao densidade de é dada por,

X1+X5
(3.31)
Se ainda a funcgao copula associada as variaveis aleatorias X; e X, é da familia
. . ~ . . .~ X1
Arquimediana, entao a distribuicao de 1% fica expressa por,

e T F TN R G I )







Capitulo 4

Distribuicao da Soma com Modelos

AR-GARCH

No contexto de finangas, considera-se os retornos de n ativos de uma carteira
como variaveis aleatorias. Devido a exposicao ao risco em que os ativos se encon-
tram, existe uma dependéncia entre eles. A distribuicao da soma, em particular
a combinacao convexa, representa o retorno de um portfélio. Uma vez definida a
distribuicao de W,, = Z?:1 m; X;, estamos aptos a mensurar as medidas de risco do
portfélio como o Value-at-Risk (VaR) e Ezpected Shortfalls (ES'). Podemos ainda
otimizar uma carteira definindo os valores 7; tais que minimizem alguma medida

de risco.

No entanto, como destaca Cont (2001), os fatos estilizados em finangas apon-
tam que as séries temporais financeiras apresentam clusters de volatilidade. Assim,
além da dependéncia dos retornos entre os ativos, a volatilidade dos retornos tam-
bém possuem dependéncia serial. Para incorporar esta caracteristica, vamos inserir

uma estrutura GARCH em cada variavel.

Neste capitulo apresentamos a distribuicao da soma de variaveis aleatorias,
governadas por um processo GARCH, em que as inovagoes possuem interdepen-

déncia. Introduzimos inicialmente a construcao da distribuicao multivariada por

LA definicio do ES encontra-se no Apéndice A
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meio das D-Vines Copulas, porém com estrutura GARCH(p,q) para cada distri-
bui¢ao marginal de X;;. Mediante esta distribuicao multivariada formulamos a
distribuicao da soma para Xi; + X9;. Na sequéncia, apresentamos o caso geral
da distribuicao X4 + X9y + -+ + X,;. Por fim, ampliamos o caso da distribuicao
da soma para um processo AR-GARCH e também para sua combinacao convexa.
Com estas formulagoes, o célculo do VaR torna-se dindmico, isto é, para cada

tempo temos uma valor para o Value-at-Risk.

Seja Xy = (X14,Xo4,...,X) um vetor aleatorio n—dimensional para cada

1=1.2,...netempot=1.2..7T, tem-se que,
1/2
Xin = hii*Ya,

p q
2
his = w; + g QX g+ E Biklit—k,

(4.1)

onde os parametros S, aig, w; > 0e X0 =0, hyp =0, eainda Y ;_ (i +Fix) < 1
em que s = max (p,q). Para cada i fixo, as variaveis aleatorias Y;; s@o i.i.d. com
E[Yi] = 0e Var[Yy] = 1, cuja distribuicdo denotamos por Fy,, e sdo chamadas de
inovagoes do modelo. O valor hy = Var [X;|F;_1] onde F;_; denota o conjunto de
informagao até o tempo ¢t gerado por {X; 1,X; o,....Xo}. O vetor das inovagoes

Y: = (Yi;,Ya,...,Yot) € independente de F;_;.

Quando a copula associada a distribuicao conjunta Fy, ¢ uma D-Vine copula,

a funcao densidade multivariada de Y; é expressa por,

—1n—j
Sy (WYt Ynt) HH Cirit s (Fi(Wit|Yir1t5 - Vit j—1,6) Fitg Vit Vit 15 Yikj—11))-

J=11i=1

n

X H Ji(Yr),

=1

Retomamos aqui a mesma formulagao (2.13) apresentada na segao 2.1 do Capitulo
2. A fungao densidade de X; com variancia condicional hy = (his,_.t), ¢ obtida

pela transformacao de variavel via método do Jacobiano. Sendo a fungao A : R" —
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R™ com,

Xe = AYatso, Yor) = (Yiev/ hagso . Yor vV e

e sua inversa escrita por,

Xlt Xnt

A_l(Xlt,...,Xmg) - (\/Tlt,,\/h_t

).

A transformagao possui o jacobiano J =[]}, ﬁ Logo, a densidade pode ser

reescrita da seguinte forma,

Ixine (Tt] Pt

Tit1t Titj—1,t

n—1n—j
. H HC Ja Tit Tit1t Litj—1,t Tiyjt
- 1,i4] i ’ z+]

j=1 i=1 \V/ zt \V z—i—lt \/ H—j 1,t \/hz—‘r],

- 1 Tt
. H /Pt e (\/ hk,t) '

k=1

(4.2)

Esta formulagao é similar ao apresentado por Hofmann e Czado (2011). Com base
na estrutura GARCH apresentada e a fun¢ao densidade multivariada (4.2) seguem

as Proposigoes abaixo.

Proposigao 7 Seja (X4, Xo;) 0 vetor de variaveis aleatorias definido sob o mesmo
espago de probabilidade (€2, F,P) com cada variavel X;; ¢ = 1,2 com estrutura

GARCH(p,q), isto é,

Xy = hi{ Vs,
p q (4.3)
hit = w; + Z OéikXitfk + Z Bikhit—k,
k=1 k=1

onde X109 = Xog =0, h1g = hag = 0, wig,Bi,ix > 0 com > 7 (e + Bix) < 1
em que s = max (p,q). Considera-se ainda E[Y};] = E[Yy] = 0 e Var[Yy] =
Var [Yy] = 1. Seja também C(uy,uy) a copula associada ao vetor de inovagoes

(Y1;,Y2:) com marginais continuas Fy,, e Fy,,, entdao Vr € R quase certamente

\/hz—‘rlt’ ’\/hl-‘r] 1t

)
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tem-se que a distribuicao da soma Xi; + Xy é dada por,

T hlt

1
Fxyppx, (1| Fe1) :/0 D,C (thym (\/Tu - h_thii(%))) duy.  (4.4)

g

Prova. Para verificar a proposicao acima considere a seguinte distribuicao con-

junta.

FX1t7X1t+X2t (S,?") =P [Xlt < s, X+ X < 7']

S T
:/ / fX1t7X1t+X2t(xltﬂth)dxltdwzt
—0oQ —0Q
S T
:/ / fX1t+X2t\X1t(w2t|$1t)fX1t(mlt)dxltdw%
—0oQ — 00
S
Z/ Fxyq X0 (T 2012) fxy, (1) iy

o0

= / P X1+ Xop <7 Xy = 21 dFx, (1)

o0

Realizando as substituigoes Xi; = h&t/QYlt e Xop = h;{ 2Y2t tem-se.

5/\/h71t 1
FXM,Xquth(SJ") = / P [\/ haeYie + A/ ho Yo, < 7"Ylt = ylt} \/T—lqu(ylt)\/ hirdyre
_ ¢

s/Vhe r [Py
= /_OO P Ygt < \/T% - h_%y1t|ylt = Yt let (ylt)dy1t~

Pelo Lema 2 ¢ possivel expressar a probabilidade condicional em termos da fungao

coOpula.

s/Vhit

r Th
FX1t7X1t+X2t(S7T> = / DlC (FY1t(y1t)7FY2t (\/T - h_Zylt)> dFYu(ylt)
oo 1t

/FYlt(S/\/E) D C F r hltF—l( ) d
= U, Lyy | —F— — 'y, u Ui .
o 1 1,L7Y: /—hlt th Y; 1 1

No ultimo passo, tomamos a substituigao u; = Fy,,(y1;). A distribui¢ao marginal
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de Xy, + Xy é obtida agora por,

FX1t+X2t(T) = lim FX1t7X1t+X2t (S,T)

§—00

' Fy,, (s/Vte) . e
= slinc;lo ; ch Ul,FYQt \/Tlt — ]’L_QtFY“ (Ul) dul.

Por fim temos que,

! r h’lt
Fx,+x,,(1) = DiC | up,Fy,, | —— — / —Fy (u duy .
X1+ X (T) /0 1 <1Y<\/h_1t thty“(l) 1

]

Em algumas situagoes estamos interessados nao apenas na distribuigao da
soma de duas variaveis aleatorias governadas por um processo GARCH(p,q), mas
na distribuicao de Xy, + X9 + X3;. Nesta circunstancia, o desenvolvimento é

analogo a soma bivariada e é exibida na Proposicao abaixo.

Proposicao 8 Seja (Xi;, X9, X3:) um vetor de variaveis aleatorias definidas sob
o mesmo espago de probabilidade (2, F,P) com cada variavel X ¢t = 0,1,....7T e
i = 1,2,3 com estrutura GARCH(p,q), isto é,

X = hi{ Vs,

p q (4.5)
hio=wi+ > aaX? o+ Buwhisr,
k=1 P

onde X;o = 0, hyy = 0, Wik, Bir, i = 0 com > 7 (i + fBix) < 1 em que
s = max (p,q). Considera-se ainda E[Y;] = 0 e Var[Y;] = 1. Seja também
C'(uy,uz,ug) a copula associada ao vetor de inovagoes (Yi4,Yo,Y3;), com marginais

continuas Fy,,, entao Vr € R quase certamente tem-se que a distribui¢ao da soma
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Ws = Xt + X9y + X3 € dada por,

Fyy,, (7| Fi-1)

e _ hat hot
:/0 /0 Dy, C <U17U2,FY3t( /_hSt_ h—gtFyli(ul)— h_&FY;(u?) duydus.

Prova. Para verificar a Proposi¢ao acima, considere a seguinte distribuicao mul-

tivariada.

Fxy, Xonwa (8,2,7) = P [ X1y < 5, Xop < 2, Wy <7

/ / / let,XQt,W:;t $1t7x2t7w3t>dxltd$2tdw3t

= / / / fW3t|X1t,X2t(w3t|x1t;x2t)fX1t,X2t(xltath)dxltd«T%dw&%
—0oQ — 0o —00

= / / P[Xg <1 — X1 — Xou| X1t = 210, X = wo] dF'x,, x5, (T14,T21).

Realizando as substituicoes X;; = h;t/ Yy e pela equagao (4.2) temos que,

FX1t7X2t7W3t<87Z’T) :/ / P

¢ (FYu (ylt) 7FY2t (yQt)) qu (ylt)me y2t

hi{ let h2t Yot

r—

Ya <

Yie = yie,Yor = y2t]

—————/ hi:dy1:\/ hord
m 1tAY1t 2t Y2t -

Pelo Lema 2 é possivel escrever a probabilidade condicional em termos da funcao

copula como expresso em (1.22).

r—hi?y1,—hi!?
Fy,, (2/vhat) Dy,C (FYH (ylt)7FY2t (y2t)aFY3t ( H ?;Lllt/Q “ y2t)>

3t

Fyy, (s/v/Fap)
Fx., xows (8,2,7 :/ /
Xia X Wor (5,5:7) 0 0 D12C (Fyy, (1e) Fye, (421))

X (FY1t<y1t)7FY2t<y2t)) dFYlt(ylt)dFYQt (yQt)'

Por fim, realizando as substituigdes u; = Fy,,(y1;) e us = Fy,,(y2) e tomando os



103

limites s T o0 e z T oo obtemos a expressao da distribuicao marginal de Ws;.

e r hae hay
Fy,,(r) = D1oC | uyug, Fyy, | —— — A/ —Fy (w1) — \/ — Fy. (u duydus.
wr) = [ [ D ( g (% Vi Ft) = AR ) ) | durdu,

O

As Proposigoes 7 e 8 podem ser ainda generalizadas para o caso da soma de
n variaveis aleatorias X1, + X9 + - -+ + X, sendo cada uma governada por um

processo GARCH(p,q).

Proposigao 9 Seja (Xiy,...,X,) 0 vetor variaveis aleatorias definidas sob o mesmo
espago de probabilidade (€2, F,P) com cada variavel X;; i = 1,2,...net =1,2,....T,
possuindo uma estrutura GARCH(p,q),

Xy = hi{ Vs,
p q (4.7)
hit = w; + Z Oéz‘kXiQ’tfk + Z Birhit—r,
k=1 k=1

onde X;o = 0, hip = 0, wi, Bir, iy > 0 com Y ;_ (g + Bix) < 1 em que
s = max (p,q). Considera-se ainda E[Y;] = 0 e Var[Y;] = 1. Seja também
C'(uy,uz,...,u,) a copula associada ao vetor de inovagoes (Yiy,...,Yy:) com marginal
continua Fy,,, entao Vr € R quase certamente tem-se que a distribuicao da soma

Whe = X1t + -+ - + X,y é dada por,

1 1 n—1 ,1/2
r } : [r—
FWnt (r|ft—l) — /O . /0 Dlzn_lc (Ul,...,Fym (W — h1/2 FYit (UJ)) dul e dun—l-

nt i=1 ""nt

A prova segue nos mesmos moldes da Proposicao 4 do capitulo anterior.

A distribui¢ao da soma de variaveis aleatorias regida por um processo GARCH(p,q)
pode ser estendida ainda para o caso de uma AR(b)-GARCH(p,q). A insercao
desta estrutura pode ser vantajosa visto que em muitas aplicacoes de financas

modela-se o retorno de ativos por um processo AR(1)-GARCH(1,1). Para tal
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considere a seguinte Proposicao abaixo.

Proposicao 10 Seja (Xyy,...,X,) 0o vetor de varidveis aleatorias definidas sob o
mesmo espago de probabilidade (2, F,P) com cada variavel X;; i = 1,2,...,n com

estrutura AR(1)-GARCH(1,1),

X’Lt = + ¢z 1,t—1 + hl/Qszta
(4.9)

hzt = W +azX2t 1 +/61 i,t—1)
onde X@o = 0, hi,O = 0, wikﬁik,aik > 0 com o + 51 <le ¢z <1Vi= 1,2,..n
Considera-se ainda E[Y;;] = 0 e Var[Yy] = 1. Seja também C(uy,uz,...,u,) a
copula associada ao vetor de inovagoes (Yi,...,Y,:) e marginais com fungao de dis-
tribuigao continuas Fy,,, entao Vr € R quase certamente tem-se que a distribuicao

da soma W,; = Xy; + - - + X,;; é dada por,

Fy, (r|Fin)

! ! r— Y iy Mt Piig
:/ / Dy C (ulﬂ"'7FYnt ( lehlj/z Pt Z Fy)(
0 0 nt

1/2
1/2
~duq - dug,_q.

(4.10)

g

A prova é imediata a partir da Proposi¢ao 9

Por fim, segue a Corolério 8 para o caso da combinagao convexa que é analoga

ao Corolério 7 apresentado na secao 3.1 do capitulo anterior.

Corolario 8 Seja (Xi¢,...,X,:) 0 vetor de variaveis aleatorias definidas sob o mesmo

espago de probabilidade (€2, F,P) com cada variavel X i = 1,2,...,n com estrutura

AR(1)-GARCH(1,1),

Xip = pi + 0 X1+ hl/QY;ta
(4.11)

hzt—wz+a2X2t 1+ﬁz i,t—1)
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onde X;0 =0, hio =0, wig,Big,ir, > 0com oy + 3 <leg, <1Vi=12..n.
Considera-se ainda E[Y;,] = 0 e Var[Yy] = 1. Seja também C(uy,us,...,u,) a
copula associada ao vetor de inovagoes (Yi,...,Y:) e marginais continuas Fy;,,

entao Vr € R quase certamente tem-se que a distribuicao da combinagao convexa

W = > 1 mX, € dada por,

Fw,, (r|Fi-1)

n n—1 1/2
_ -1 ("= Zizl i + ¢ixi,t71 Wihit 1
B -1 Dy © (ul’“"FYm (Wn ( B2 o Z BL/2 FYit (u;)
i=1

nt nt

cdug - digy .






Capitulo 5

Estimacao de Coépulas

Uma das vantagens da utilizacao de copulas é a possibilidade de separacao
da estrutura de dependéncia da distribuicao marginal. Assim sendo, o método de
construcao de distribuicao multivariada via funcao copula desperta o interesse em
véarias areas de pesquisa. Em algumas situagoes as distribui¢oes marginais possuem
uma estrutura de regressao, isto é, sao condicionadas a covariaveis. Nestes casos,
o interesse se concentra na estimacao dos parametros de regressao. Em outras
circunstancias, o interesse estd voltado para a estrutura de dependéncia, mais
especificamente para o valor de # da funcao cépula. Na literatura em financas,
a dependéncia é empregada em séries temporais como Breymann et al. (2003) e

Patton (2001) ou em analise de risco como Embrechts e Juri (2003).

Existem atualmente varios métodos de estimacao. Uma técnica usual e direta
para estimacao de todos os parametros é via método de méxima verossimilhanca,
também conhecida por Full Maximum Likelihood (FML). Uma abordagem alter-
nativa ao FML é o método de estimagao em duas etapas conhecida por Two-Step
Mazximum Likelihood (TSML). Diferentemente do FML em que todos os parame-
tros sao estimados simultaneamente o TSML estima os parametros das marginais
e o da fungao copula em momentos distintos em razao da segregacao da estrutura
de dependéncia e das marginais. A primeira etapa consiste na estimacao dos para-

metros das marginais. A segunda etapa utiliza o resultado da primeira para obter
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os parametros de dependéncia da funcao copula. O TSML possui ainda algumas
variantes dependendo da forma como ¢é feita a primeira etapa (Trivedi e Zimmer,

2005).

Um modelo hibrido sugerido por Song et al. (2005) é a maximizac¢ao da
verossimilhanga por partes conhecido como Mazimization by Parts (MBP). Ou-
tra abordagem possivel é por meio dos estimadores dos momentos generalizados

(GMM), os quais nao serao tratados neste trabalho.

5.1 Maxima Verossimilhanca Exato

No caso bivariado, ao modelar o par de variaveis aleatorias continuas (X7,X5)
com uma func¢ao céopula qualquer e sendo F; e Fy as distribuigoes marginais acu-
muladas de X; e X, respectivamente, entao a densidade da distribui¢ao conjunta
é escrita por,

92
011029
92
~ OFR0F,

flz1,22;0,2) = C (Fi(z1),F5(x9);0)

(5.1)

C (F1 (15 ), Fo(22;€2); 0) fi(21; ) fo(z2; Q).
A funcao da log-verossimilhanca no caso bivariado portanto fica,

T T

Lo (0.Q0z1,@2) =Y In fi(z1; Q)+ fo(r; Q)+ Y Inc(Fi (13 Q) Fawa; Q) 0).
t=1 t=1

(5.2)

em que x; = (T;,T,..,Tir), € a amostra da série de dados para cada variavel

i=12e¢x. = (x1.,22). ¢ o conjunto de pardmetros das marginais. Novamente

segue a mesma notagao ¢ para a densidade copula.

No caso multivariado onde temos o vetor de varidveis aleatérias continuas

(X1,X5,...,X,) a densidade conjunta é expressa por,

n

fxr,me, -+ 2 0) = ¢ (Fi(z1),Fo(z2), - -+ Fu(x,);0) H fi(zi; Q). (5.3)

Jj=1
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Seguindo, obtemos a log-verossimilhanca do caso multivariado,
T
L1 (0.Q|xy.,@s., -+ @) = Z Inc (Fi(z14;Q),Fo (295 Q),oe, B (2015 )5 0)
t=1

t=1 =1

(5.4)

Ainda no caso multivariado n-dimensional, porém, com fungoes copulas cons-
truidas via PCC (Pair Copulas Construction), temos a densidade conjunta ex-

pressa por (2.13), a qual é reescrita abaixo,

f(xlax%"'uxn; 079)
n—1ln—j

= H H Ck,k-&-i(F(xk|Ik+laxk+27~ka+i—1§ Q)aF(ﬂﬁkH|$k+1,$k+2,---,$k+z’—1; Q))
i=1 k=1

Em virtude da estrutura de dependéncia ser modelada por um grupo de copulas,
entdo neste caso temos d = n(n — 1)/2 parametros de dependéncia que é dado

pelo conjunto @ = (0,0s,...,04) e o conjunto total de parametros é representado
por ¢ = (0.12).

A log-verossimilhanga das copulas construidas via PCC é escrita por,
£T (0,Q|$1.,$2.,...,$n‘)

T n—1n—i

= Z Z Z In ¢ poges (F($kt‘xk+1,t7xk+2,tr-'>$k+i71,t§ Q):F($k+i,t’$k+1,t7$k+2,ta---7xk+i71,t§ Q); 9k,k+i)

t=1 i=1 k=1

(5.5)

Observe que para qualquer um dos casos apresentados (5.2), (5.4) ou (5.5) a
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log-verossimilhanca pode ser decomposta em duas parcelas,
Lr(0,Q) = L17(Q2) + Lo7(0,02). (5.6)

A equagao (5.6), como funcao de 8, se resume a segunda parcela, o que pode vir

a facilitar o processo de estimacao em termos computacionais.

A estimagao dos parametros no espago amostral via maxima verossimilhanca
é obtida por,

'QLML = argmax ET(Q/)|m1,m2,...,wm).
P

Em termos praticos, {b a1 € obtido resolvendo a equagao score, 0Ly /dp = 0. Sob
algumas condigoes de regularidade os estimadores de méxima verossimilhanga sao

consistentes e é assintoticamente normalmente distribuido, i.e.

VT ($arr =) 4 N (0,77), (5.7)
onde Z ¢ a matriz de informacao de Fisher. As entradas da matriz sdo com-
putadas por (Z),; = —E [#zejlog f(X;Q)] Na prética, a matriz de informa-

¢ao de Fisher pode ser estimada pela matriz de informagao observada J(6*) =
— VVTET(Q)‘ . No caso de mé especificagao, os erros padroes podem ser obti-

dos pelo estimador robusto de Huber, também conhecido por estimador Sandwich

(Trivedi e Zimmer, 2005).

A estimagao via maximizac¢do da fung¢ao log-verossimilhanga como (5.4) ou
(5.5) pode apresentar algumas dificuldades do ponto de vista computacional, em
razao de sua complexidade. Um artificio computacional para superar alguns pro-
blemas de otimizagao de Ly é através da maximizacao em dois estagios, chamado

de Two-Step Maximum Likelihood que sera descrito adiante.
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5.2 Maxima Verossimilhanca em Dois Passos

O método conhecido na literatura por TSML (Two-Step Mazimum Like-
lihood) estima os parametros das marginais ) em um primeiro momento, ja os
parametros de dependéncia @ sao obtidos no segundo momento. Dependendo dos
parametros de interesse e da natureza dos dados hé duas estratégicas usuais para

tratar a distribuicao marginal.

A primeira abordagem nao especifica parametricamente as marginais. Nesta
circunstancia, a distribuicao da marginal é obtida pelo estimador de densidade
kernel fz(xz) através dos valores de z;; em que i = 12....met =12,..7T. O
estimador de densidade kernel possui um parametro bandwidth para ajustar a curva
da distribuicao marginal. Com os valores da amostra obtém-se ; = Fl(:vlt) Sob
um ajuste adequado, os valores 4; devem apresentar distribui¢ao uniforme. Este
resultado jé era esperado em virtude do Teorema 13 que se encontra no apéndice.
Assim, o conjunto de parametros 6 é estimado por,

T
Ors)1, = arg max E In ¢ (T, UsgyeeyUme; 0) -
)

i=1
Em razao dos valores estimados de 6 serem baseados em dados nao diretamente
observaveis, os erros padroes de Orsur requerem maiores cuidados. A abordagem
nao paramétrica considera ainda que os valores de x;. sejam iid (Trivedi e Zimmer,
2005). No entanto, como sugere Cont (2001), em aplicagdes com séries temporais
financeira nao se observa este comportamento. Uma abordagem alternativa é a

paramétrica.

Diferentemente da primeira, a segunda abordagem elucida parametricamente
as distribuicoes das marginais. Neste caso, a estimacao de 0, () é feita separada-
mente a partir da equagao (5.6). Primeiramente obtém-se a estimagao de €2 como
se segue,

QTSML = argénax ELT(Q).
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A estimacao de @ é dada por,

éTSML = argénax £Q,T(O,QTSML)-

Esta abordagem possui a vantagem de ser computacionalmente atrativa quando
a dimensao de 0 é grande. Além disso, assim como o FML, o TSML também pro-
duz estimativas consistentes de @ (Trivedi e Zimmer, 2005). Uma forma consistente
para se obter os erros padroes é via métodos de bootstrap. O algoritmo pode ser

descrito da seguinte maneira:

Algoritmo 5 (Boostrap: Estimacao Erro Padrao)

Passo 1: Obtenha via TSML @) = (é,Q).

Para cada iteragdo k = 1,2,...,B execute os seguintes passos:

Passo 2 (Amostra Bootstrap): Gere z*f através da reamostragem dos
dados originais, com reposigéao.

. _ ~xk ~
Passo 3 (Reestimagao): Obtenha 6 e Q* com base na amostrax**

gerada no passo 2.

Passo 4 (Erro Padrao): Calcule a matriz de covaridncia por

PEE ) 9)

B /
k=1

e obtenha a raiz quadrada dos elementos da diagonal principal.

g



Capitulo 6

Ilustracoes Numéricas

Neste capitulo vamos tratar de ilustracoes numéricas a partir dos resultados
obtidos nos capitulos anteriores. Preliminarmente, investigaremos o caso em que os
dados sao gerados por simulagao. Na sequéncia, trataremos da anélise das medidas
de risco por meio de dados reais no mercado financeiro, através da distribuicao da

soma. Os resultados sdo obtidos a partir do software R Core Team (2014).

Na secao 6.1, por meio de simulagao, investigaremos algumas distribuicoes
de funcgoes de variaveis aleatorias a luz dos resultados das proposicoes e corolarios
apresentados nos Capitulos 3 e 4. Previamente determinamos de forma arbitra-
ria alguns conjuntos de parametros que definirao o processo gerador de dados. O
conjunto contempla os parametros das familias de copulas e o das fungoes de dis-
tribuicao das marginais. Nos dados governados por um processo GARCH serao
inclusos ainda os parametros da variancia condicional para cada distribui¢ao mar-
ginal. A partir das realizacoes das amostras serao estimados os paradmetros via
TSML. Posteriormente, obtemos a distribui¢ao de fungoes de varidveis aleatérias

como a soma, combinacao convexa e razao. Além disso, sao calculadas as medidas

de risco VaR e ES!.

Na secao 6.2 por meio da analise com dados reais, investigamos os princi-

pais indices das bolsas de valores do Brasil, Argentina e Chile. A partir das séries

LA definicio do ES encontra-se no Apéndice A
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histéricas modelamos primeiramente a estrutura de dependéncia entre estes merca-
dos. Posteriormente, definida a distribuicao multivariada dos retornos dos indices,
tracamos a distribuicao da soma destes retornos. Na sequéncia, modelamos os
retornos considerando a heterocedasticidade dos retornos e calculamos a série do

VaR,+(Wy:) para uma carteira igualmente ponderada entre os indices.

6.1 Exemplos por Simulacao de Monte Carlo

O estudo das distribuig¢oes de fungoes de varidveis aleatorias para dados simu-
lados ¢é apresentado em uma sequéncia crescente de complexidade. Inicialmente,
vamos tratar o caso bidimensional para a soma simples, combinacao convexa e o
caso da soma em que as marginais sao governadas por processo GARCH. Em se-
guida, examinaremos os casos tridimensionais com cépulas construidas via R-Vine

copulas. Outro caso estudado é da distribuicao da razao X;/(X; + X3).

Para determinar a estrutura de dependéncia entre as duas variaveis aleatorias
vamos empregar algumas familias de copulas entre elas: arquimedianas Clayton,
Frank Joe; de valor extremo Gumbel e as elipticas Normal e t-Student. Um resumo
das caracteristicas dessas copulas e suas respectivas curvas de niveis pode ser
visualizado na Tabela 1.1 e nas Figuras 1.8, 1.10, 1.11, 1.4 e 1.5 nas péginas 52 e
42.

No caso em que as marginais sao regidas por uma estrutura GARCH, vamos
modelar as inovagoes Yj; da i-ésima marginal no tempo ¢ pela distribuicao padrao t-

Student com v; graus de liberdade. Para obter uma distribuigdo em que E [Y;;] = 0

/2
e Var [Y;;] = 1 aplicamos uma transformagao de escala Y;; = (”’;2> Y;, em que

)

As simulagao sao geradas com o auxilio do pacote CDVine de Brechmann
e Schepsmeier (2013), bem como o processo de estimac¢do dos parametros dos
modelos que seré feito via TSML. O método e as caracteristicas do TSML foram

tratados no Capitulo 5.
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6.1.1 Caso Bivariado

Em nosso primeiro exemplo vamos tratar do caso bidimensional para descre-
ver a distribuicao da soma de X; + X5 e algumas de suas caracteristicas como as
medidas de risco. A estrutura de dependéncia entre X; e X, adotada sera a co-
pula de Clayton. Vamos considerar também que as marginais possuem distribui¢ao

t-Student. A funcao densidade da t-Student é expressa por,

V1 A
f<y|u,>=%<”i(ya“)> |

onde v > 0 representa os graus de liberdade. A func¢ao de distribuicao acumulada

da t-Student e descrita por,

. Loyt () lv+13 ¢
F(y,VauaU)—§+W—F(§)2F1 577,57—7 )

em que »F) é a funcao hipergeométrica?. A distribuicao t-Student pertence a
familia de locagao-escala, logo pode ser ainda reparametrizada para comportar um

parametro de locacao e um de escala o a partir da transformacgao X = p + oY

Os parametros da distribuicao de X; e X5 utilizados em nosso exemplo sao

apresentados na tabela abaixo.

Marginal p o v
X1 2 3 5
X 4 5 5

Tabela 6.1: Parametros distribuicao marginal X; e X5.

Para cada caso, foram realizadas K = 1.000 simulagoes, cada uma sendo
gerada com tamanho N = 1.000 a partir dos valores estabelecidos previamente na
Tabela 6.1 e do parametro da copula. A partir de cada simulagao sao obtidas a

estimativa do vetor de parametros © = (6,u,0,v). Os valores utilizados para plotar

20 desenvolvimento da expressido da acumulada pode ser visto no Apéndice. A
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e mensurar as medidas de risco de X; + X5 correspondem a média das estimativas
~ K N
©=>,.,09:

Na situacao com dependéncia dada por uma cépula de Clayton serao adota-

dos os parametros apresentados na tabela abaixo.

Copula 6 T AL Ay
Clayton 2,3 0,53 0,73 0,0

Tabela 6.2: Parametros copula Clayton

Xi—
o1

A distribui¢ao conjunta de Y; = BeY, = Xi—;m gerada pela copula de

Clayton ¢é exibida no gréafico abaixo.

(a) fY1,Y2 (yl,yQ) (b) FYl,Y2 (y1,y2)

Figura 6.1: Clayton: curvas de nivel com marginais t-Student

Os resultados da estimagao média do vetor de parametros © = (0,u,0,v),

bem como o EQM (Erro Quadraticom Médio) sao apresentados na Tabela 6.3.
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Marginais
i & D
6 202 3,02 5,32
= EQM  (0,012)  (0,013)  (0,85)
6 401 5,02 5,20
= EQM (0,033)  (0,033)  (0,805)
Copula
0 7—Kendall S\L
Copui 6 229 0,53 0,73
EQM  (0,015)

Tabela 6.3: Estimacao parametros: copula Clayton e marginais t-Student.

Através da equagao (3.4) foram plotados o grafico da fungao densidade fx, 1 x, (t)
e da funcao de distribui¢ao acumulada Fy, ; x,(t). As curvas foram obtidas a partir

de métodos numeéricos.

0.05
L
1

0.04
08

0.03
L
.

0.02
L

0.01

0.00

(a) fX1+X2<t> (b) FX1+X2(t)

Figura 6.2: Clayton: Value-at-Risk 1% (tracejada) e 5% (continua).

As medidas de risco VaR e ES da distribuicao de X; + X5 encontram-se na

Tabela 6.4 e a variancia Var [X; + X,] = 66,38.
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Nivel « VCZRa (Xl + X2) VCLRQ (Xl) VCLRQ (XQ) ESQ (Xl + XQ)
5% 8,2 4,04 6,82 16,5
1% -14,61 -8,09 -12,82 -39,56

Tabela 6.4: Medidas de risco de X; + Xs.

Consideramos agora o caso da distribuigao de uma combinagao convexa das
marginais wX; + (1 —w)Xs. A titulo ilustrativo vamos tomar w = 0,6. A fun¢ao

de distribuigao para a combinagao convexa foi dada pela equagao (3.17).

1.0

06 08

Hxpr{1-Y)

000 002 004 006 008 010
I I I I I I

Fu(1-w)e\l)
04

0.2

0.0

T T T T T T T T T T T T T
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15
t t

(a) fuxi+(-w)x,(t) (b) Fuxy+1-wx,(t)

Figura 6.3: Clayton: Value-at-Risk 1% (tracejada) e 5% (continua).

As medidas de risco para a combinagao convexa seguem abaixo. Como ja
era esperado, percebe-se que estas medidas ficaram mais préximas da variavel X;

visto que ela tem maior peso na combinacao.

Nivel @ VaR, (wX; + (1 —w)X3) VaR,(X1) VaR,(X2) ES,(wX;+ (1—w)Xy)

5% 4,14 4,04 6,82 6,15
1% 7,51 -8,09 12,82 -8,76

Tabela 6.5: Medidas de risco de wX; + (1 — w)Xo.

No caso em que se deseja otimizar o indice de desempenho Sharpe Ratio®

(SR) o valor do peso que maximiza SR é w* = 0,85 com SR, = 0,2004. Com o

3A definicao do Indice de Sharpe encontra-se no Apéndice A
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peso de w = 0,8 o indice de Sharpe Ratio ¢ de SRys = 0,2005 proximo ao valor

otimo. A curva abaixo mostra o peso 6timo w*.

Sharpe Ratio
0.200 0.205
| |

0.195
L

0.190
L

T T T T
0.6 0.7 0.8 0.9

w

Figura 6.4: Curva Sharpe Ratio.

Estendendo o grau de complexidade, vamos considerar o caso em que as
marginais sao regidas por um processo GARCH(1,1). Como mencionado no Ca-
pitulo 4, as inovagdes da i-ésima marginal no tempo ¢, Y;; possuem E [Y;] = 0 e
Var [Yy] = 1. A tabela abaixo mostra os parametros das marginais e da variancia

condicional que serao utilizadas.

Marginal w « 16 v
X1 0,3 0,5 0,15 5,0
Xo 0,3 0,5 0,15 5,0

Tabela 6.6: Parametros: distribuicao marginal X; e Xs.

Segue abaixo uma série temporal obtida a partir de uma simulacao.
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o -
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Figura 6.5: Realizagao do processo GARCH(1,1) para Xy; e Xo;.

Em razao da dependéncia entre as inovagoes, perceba que os valores extre-
mos negativos ocorrem praticamente de forma simultdnea nos dois graficos. Esse
comportamento é usual nos mercados financeiros, especialmente em periodos de
crise, onde ha o efeito contagio capitado pelo coeficiente caudal negativo. A Ta-
bela 6.7 mostra as estimativas dos parametros das marginais e da coéopula. Da
mesma maneira, como nos casos anteriores, a estimacao foi realizada via maxima

verossimilhanga em dois estagios (TSML).
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Marginais
@ & B v
© 0302 0494 0,144 538
Xl EQM (0,002) (0,01) (0,007) (0,966)
© 0308 0501 0,142 525
+ EQM (0,002) (0,009) (0,005) (0,89)
Copula
0 7 AL
Copnla ) 2,28 0,53 0,737
EQM (0,013)

121

Tabela 6.7: Estimagao parametros: copula Clayton e GARCH com inovagoes t-

Student.

No caso em que as marginais sao governadas por um processo GARCH, o

Value-at-Risk VaR, (X1 + Xo) altera em cada tempo para se ajustar a variancia

condicional. Em func@o dessas mudancas o VaR, (X + Xot) possui um com-

portamento dinamico. Os graficos abaixo exibem a evolucao do VaR ao longo do

tempo com o = 0,05 e a = 0,01, respectivamente.
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o _

o
Y 8-
< _
S o |
r
s
8 _

© 1 T T T T T

0 200 400 600 800 1000
t
(a) a = 0,05
T o |
>{ ©
< _
%:3 o |
g «
B T T T T T
0 200 400 600 800 1000
t
(b) a = 0,01

Figura 6.6: Value-at-Risk VaR, (X1 + Xo).

6.1.2 Caso Multivariado

No caso multivariado, como discutido em capitulos anteriores, ha uma es-
cassez de copulas n—dimensionais na literatura em que o ntmero de dimensoes
sdo maiores que 2. Além disso, as copulas existentes nao possuem flexibilidade
para acomodar as varias estruturas de dependéncia entre as variaveis dentro de
uma funcao copula apenas. Uma alternativa para esse inconveniente é o uso das
R-~Vines Copulas para a construcgao de distribui¢oes com n > 3. Por conveniéncia
computacional vamos ilustrar o caso em que n = 3. Os casos em que n > 3 seguem

o mesmo desenvolvimento apresentado a seguir.
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A formulacao da distribuicao multivariada para o vetor de variaveis aleatorias
(X1,X2,X3) segue da fungdo (2.2). Em nosso exemplo, vamos considerar uma
D-Vine e uma C-Vine copula com configuracao de dependéncia distintas. Suas

estruturas sao descritas pelos seguintes diagramas,

Survival Survival
1 Gumbe] 82 ) Gumbe] 2 3
12 2.3
Survival
Joe Oup
1 3‘2 Q Normal 62311 G

(a) D-Vine (b) C-Vine

1,2 Frank 612

1,3 Frank 613

Figura 6.7: Diagramas D-Vine e C-Vine n = 3.

As copulas bivariadas selecionadas para a configuracao da D-Vine possuem
dependéncia caudal negativa. Este interesse decorre em funcao do comportamento
de dados de séries financeiras. No caso da C-Vine os coeficientes caudais das copu-
las bivariadas sao todos nulos. A tabela abaixo mostra os valores dos parametros

para cada copula que compoe o Diagrama 6.7.

Copula Parametro Valor 7 AL AU
D-Vine

Survival Gumbel 01 1.2 0,16 0,22 0,0

Survival Gumbel 023 1,6 0,37 046 0,0

Survival Joe 01312 20 0,35 0,59 0,0
C-Vine

Frank 012 22 023 0,0 00

Frank a3 50 045 0,0 0,0

Normal 01312 0,4 040 0,0 0,0

Tabela 6.8: Parametros: D-Vine e C-Vine copula n = 3.

As marginais para ambas R-Vines seguem uma distribui¢ao t-Student com
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parametros de escala o, locagao i e com v graus de liberdade.

Marginal p o v
X 2,0 3,0 5,0
X 4,0 5,0 5,0
X3 2,0 50 6,0

Tabela 6.9: Parametros distribuicao marginal.

Foram realizadas K = 1.000 simulagoes, sendo cada uma delas gerada com
tamanho de N = 1.000 com parametros dados nas Tabelas 6.9 e 6.8. As estimativas
dos parametros, © = (0,u,0,v) correspondem a estimativa média das simulagoes,
isto é, é = Zfil O, /K. Os resultados da estimagdo, assim como seus erros qua-
dréaticos médios (EQM) para a D-Vines e C-Vines, sao apresentados nas Tabelas

6.10 e 6.11, respectivamente.

Marginais D-Vine Copula
i 5 5 0 PN A
6 2,00 3,00 5,20 1,19
X, 0.5 0,36 0,55 0,0
EQM (0,0115) (0,0136) (0,8256) (0,0013)
6 4,00 5,00 5,15 1,59
X, Oy 0,54 0,74 0,0
EQM (0,0321) (0,0373) (0,811) (0,0025)
6 2,00 5,00 6,32 1,99
X, 01312 0,09 0,13 0,0

EQM (0,0322) (0,0363) (1,8801) (0,0028)

Tabela 6.10: Estimagao parametros: D-Vine copula e marginais t-Student.
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Marginais C-Vine Copula
ii & v 0 D VDY
6 1,99 3,00 5,18 2,17
X, 015 0,23 0,0 0,0
EQM (0.0109) (0.0140) (0.8952) (0.0407)
6 4,00 5,01 5,17 4,96
X, Oy 0,45 0,0 0,0
EQM (0.0316) (0.0381) (0.8601) (0.0535)
6 1,99 4,99 6,28 0,39
X, B2 0,25 0,0 0,0
EQM (0.0295) (0.0377) (1.8059) (0.0007)

Tabela 6.11: Estimacgao parametros: C-Vine copula e marginais t-Student.

De posse destes valores podemos estabelecer a caracterizacao da copula D-

Vine trivariada, que possui a seguinte forma,
u2
C(Ul,uz,uza) = / 013\2 (D2012(U1,U2; 912),D1023(U27U3; 923); 913|2> dvs.
0

Pela equacdo (3.13), a distribuigdo da soma W3 = X; + X, + X3, com estrutura

de dependéncia dada pela D-Vine copula é expressa por,

Fyw,(t) = /1 /1 Dy 3 /“2 Cis)2 (D2012(FX1 (t — F)?;(W) - F)?;(Us)) a5 612),D1C53(v2,us3; 023); 913|2) dvaduzdus.
0o Jo 0 (6.1)
No caso da C-Vine copula trivariada a estrutura é anéloga a (6.1), bastando apenas
substituir os pares de copulas e seus parametros de acordo com ao Diagrama 6.7b.
Os graficos da distribuicao de W3 para a D-Vine e C-Vine foram plotados abaixo

a partir das equagoes acima.
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Fusandl)
(t

(a) D-Vine (b) C-Vine

Figura 6.8: D-Vine: Fy,(t) Value-at-Risk 1% (tracejada) e 5% (continua).

As medidas de risco VaR e ES da distribuicao W3 estao dispostas abaixo.

D-Vine
Nivel @ VaR, (W3) ESq(Ws) Y20 VaRa(X;)
5% 9,575 -12,97 -18,19
1% 17,5 -25,85 -34,63
C-Vine
5% 11,2 -15,06 -18,19
1% -19,5 -16,50 -34,63

Tabela 6.12: Medidas de risco de Wi.

Estendendo o nivel de complexidade, vamos inserir uma estrutura GARCH
para cada uma das marginais e obter a distribuicao da soma. A tabela abaixo

mostra os valores dos parametros utilizados para modelar a variancia condicional.

Marginal w « I6] v
X1 0,3 0,5 0,15 5,0
Xo 0,3 0,5 0,15 5,0
X3 0,3 0,5 0,15 5,0

Tabela 6.13: Parametros: distribuicao marginal X7, X5 e X3.

Inicialmente vamos considerar o caso da copula com estrutura D-Vine dada
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pela Figura 6.7. Um exemplo de uma série gerada a partir da simulagao encontra-se

abaixo.

Xt
0
L

T T T T
0 200 400 600 800 1000

Xat
0
L

T
0 200 400 600 800 1000

Xa
0
L

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Figura 6.9: Realizagao do processo GARCH(1,1) para Xy;, Xo; e X3;.

Novamente, como era ja esperado, as quedas acentuadas ocorrem pratica-
mente simultaneamente. Ja o comportamento no sentido contrario nao é verifi-
cado com mesma frequéncia. Isso se deve ao fato de que as copulas utilizadas na

configuracao da D-Vine possuem apenas dependéncia caudal negativa.
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Marginais
@ & B v
0 0,28 0,491 0,17 5,44
i EQM  (0,002) (0,008) (0,005) (1,32)
6 0,293 0,489 0,159 5,42
2 EQM (0,002) (0,008) (0,004) (1,15)
) 0,306 0,519 0,141 5,07
s EQM  (0,002) (0,009) (0,004) (0,76)
Copula
0 7 AL
012 1,2 0,16 0,21
EQM  (0,0009)
D-Vine Coépula e Lot 0,39 047
EQM  (0,003)
Oz 1,81 031 0,53
EQM  (0,04)

Tabela 6.14: Estimacao parametros: copula D-Vine e GARCH com inovagoes t-

Student.

Em detrimento da variancia condicional o VaR (X1t + Xot + Xs¢) possui

um carater dinamico.

O gréfico abaixo mostra a realizacao de uma simulacao

do VaR,+(X1t + Xot + X3:) com um o = 5% e o = 1% para um total de 100

observagoes.
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0 20 40 60 80 100

t

Figura 6.10: Value-at-Risk: VaR, (X1, + Xor + X3¢) a = 5% (continua) o = 1%
(tracejada)
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6.1.3 Distribuicao da Razao

Uma das distribuicoes formuladas neste trabalho diz respeito a distribuigao
da razao ﬁ, na qual é expressa pela equagao (3.29) apresentada na proposi¢ao
6 da secao 3.2. O interesse na distribuigdo da razao surge em virtude de algumas
aplicagoes, como é o caso da area de hidrologia ou como uma maneira de derivar

outras distribui¢coes. Vamos ilustrar o exemplo da razao de varidveis aleatorias

com distribuicao Gama. A fungao densidade de uma Gama é definida por,

flz;a,N) = e,

em que « > 0 é um parametro de forma, A > 0 de escalae z € RT. A fungao I'(«) &

chamada de gama. Uma variavel aleatéria X com distribui¢ao gama sera denotada

X3
X1+Xo

por X ~ I'(a,\). Ja é bem conhecido que a razao Y = em que X; ~ I'(a,\)
e X; ~ T'(B8,\) e sob suposi¢ao de independéncia possui uma distribui¢ao Beta?,

isto é, Y ~ B(«,). A funcao densidade Beta é expressa por,

2711 — :13)5*1
B(a,f)

fz;o.8) =

onde a fungao beta B(a,), também chamada de integral de Euler, é definida por,

[(a) T'(5)

B(a,8) :/0 N

Relaxando a condi¢ao de independéncia entre X; e X5 e inserindo a estrutura
de dependéncia via fungoes copulas, podemos escrever a funcao de distribuicao
acumulada de Y. Como as variaveis aleatérias X; e X, estao definidas nos reais

positivos, entao podemos escrever a expressao da distribuicao de Y por,

1 J—
Fy(t) =1 —/ ch <U1,FX2 (%FXE(UQ)) dul.
0

4A demonstracdo deste resultado se encontra no Apéndice A
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Esta expressao foi apresentada na se¢ao 3.2 como consequéncia da proposicao 6.

Em nosso exemplo vamos considerar arbitrariamente os seguintes parametros de

X1 (§] XQ.

Marginal o A
X 2,0 2,0
X5 3,0 2,0

Tabela 6.15: Parametros distribuicao Gama.

Para a estrutura de dependéncia vamos supor a copula eliptica t-Student. A
expressao desta copula, bem como os graficos das curvas de nivel podem ser vistas

em 1.36 e 1.5 nas paginas 40 e 42, respectivamente.

Copulas p v T AL Ay
Copula-t I 0,8 3,0 059 0,54 0,54
Copula-t IT  -0,8 3,0 -0,59 0,004 0,004
Copula-t IIT 0,3 5,0 0,19 0,12 0,12

Tabela 6.16: Parametros Copula-t.

Os gréficos abaixo mostram as curvas de nivel das distribui¢oes das densida-

des conjuntas de X; e X, com marginais Gama para cada copula.
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(a) Copula-t I (b) Copula-t 11

12

10

(c) Copula-t 111 (d) Independente

Figura 6.11: Curvas de niveis das conjuntas X; e X5 com marginais Gama

Seguindo os mesmos moldes dos exemplos anteriores, realizamos K = 1.000
simulagoes, cada uma contendo N = 1.000 pares de observacao (Xi,Xs). Em
seguida sao calculados os valores médios das K estimativas dos parametros. A
partir dos valores obtidos na estimacao, foram plotados nas Figuras 6.12 os graficos

das funcgoes de distribuicao das razoes para cada cépula.
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0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

(a) Copula I (b) Copula II (c) Copula III
Figura 6.12: Distribuicao da razao Y = Xl)ilxz - copula (azul) e independente

(vermelho)

Nos graficos acima, a curva vermelha mostra a distribui¢cao no caso de inde-
pendéncia entre as variaveis X; e X5. Como mencionado anteriormente, no caso
de independéncia a razao tem distribuicdo Beta Y ~ B(2,3). As tabelas abaixo
exibem os valores dos resultados das estimativas médias, juntamente com seus

respectivos EQM.

Marginais Marginais Marginais
& A a A a A
X 2,01 1,99 | Xy 203 1,9 | X4 1,99 2,01
EQM 0,007 0,008 | EQM 0,006 0,007 | EQM 0,006 0,008
X 3,01 1,98 | X5 299 201 | X, 3,01 1,99
EQM 0,018 0,009 | EQM 0,018 0,009 | EQM 0,015 0,006
Copula-t Copula-t Copula-t
P % P % p %
Copulal -0,79 3,07 | Copula II 0,79 3,08 | Copula III 0,29 5,25
EQM 0,0002 0,27 | EQM 0,0002 0,2 | EQM 0,0008 1,25
(a) Copula I (b) Copula II (¢) Copula III

Tabela 6.17: Estimagao: Copula-t e marginais Gama.
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6.2 Aplicacao com Dados Reais

Nesta secao apresentamos uma aplicacao para a distribuicao da soma a par-
tir de dados reais em financas. Os dados sao referentes as séries histéricas dos
principais indices das bolsas de valores das trés maiores economias da América
Latina: Brasil, Argentina e Chile. No Brasil foi selecionado o indice Ibovespa, na
Argentina o Merval e no Chile o indice IPSA®. A série é composta pelos valores de
fechamento diario dos indices. O periodo registrado das séries data de 12/05/2003
a 09/10/2015 com um total de 7" = 2.825 observagoes. O grafico abaixo mostra a

evolucao historica dos indices.

60000
I I
T T T
12000

Ibovespa

40000
|
T
Merval e IPSA

2000 4000 6000 8000

20000
I
T

T T T T T T
2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016

Tempo

Figura 6.13: Série historica indices Merval (azul), Ibovespa (verde) e IPSA (ver-
melho)

O eixo esquerdo do Gréafico 6.13 refere-se a pontuacao do Ibovespa e o eixo

direito ao IPSA e Merval.

Na sequéncia computamos os valores dos log retornos os quais sao calculados

por,

logp, = log ( Pi ) ,1=12,....T,

Pi—a
onde p; refere-se ao valor de fechamento diario do indice. A série dos log retornos

dos trés indices encontra-se na Figura 6.14.

5Tndice de Precio Selectivo de Acciones
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Figura 6.14: Série retornos dos indices.

T
2016

O grafico apresenta uma simetria nos periodos de maiores volatilidades. Vi-

sualmente ¢é possivel observar esse comportamento no periodo de 2009 e no final de

2011. Essa caracteristica é analoga ao que ocorreu na secao anterior, onde estamos

interessados na distribuicao da soma de variaveis aleatorias em que as marginais

eram regidas por um processo GARCH(1,1), sendo as inovagoes interdependen-

tes.

Denotaremos por X;, X5 e X3 os log’s retornos diarios dos indices Merval,
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Ibovespa e IPSA, respectivamente.

Os testes de Dickey-Fuller Aumentado apontaram para a estacionaridade da
série dos retornos dos indices. No que tange a autocorrelacao dos retornos, segundo
o teste de Ljung-Box, apenas indice Merval nao apresentou autocorrelagao. Os
teste de estacionaridade ADF, os testes de Ljung-Box e os graficos das fungoes

autocorrelagdo encontram-se no Apéndice B.

No primeiro momento vamos analisar o caso em que os retornos dos trés
indices possuem distribuicao conjunta com estrutura de dependéncia dada por
uma D-Vine Coépula. A série temporal dos retornos é inicialmente considerada
homocedastica. Em seguida calculamos as medidas de risco VaR e ES de uma
carteira composta por esses indices. As medidas de risco sao calculadas a partir
da funcao de distribuicao da variavel aleatoria W3 = X; + X5 + X3 descrita na
Proposigao 3. O diagrama da configuracao da D-Vine coépula empregada no estudo

é apresentado na Figura 6.15.

Merval Ibovespa IPSA

o=o=o
12 U 23
(=)

Figura 6.15: Diagrama D-Vine cépula

No segundo momento, vamos considerar a mesma estrutura de dependéncia,
porém assumindo a heterocedasticidade dos dados de retorno. As marginais da
distribuigao conjunta dos retornos sdo modeladas um processo GARCH(1,1) nos
mesmos moldes descritos em (4.1). Na sequéncia, computamos a série historica
das medidas de risco VaR e ES a partir da distribuicao da soma das marginais

obtidas no Capitulo 4.

A estimacao dos parametros da distribuicao conjunta de X; ¢ = 1,2,3 é feita

novamente via TSML. Para cada uma das marginais estimamos duas distribuigoes,
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normal e t-Student. O Gréfico 6.17 exibe os ajustes das estimativas das curvas

juntamente com o estimador kernel da densidade dos retornos.

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

(a) Merval (b) Ibovespa (c) IPSA

Figura 6.16: Densidade t-Student, Normal (roxo) e estimador Kernel (preto).

Visualmente é possivel notar que a distribuicao t-Student se ajustou melhor

aos dados. Essa nogao é corroborada pelas medidas de qualidade de ajuste AIC e
BIC.

Normal t-Student
Marginal AIC BIC AIC BIC
X1 -13791.05 -13779.15 -14214.28 -14196.44
Xo -14529.9  -14518.01 -14892.89 -14875.05
X3 -17531.55 -17519.65 -18149.14 -18131.3

Tabela 6.18: AIC e BIC marginais

Marginal [ o) v ep(in) ep(a) ep(D)
X1 0.00158 0.01469 3.8016 0.0003 0.0004 0.92
Xo 0.00074 0.0137  4.5129 0.0003 0.0006 0.99

X3 0.00065 0.00733 3.60694 0.0001 0.0002 0.78

Tabela 6.19: Parametros estimado distribuicao t-Student

Os valores dos erros padroes e.p(fi), e.p(¢), e.p(¥) foram obtidos via boots-

traps com B = 1000 amostra. Em virtude dos dados apresentarem autocorrelagao
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e heterocedasticidade empregamos neste caso o bootstrap em blocos nao sobre-
postos. Para dimensionar os blocos adotamos o critério sugerido por Hall et al.
(1995). A partir da definigao dos blocos o processo de reamostragem realizado de

acordo com o Algoritmo 5 na se¢ao 5.2.

Por intermédio dos parametros estimados obtém-se as transformacoes dos
dados u;; = Fy,(x;;|4,0,0), em que i = 1,23 e j =1,2,....T. Se os dados estiverem
bem ajustados, pelo Teorema 13 os valores de U; ~ U(0,1). Pelo histograma abaixo

os valores se ajustam bem préximos a uma distribuicao uniforme.

(a) Merval (b) Ibovespa (c) IPSA

Figura 6.17: Histograma u; = Fx,(z; : f1,0,0)

A partir dos valores 7, foi plotado o grafico de dispersao e a cépula empirica.

Ibovespa

10

00 02 04 06 08

IPSA

00 02 04 06 08 10

Figura 6.18: Matriz de dispersao e copula empirica dos retornos dos indices
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Para testar a independéncia entre os retornos, empregamos o teste proposto
por Genest e Favre (2007), baseado no coeficiente de correlagao 7 de Kendall. O

teste é assintoticamente normalmente distribuido e é calculado por,

~or(r -1,
K=1\l2ar+5 "

sendo 7 o valor empirico do 7-Kendall. Os testes para todos os pares de varia-
veis ndo apontaram para independéncia. Para selecionar as copulas Cia(uq,us),
Cas(ug,us) e Cigja(uqj2,ug2) descritas no Diagrama 6.15, vamos utilizar o método
de selec¢ao proposto por Belgorodski (2010). O método compara para cada copula
C, com as demais copulas propostas por um teste. Cada vez que a copula C,
é preferida em detrimento de outra, soma-se +1 ponto, caso contrario subtrai-se
—1. O teste de comparacao aplicado par a par é o de Vuong (1989). Neste teste

compara-se duas copulas C e Cy através da densidade da copula e dos pardmetros

e (uin,ui2;61)
c2(ug1,u42;02)

estimados. A partir dos valores x; = log ( ) para ¢ = 1,2,....,T computa-

se a estatistica,

Z;‘Tzl Ki _
(XLt — /1)

A estatistica n é assintoticamente normalmente distribuida. A copula C é prefe-

n=T"

rida em relagdao a Cy, a um nivel de a, se n > ®71(1 — ). Maiores detalhes deste
e outros métodos podem ser vistos em Brechmann e Schepsmeier (2013). A tabela

abaixo mostra os resultados do método de selecao.

Copula Gaussiana t-Student Clayton Gumbel Frank Joe

Cm(Ul,UQ) 2 5 -1 1 -2 -5
Cos(ug,us) 3 5 -1 0 -2 -5
Chajo(u)2,u3)2) 0 1 -5 5 -1 0

Tabela 6.20: Selegao copulas baseada no teste de Vuong

Baseado no método de selecao, as copulas que apresentaram melhores ajustes

para as copulas Ca(u1,uz), Coz(uz,u3) € Crgpa(urj2,us)2) foram t-Student, t-Student
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e Gumbel, respectivamente. Uma analise visual do ajuste pode ser vista a partir

da fungao A proposto por Genest et al. (1993). A fungao é expressa por,
Av,0) =v— K(v,0),

em que K(v,0) = P (C(Ul,Uglé) < U), 0 ¢ v € [0,1]. Para as copulas arquimedia-
nas a funcao K possui expressao analitica, ja para as copulas elipticas Gaussiana e
t-Student nao tém, e é estimado por simulagao. Os limites inferior 7 = 0 e superior
7 = 1(A = 0) correspondem as linhas inferiores e superiores no grafico. O grafico

e a fungao A estao implementados no pacote Brechmann e Schepsmeier (2013).

(a) Merval x Ibovespa (b) Ibovespa x IPSA  (c) Merval x IPSA | Ibovespa

Figura 6.19: Fungao \: tedrico (cinza) empirico (preto)

As estimagoes conjuntas dos pardmetros por maxima verossimilhanca das

copulas com melhores ajustes sao apresentadas na tabela abaixo.

~ A
A

Copula 6 v epd) ep® T A AL
C1a(uq,uz) 0.56 4.75 0.015 081 037 0.25 0.25
Cas(ug,ug) 0.51 6.88 0.015 188 034 0.15 0.15

Cisplupuzz) 111 - 0019 - 010 013 0.0

Tabela 6.21: Estimacao parametros copulas

Através dos valores estimados dos pardmetros, estamos aptos a determinar

a funcao de distribuigao Fx,4x,+x, como definido na Proposi¢ao 3. O calculo
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do valor do VaR,(X; + X2 + X3) é obtido imediatamente a partir da funcao

de distribuigdo da soma Fy', .y (a) = VaRe(X; + X + X3). O gréfico da

distribuigao de X; + X, + X3 é disposto a seguir.

(a) FX1+X2+X3<t) (b) fX1+X2+X3(t)

Figura 6.20: Value-at-Risk: VaR, (X1 + X2 + X3) 1% (tracejada) 5% (continua).

As medidas de risco VaR e ES da distribui¢ao acima encontram-se na Tabela

6.22. Os valores foram arredondados até a quarta casa decimal.

Nivel @ VaR, (W3) ES,(Ws) Y27 VaRa(X;)
5% -0.0555 -0.0649 -0.0733
1% -0.08375  -0.0864 -0.1313

Tabela 6.22: Medidas de risco de Wj.

Vamos considerar agora a caracteristica heterocedastica dos retornos. A es-
trutura da distribuicao conjunta dos retornos segue o mesmo Diagrama D-Vine
6.15. A modelagem da heterocedasticidade das marginais é feita por um processo
AR(1)-GARCH(1,1), em que as inovagbes possuem distribui¢ao t-Student. a Ta-
bela 6.23 mostra as estimativas dos parametros das variancias condicionais das

marginais.



142 Capitulo 6. Tlustragoes Numéricas

X Xo X3

A ~ ~

e e.p. S} e.p. © e.p.
po 7.81-107%  3.13-107* 1.58.1073 3.23-107* 6.89-107* 1.8.107*
¢ -6.37-107* 1.76:1072 2.56-107% 3.02-1072 1.57-107! 1.57-107!
w 6.69-107% 1.6.107* 1.32:107° 1.55-107* 3.84-107% 6.01-107°
a  6.6-1072 6.1-1072 9.51-1072 897-1072 1.3-107' 1.25-107!
g 91107t 435107t &77-107' 3.15-107' 8.3.107' 3.94.107!

Tabela 6.23: Estimacgao parametros marginais X;, X, e Xj.

Em todos os casos observamos a+f < 1, isto €, os processos sao estacionarios.
Ja a Tabela 6.24 apresenta a estimativa dos parametros da D-Vine Copula. Os

valores foram arredondados até a segunda casa decimal.

~

Copula 0 v epd) ep®) T A AL
Cha(ug,up) 056 6.43 0.015 1.82 037 0.18 0.18
Cos(ug,ug) 042 888 0.019 2 028 0.07 0.07
Ciap(urpusp) 1.26 - 0.03 - 021 026 0.00

Tabela 6.24: Estimacao parametros copulas

A partir desses resultados estamos aptos a construir a curva cdf Fi,, x,,+ x5, (7)-
Para cada tempo ¢ tem-se valores distintos para os parametros da cdf. Como
explicitado anteriormente, o valor do VaR, (X + X9 + X3;) adquiri, como con-
sequéncia, um comportamento dinamico. A representacao grafica da evolugao do
VaR ao longo do tempo com « = 0,05, pode ser observada abaixo para o ano de

2015, entre as datas 02/02/2015 e 09/10/2015.
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Figura 6.21: VaR, (X1 + Xo + X3;) a = 5% e variancia condicionais dos indices

Observe que conforme a variancia condicional dos retornos dos indices aumen-

tam concomitante o valor do Value-at-Risk capta o acréscimo de risco e também

aumenta, o que nao ocorre no VaR estatico.






Consideracoes Finais

Neste trabalho tratamos da formulagao de distribui¢ao de fungoes de varia-
veis aleatorias dependentes do tipo soma Y | X;, combinagao convexa y . | m;X;,
produto X;.X5 e quocientes Xl/XQ e Xl/ (X1 + X3). A dependéncia entre as va-
riaveis aleatérias foram induzidas via funcoes copulas ao qual sao incorporadas
nas expressoes destas distribuigoes. Os resultados do Capitulo 3 apresentam uma
expressao alternativa ao método do Jacobiano para o desenvolvimento de distri-
buicao destas func¢oes. Do ponto de vista computacional, os resultados apontados
oferecem um mecanismo geral para computar a distribuicao da soma, combinagao

convexa, produto e quocientes de variaveis aleatorias.

O Capitulo 4 analisou o caso da distribui¢ao da soma e combinagao convexa
em que as variaveis aleatorias sao governadas por um processo AR(b)-GARCH(p,q)
e as inovagoes possuem dependéncia. Uma contribuicao em termos mais aplica-
dos dos resultados exibidos neste capitulo é o calculo do Value-at-Risk de forma
dinamica. Esta caracteristica é de interesse para gestores de fundos e bancos para

atualizar VaR, (W) em cada tempo t.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho empregamos as R-Vines copulas
para construir uma distribui¢ao multivariada. Entretanto, nenhuma expressao da
distribuicao das funcoes de variaveis aleatorias impds sua utilizagao. Assim, as
R-Vines foram aplicadas apenas como uma alternativa para a obtencao de copulas
multivariadas. Em virtude da construcao de D-Vines ser por pares de copulas e as
distribuicoes condicionais dadas de forma recursiva, a obtencao da distribuicao da

soma ¢ do valor VaR, (W) tornam-se computacional intensiva. Esta dificuldade
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foi encontrada no Capitulo 6 na secao 6.2 onde empregamos copulas trivariada por
meio de D-Vines para computar o VaR, (W,:) dos retornos dos principais indices
das bolsas latino americanas, sendo este entrave proporcional ao valor de n. No
que se refere & mistura de copulas, nos limitamos apenas a apresentar a expressao
da distribuicao de funcoes de variaveis aleatorias. A restricao se deve ao método
especial de estimacao para misturas, além disso exige uma forma de selecao de

coOpulas para se ajustar aos dados também especifica.

Os resultados apresentados neste trabalho restringiram-se a variaveis aleato-
rias continuas. Em pesquisas futuras é possivel estender os casos aqui apresenta-
das para as varidveis aleatorias discretas. Outra possibilidade é ampliar o estudo
para diferentes funcoes de variaveis aleatorias comumente utilizadas na inferén-

cia estatistica, como por exemplo, a razao de combinagoes lineares de variaveis,
Y

(a1 X7 + a2 Xs)/(as X3 + as Xy) e ZXi para o caso discreto. No que tange a es-
tudos empiricos, uma aplicagao ng 1VaRa,t(VVm) dindmico em alguns mercados e
sua comparacao com outros métodos também seria relevante para a literatura. O
computo do VaR, (W) dindmico pode ainda incluir o caso onde o proprio pa-
rametro de dependéncia da copula muda ao longo do tempo. Outra possibilidade
¢é considerar o caso onde ha mistura de fungoes copulas na modelagem da depen-
déncia entre os dados do mercado financeiro. Do ponto de vista computacional,
¢ possivel avancar com o desenvolvimento de algoritmo e com a implementagao

de um pacote em softwares estatisticos para avaliar a distribuicao de funcgoes de

variaveis aleatoérias, incluindo as estudadas neste trabalho e demais casos.
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Apéndice A

Teorema 12 (Prova por Indugao Matematica) Seja P(n) uma sentenga aberta

sobre N. Suponha que,

i) P(1) é verdadeira; e,

ii) qualquer que seja n € N, sempre que P(n) é verdadeira, segue que P(n + 1)

¢é verdadeira

Entao, P(n) é verdadeira para todo n € N. O

Teorema 13 (Distribuicao da Fun¢ao Acumulada) Seja X uma variavel ale-
atoria continua com distribuigao acumulada F'x(z) e seja também a variavel a
aleatoria Y = Fx(X), entdo Y tem distribuigdo uniforme, i.e. Y ~ U(0,1). Por-
tanto, Fy(y) = P(Y <y)=ye fy(y) =1, para0 <y < 1. O

Prova. A transformagao Y = Fx(X) esta definida para 0 < y < 1. Além disso,

tem-se que,

Fy(y) = P(Y <y) = P(Fx(X) <y)
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Derivando Fy(y) com relagao a y

d
— I = —qy=1.
i v (y) i

Logo, como temos que 0 < y < 1, entdo a distribuigdo de Y ~ U(0,1). ]

Proposicao 11 Seja X uma variavel aleatéria com distribuigao t-Student padro-
nizada, X ~ t(v) em que v > 0 sdo os graus de liberdade, entao a distribuicao

acumulada da distribuicao t-Student pode ser escrita por,

L ar() iviis
F(zv) = 5 —m(%) oy (5777 57—7) :
0

Prova. Tomando o F a fungao hipergeométrica (Série Hipergeométrica de Gauss)

que pode ser expressa pela série de poténcias,

2Fi(ab; c;x) = Z(az"ﬂi—?

n=0 C>n

onde converge para |z| < 1 e (§), representa o simbolo de Pochhammer, o qual é

definido por,

n—1

©n=[E+E) =(©E+D(E+2) - (E+n—1),
CTEEn) (€
G (n) =1

Utilizando esta funcao e o fato da densidade ser uma funcao par, entao

tomamos a seguinte integral,
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Aplicando a expansao binomial.

-3 5 () [
V) == —
L5)v/mv Jo = j v
==+ Ity 5 (JTl)l./thjdt
2 F(%)\ijzo j Jvi
LT Sy
2 TGV G )2+
RISV AR
2 I'(3)ymv =\ 3 v 27 +1

Utilizando o simbolo de Pochhammer temos que,

P = 3+ S st (3), o
3+ i o (5, e
i i (), 0
A 1f<r(>7w—>F 55%)
onde converge para > < v. .

Proposigao 12 Sejam as variaveis aleatorias X; ~ I'(a,\) Xy ~ T'(5,A) e sendo

X1
X1+Xo

« e [ parametros de forma e A de escala, entao a distribuicao da razao Y =
tem distribui¢do beta. Equivalentemente escrevemos Y ~ B(«,), onde possui a

seguinte fungao densidade,

1 B
fy(y) = Bla 5)?} 1(1—y)5 Lem que 0 <y < 1. (2)
Onde B(a,3) = FF((O;BJFF(;)) é a constante normalizadora. O

Prova. A caracterizacao da distribuicao resultante da razao é direta. Sendo X; e
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X, independentes, entao a distribui¢ao conjunta pode ser escrita por,

1 1 1 _
_ a—1_—z1/A B—=1_—zo/X
fX1,X2($17$2) F(a))\axl € F(ﬂ))\ﬁxQ
Aplicando as transformacoes,
X1
= W=X,.
X; + X, '

O jacobinano J desta transformacao fica,

Oz1  O;

J—|% 0w _ w
dzy  Dma|  Y?
oy ow

Assim, a funcao densidade de Y e W fica,

1 _
fW,Y<w7y) = le,X2<waTyw)|J|

_ 1 a—1_—wi/\ 1 1_y o 7177)\yw’u)
T Tt © Hﬂ»ﬂ( y V)T

A distribuicao marginal de Y é dada por,

o0 1 1—y\" 1
_ B L atp-1 —w/)\yd
v ‘A IwwAﬂxmAﬁ( ” ) gy e,

1 1—y)ﬁll(/” $8-1_ /Ay
= — w® e "Ydw,
F(OéWWﬂW( y v Jo

1 1 —(B—1)— at+B8ya
= Fayrges Yy e By,

_Tle+8) 0 e
= Tl LYY

e

,emque 0 <y <1,

o qual é igual a (2).

Definicao 15 (Value-at-Risk) Dado a € (0,1) o Value-at-Risk VaR,(X) ao

nivel @ de um portfélio com valor final ou retorno X com probabilidade P é o

155
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quantil ¢, de X, tal que,
VaRy(X) = —sup{zr e R|P(X <z) <a}. (3)

g

Definicao 16 (Expected Shortfalls) Seja X a variavel aleatoria retorno do

portfolio e I uma varidvel indicadora, o Fxpected Shortfalls - ES é expresso por,

BS4(X) = ~+ (EX Iixer] + 200 — PIX < ,))) (4)

«

em que, x, = sup{z € R: P(X <z) < a}. No caso em que a distribuigao de X

¢é continua, entao o ES é equivalente a,

ES.(X) = -E[X | X < —VaRa(X)]. (5)

Definigao 17 (Indice de Sharpe) O Indice de Sharpe ¢ calculado por,

sp, = Bl Byl (6)

O
em que X; ¢ a taxa de retorno do ativo i, R; a taxa de retorno livre de risco.

Artzner et al. (1999) definem quatro condi¢oes para que uma medida de risco

seja dita coerente.

Definigao 18 Seja G um conjunto de variaveis aleatorias. A funcao p: G — R é

uma medida de risco coerente se satisfaz:

1. Invariancia por Translagao Para X € G e v € R temos p(X + ) =
p(X) = 1.

2. Subaditividade: Se X; ¢ X5 € G entao p(X; + Xa) < p(X1) + p(X2).

3. Homogeneidade Positiva: Se A > 0 e X € G entao p(AX) = A\p(X),
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4. Monotonicidade: Para X; e Xy € G onde X; < X entdo p(Y) < p(X).



Apéndice B

Indice  DF Teste Lag Ordem p-Valor

Ibovespa -13.6459 14 0.01*
Merval  -13.8645 14 0.01*
IPSA -12.9821 14 0.01*

Tabela 25: Teste estacionaridade ADF dos retornos

Ibovespa Merval IPSA
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Figura 22: Fungao autocorrelagao dos retornos

Indice x> g.l p-Valor

Ibovespa 4.2986 1 0.03814
Merval 1.5256 1 0.2168
IPSA 448769 1 0.01%*

Tabela 26: Teste de autocorrelacao Ljung-Box retornos
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AR-GARCH lbovespa AR-GARCH Merval AR-GARCH IPSA
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Figura 23: Fungao autocorrelagao dos residuos AR(1)-GARCH(1,1)

Indice X2 g.l p-Valor

Ibovespa 0.0162 1  0.8987
Merval 14148 1 0.2343
IPSA  0.8657 1 0.3521

Tabela 27: Teste de autocorrela¢do Ljung-Box residuos AR(1)-GARCH(1,1)

T
35
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