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Resumo

Neste trabalho, sao estudadas duas propostas de métodos de imputacao de dados
para o ajuste do modelo de trés parametros em estudos de teoria de resposta ao item.
O primeiro método proposto consiste em utilizar como probabilidade de resposta po-
sitiva para imputacao de resposta o valor fornecido pela curva de regressao logistica
das respostas certas e erradas do individuo como func¢ao das estimativas do parametro
de dificuldade para os itens respondidos pelo individuo. Obtida a curva logistica, a
probabilidade de resposta positiva para um item que o individuo nao tenha respon-
dido é obtida pela curva logistica ajustada calculada no valor estimado do parametro
de dificuldade do item nao respondido. A partir desta probabilidade, imputa-se uma
resposta correta ou nao. O segundo método é similar ao primeiro, mas utiliza para
imputacao a probabilidade de resposta correta dada pelo valor da curva suavizada
via kernel fornecida pela regressao isotonica das respostas corretas e incorretas (1
e 0) como funcdo decrescente das estimativas do parametro de dificuldade do itens
respondidos. Num estudo de simulagao, as estimativas dos parametros dos itens e da
proficiéncia obtidas a partir dos dados imputados pelos dois métodos e também sem
imputacao de dados sao comparadas com os valores reais e com aqueles obtidos para

os dados completos.

Palavras Chave: Palavras-chave: teoria de resposta ao item, dados faltantes,

imputacgao, regressao logistica, regressao isotonica, kernel..
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Abstract

In this work we have studied two imputation procedures for missing data when
fitting the three parameters model in item response theory studies. The first proposed
method uses as the probability of imputation of correct response the value obtained
from the logistic regression of the correct (1) and incorrect (0) answers as a function
of the difficulty parameter estimates for the items with responses. We take the fitted
logisitic curve and calculate the probability of imputation of positive response as
a function of the value of the difficulty parameter estimates for the non responded
items. The second method is similar to the first one, but we use the probability of
imputation of a positive response provided by the kernel smoothed isotonic regression
obtained taking the probability of positive response as a decreasing function of the
estimated difficulty parameter for each item with a response. In a simulation study,
the estimates of the item parameters and proficiency were compared to the real values
and also to the estimates obtained for the data with no missing responses.

key words: Keywords: item response theory, missing data, imputation, logistic

regression, isotonic regression, kernel..
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Motivacao

Os sistemas de bancos de dados surgiram na década de 60 com o objetivo de for-
necer recursos capazes de armazenar, organizar, manipular e recuperar dados. Atu-
almente, existe um grande armazenamento das informagoes em bancos de dados de
dominio piblico. Na area da educagao, varios indicadores educacionais foram coloca-
dos a disposicao dos especialistas, promotores de politicas publicas e do publico em
geral. Contudo, existe a necessidade de que esses indicadores sejam capazes de sinte-
tizar as informacgoes de forma eficaz e assim surgem, a cada dia, pesquisas e técnicas
que objetivam resumir as informagoes.

Avaliagoes educacionais em grande escala ganharam grande importancia em
todas as esferas de governo, que passaram a usar cada vez mais seus resultados com
o objetivo de melhorar seus investimentos e obter melhores resultados de rendimento
escolar, buscando a qualidade da educacao.

Ao aplicar uma avaliacao para testar as habilidades dos alunos, e comparé-las,
um estudo essencial envolve as diversas interagoes entre os alunos e os itens (quesi-
tos) do questiondrio. Procedimentos iniciais para andlises de dados das avaliagoes
educacionais foram baseados em métodos discutiveis, como a contagem do ntimero de
respostas corretas em um conjunto de itens de um teste. A suposicao era de que pes-
soas com maior nimero de acertos tinham maior habilidade que aqueles que tinham
menos respostas corretas. Responder uma questao corretamente era equivalente a res-
ponder qualquer outra questao corretamente. Porém, analistas de testes entenderam
que alguns itens sao mais dificeis do que outros.

Medidas de poder de discriminacao do item, proporcao de pessoas que esco-
lheram cada alternativa e outros indicadores estatisticos foram entao coletados para

descrever fungoes de itens de um teste. Métodos de teoria de resposta ao item (unidi-

12



mensionais) também foram desenvolvidos. Estes métodos descrevem o funcionamento
dos itens do teste para as pessoas em diferentes niveis de uma classificacao continua
de habilidade ou conhecimento.

Contudo, um dos grandes problemas recorrentes nos bancos de dados que
armazenam os resultados das avaliages sao os dados faltantes (missing). Geralmente,
os dados faltantes podem surgir tanto pela falta do aluno ao teste - nesse caso, nenhum
quesito desse aluno é respondido - quanto pela falta de resposta a um ou mais itens
do questionario respondido pelo aluno que respondeu o teste.

O problema da nao resposta pode estar relacionado a uma série de fatores:
alunos faltam, sao avisados para ficarem em casa, professores nao levarem muito a
sério, pois a avaliacao nao é para nota, falta de tempo para realizar a prova, falta de
motivagao, entre outros. Um caso especial de dados faltantes é citado por Rose, von
Davier e Wu (2010) onde, em uma avaliagdo de desempenho internacional, o problema
da nao resposta de alguns itens do aluno pode estar ligado as diferentes tradigoes de
cada pais. Nesse caso, a tendéncia de omitir respostas nao é independente.

Como muitas técnicas estatisticas foram feitas para analisar dados completos, é
frequente ignorar os alunos que nao responderam todos os itens. Se esses respondentes
retirados da andlise possuem caracteristicas diferentes dos demais, a inferéncia fica
prejudicada. Por isso, métodos de imputagao de dados foram desenvolvidos para lidar
com o problema. Por estes métodos os dados faltantes sao preenchidos com valores
plausiveis, de acordo com a analise do perfil dos respondentes e diante das respostas
aos itens. Estes dados faltantes geralmente sao tratados ou como observacoes ausentes
(ou seja, os dados faltantes sao ignorados e as anélises sao feitas utilizando apenas
os dados preenchidos) ou os dados faltantes sdo considerados como respostas erradas
(como se toda a prova tivesse sido respondida e como se o aluno nao tivesse habilidade
suficiente para responder ao quesito que deixou em branco).

Segundo Rubin (Rubin, 1976; Rubin e Little, 2002) existem trés tipos de
dados faltantes: completamente aleatério (MCAR), quando o dado faltante nao esté
relacionado a nenhuma resposta dos sujeitos; aleatério (MAR), quando o dado perdido
é previsivel através de outras varidveis do banco de dados; e nao aleatério (MNAR),
quando o dado faltante estd relacionado com valores nao observados. Dados MCAR e

MAR nao comprometem as inferéncias e podem ser considerados como ignoraveis. No
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entanto, dados MNAR implicam na violacao do principio da ignorabilidade e exigem
medidas adequadas para dar conta de seus efeitos na estimacao dos parametros dos
itens e nas proficiéncias dos respondentes.

Esta dissertacao tem por objetivo estudar métodos de correcao do efeito da
nao resposta na estimacao dos parametros dos itens e da proficiéncia (habilidade)
dos respondentes, para dados faltantes nao ignoraveis. Simulagoes serao conduzi-
das para demonstrar os efeitos de diferentes tratamentos de dados faltantes. As
omissoes que sao relacionadas as caracteristicas dos respondentes sao o alvo do pre-
sente estudo. Serao observados os efeitos de diferentes tratamentos de dados faltantes
nao ignoraveis, onde os dados faltantes sao considerados como respostas incorretas,
sao ignorados ou sao tratados em duas etapas: ignorados na fase de estimacao dos
parametros dos itens e tratados como resposta incorreta na fase da estimacao da
profciéncia. Para imputacao dos dados, consideraremos dois modelos: modelo de

regressao logistica e modelo de regressao isotonica suavisada.
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Revisao da Literatura

Existem varios métodos para lidar com dados faltantes No entanto, a maioria foi
desenvolvida fora do contexto da Teoria de Resposta ao Item (TRI). Alguns métodos
foram aplicados e analisados utilizando modelos tradicionais da TRI. Finch (2008)
comparou o desempenho de vérias técnicas de imputacao, utilizando um conjunto de
dados simulados em um modelo logistico de trés parametros. Ele observou que varios
destes métodos exibiram diferentes graus de eficiéncia. Sua investigacao se limitou a
escores ausentes para os mesmos quatro itens de um conjunto de 20 itens. Sheng e
Carriere (2005) também analisaram as implicagoes de estratégias para tratar dados
faltantes, utilizando o modelo de Rasch para dados de resposta ao item sob varios
mecanismos de dados faltantes. A técnica bootstrap foi utilizada para imputacao e
observou-se que, para o caso de 20% de dados faltantes, este método parece ser a me-
lhor estratégia para producao eficiente de estimadores consistentes e suas variancias.
O método bootstrap, no entanto, nao funciona bem quando é grande a propor¢ao
dos dados faltantes, mesmo quando se tem um grande ntimero de itens a serem ex-
plorados. Além disso, Sheng e Carriere limitaram suas investigagoes em medigoes
continuas. Huisman (2000) investigou os efeitos de varios métodos deterministicos de
imputacao naive sobre as estimativas de habilidade latente dos entrevistados e utilizou
o alfa de Cronbach como medida de confiabilidade do teste. Métodos deterministicos,
no entanto, assumem que todas as condicoes que levam a escores dos itens ausentes
sao perfeitamente conhecidos, uma afirmacao que nem sempre é valida. Sijtsma e
van der Ark (2003) discutiram alguns métodos simples e propuseram dois métodos de
imputacao Unica nao paramétricos, um dos quais parecia ser superior em recuperar
varias propriedades estatisticas dos dados completos originais de um conjunto de da-

dos incompletos. Além disso, van Ginkel, van der Ark, e Sijtsma (2007) mostraram
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que versoes de imputacao multipla de alguns métodos discutidos por Sijtsma e van
der Ark produziram pouca discrepancia em relacao as propriedades estatisticas dos
dados completamente observados. No entanto, as proporcoes de escores dos itens

ausentes estudadas foram pequenas, entre 1% e 15%.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos de Teoria de

Resposta ao Item

1.1 Introducao

A teoria de resposta ao item (TRI) surgiu na década de 50 substituindo a teoria
classica dos testes (TCT) como uma pratica mais eficiente para medir caracteristicas
de individuos que nao podem ser medidas diretamente. Ou seja, apds a aplicacao
de um teste (ou pesquisa) a um conjunto de pessoas, a TRI busca um caminho para
descrever as interagoes entre essas pessoas e os itens desse teste, considerando que
as pessoas variam de acordo com suas caracteristicas. Estas caracteristicas sao co-
mumente denominadas de traco latente ou construto e podem ser medidas através
de instrumentos de pesquisa, como questionarios de desempenho para medir conhe-
cimento e inteligéncia (por exemplo, medir a proficiéncia em matemética) e também
questiondrios de atitude para medir personalidade e valores (por exemplo, medir o
nivel de qualidade de vida).

O uso da TRI em avaliagoes educacionais teve inicio no Brasil com o Sistema
de Avaliacao da Educagao Bésica (Saeb), em 1995, e, posteriormente, foi implemen-
tado no Exame Nacional para Certificagao de Competéncias de Jovens e Adultos
(Encceja), na Prova Brasil e, por tultimo, no ENEM. No ambito internacional, a
TRI vem sendo utilizada largamente por diversos paises: Estados Unidos, Francga,

Holanda, Coréia do Sul, China e paises participantes do Programa Internacional
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de Avaliagdo de Estudantes (Pisa). Um dos grandes exemplos de avaliagdo que
utiliza a TRI é o exame de proficiéncia em lingua inglesa (TOEFL) (trecho Dis-
ponivel em: http://download.inep.gov.br/educacaobasica/enem /manuais/2012/guia-

do-participante?Notas.pdf. Acessoem : 09jun.2013).

1.1.1 Teoria Classica dos Testes e a Teoria de Resposta ao

Item

Na TCT, apds a definigao do trago latente (ou construto), é feita uma escolha
sensata de itens e de escalas que devem representar bem o construto a ser medido.
O construto medido pelos itens pode ser uma proficiéncia académica ou de aptidao,
ou pode ser uma atitude ou crenca. As escalas dos respondentes aos itens podem
ser dicotomicas (duas categorias), como certo ou errado, sim ou nao, concordar ou
discordar. Ou podem ser politdmicas (mais de duas categorias) como um conjunto
ordenado de respostas, numa escala de resposta tipo Likert, por exemplo. Na teoria
classica, a submissao de testes piloto e o cdlculo das qualidades psicométricas do
instrumento de pesquisa (validade, fidedignidade, o de Cronbach, etc.) servem para
validar o instrumento de pesquisa e eliminar itens ruins (por exemplo, itens muito
simples ou muito complicados, pois esses itens nao diferenciam um respondente do
outro).

Apébs a construcao do teste é realizada a padronizagao dos escores brutos.
Os escores brutos sao as somas das respostas codificadas. Para itens dicotomicos as
respostas podem ser codificadas em 0 e 1, sendo 0 a resposta errada e 1 a resposta
correta. Para itens politomicos, as respostas podem ser codificadas, por exemplo,
de 1 a 5 numa escala likert de 5 pontos. Ao somar todas as respostas dos itens do
teste, os respondentes podem ser classificados de acordo com a soma total. Maiores
somas significam maiores proficiéncias (ou maiores niveis de qualidade de vida), por
exemplo.

O escore padronizado é um nimero que normaliza o escore bruto de cada res-
pondente em fungao do resultado da aplicagao do teste (ou pesquisa) para o conjunto
de respondentes que o realizaram. Por isso mesmo, esta normalizacao é efetuada com

base na média e o desvio padrao encontrados. Por exemplo, todo o respondente que
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obtiver um nimero de acertos (escore bruto) igual a média do teste (ou pesquisa),
recebera um escore padronizado de 500 pontos. A partir dai, a cada desvio padrao,
acima ou abaixo da média, serao acrescidos ou retirados 100 pontos.

A andlise classica dos itens baseia-se em seus parametros descritivos, os quais
auxiliam na interpretagao da distribuicao das respostas para cada alternativa. As
caracteristicas dos itens de um teste correspondem aos seguintes parametros: indice
de dificuldade (proporcao de participantes que responderam ao item corretamente);
indice de discriminacao, que mede a capacidade do item de diferenciar os participan-
tes de maior habilidade (27 % dos respondentes com pontuagoes mais altas) daqueles
de menor habilidade (27 % dos respondentes com pontuagoes mais baixas), corres-
pondendo ‘a diferenga entre a proporcao de acertos do primeiro grupo e a do segundo
grupo; e correlacao bisserial entre a resposta numa dada categoria do item e o escore
total do teste.

As principais estatisticas calculadas na TCT sao:

- Escore total (respondente) = nimero de acertos. Varia de 0 a I (I=ndmero de

acertos);
- indice de dificuldade (item) = propor¢ao ou porcentagem de acerto. Varia de 0 a 1;

- indice de discriminagao (item) = diferenga entre a porcentagem de acerto do grupo
superior (27 % dos respondentes com os escores mais altos) e a porcentagem de acerto
do grupo inferior (27 % dos respondentes com os escores mais baixos). Varia de 0 a

1.

3

- Cocficiente de correlagdo ponto bisseriral (item) (r,pss): coeficiente de correlagao
de Pearson entre o escore total e a resposta ao item (1 = acerto, 0 = erro) de cada
um dos respondentes. Em outras palavras, é uma medida de associacao entre o
desempenho no item e o desempenho na prova - estima a correlacao entre a variavel
de desempenho no teste e uma varidvel latente (ndo observével) com distribui¢ao
normal que, por hipdtese, representa a habilidade que determina o acerto ou erro do
item. Varia de -1 a 1. A transformacao do coeficiente de correlagao ponto bisserial
varia de 0 a 1.

A formula do coeficiente de correlagao bisserial (item) é:
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M+ — M~ p(1—p)
Thiss =
’ S h(p)

Sendo M* a média da medida de desempenho para os alunos que acertaram o

(1.1)

item, M~ a média da medida de desempenho no teste para os alunos que erraram
o item, S o desvio-padrao da medida de desempenho no teste para todos os alunos,
p o percentual de respostas e h(p) o valor da densidade da distribuigdo normal com
média 0 e variancia 1 no ponto em que a area da curva a esquerda deste ponto é igual
a p.

- Coeficiente « (teste): medida de fidedignidade do teste: varia de 0 a 1.

oo L [1 _ —p»] 12

I—1 S

Onde I é o niimero de itens, p; é a proporcao de acertos ao item 7 e s? é a variancia

dos escores.

- Erro-padrao de medida (teste) = medida de precisao do teste : valor maior ou igual

a Zero.

EPM =sV1—a« (1.3)

- Assim, os dados da TCT sao ajustados através do modelo:

Tjt :Tj+€jt (14)

Onde:

Yj: € escore do respondente j no teste t.

t; é o escore verdadeiro do respondente j (conhecimento).

€; ¢ o componente de erro para o respondente j no teste ¢.

Suposicao usual:

A TCT, porém, cria problemas importantes para as andlises das interacoes
entre as caracteristicas das pessoas e as dos itens, tais como: os resultados encontrados
dependem de um particular conjunto de itens (questoes) que compodem o teste, ou
seja, os resultados finais que medem um determinado construto estao associados ao

teste aplicado como um todo (mudando o teste, mudam-se os resultados); a definigao
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do nivel de dificuldade dos itens - por exemplo, em itens mais faceis, médios ou dificeis
- depende exclusivamente da “qualidade da amostra coletada” dos respondentes, nao
da qualidade “intrinseca” dos itens; a escolha do itens com melhor discriminacao
entre os respondentes é muito questionavel ja do ponto de vista conceitual; forcar as
respostas de todos os respondentes a seguir uma distribuicao perfeitamente gaussiana
desnatura o sentido da variancia e do escore; etc.

A TRI é um conjunto de modelos matematicos onde a probabilidade de um
individuo acertar um item de um teste esta expressa em funcao dos parametros do
item e da habilidade do respondente. Em outras palavras, os modelos da teoria da
resposta ao item mostram o relacionamento entre a habilidade ou o traco latente do
individuo (simbolizado por #) e a probabilidade de uma resposta positiva ao item de
um teste.

Enquanto a TCT utiliza o escore do teste como referéncia de medida - tornando
invidvel a comparagao entre individuos que nao foram submetidos ao mesmo teste (ou
pesquisa) - a TRI tem como foco principal o item e néo o teste como um todo. O escore
da TRI é frequentemente chamado de habilidade, traco ou proficiéncia e leva em conta
o grau de dificuldade do item, a discriminagao (capacidade do item em distinguir o
nivel de proficiéncia do aluno) e a probabilidade de acerto ao acaso (chute). A TRI foi
desenvolvida para resolver o problema da TCT em relacao a dependéncia que a medida
da proficiencia tem em relacao ao teste aplicado e a dependéncia que os parametros
do item téem em relagao ao conjunto de respondentes. Em outras palavras, um item
deve medir um determinado conhecimento e isso nao pode depender de quem o esta
respondendo. Assim como a proficiéncia do respondente nao pode depender dos itens
que estao sendo apresentados a ele.

A grande importancia de se usar TRI estd em colocar todos os alunos na
mesma métrica e a comparabilidade entre diferentes testes:

“A TRI possibilita a comparabilidade entre provas diferentes. Existem ins-
trumentos para medir peso, altura, distancia. Mas nao ha um instrumento
que mecga, de forma direta, o conhecimento. Entao, para medir o conhe-
cimento de uma pessoa ha que fazé-lo de forma indireta e essa forma é a
avaliaggao. Com a TRI, o que se pretende é criar uma unidade de medida
para o conhecimento. Se vocé medir a altura de uma pessoa com uma trena
ou com uma fita métrica, ela terd a mesma altura. Assim deve ser com o
conhecimento: qualquer que seja a prova, uma vez que o participante car-
rega o mesmo conhecimento, ele deve obter a mesma nota.(Disponivel em:
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http://www.pioxi.com.br/downloads/Enem/Enem20011novo.pdf.Acesso : 09jun.2013).”

Resumindo, a TRI, através de um nimero grande de questoes (itens) respon-
didas por uma amostra de individuos, obtém valores fixos para os parametros do item
(probabilidade de acerto ao acaso, dificuldade e discriminagao do item), através de
técnicas de estimagao (Maxima verossimilhanga marginal, estimagao bayesiana, etc),
montando assim um banco de itens (questoes). A partir do conhecimento dos valo-
res desses parametros, as questoes sao posicionadas numa escala, permitindo, dessa
forma, sua interpretacao. O posicionamento de cada questao nos niveis da escala se
dé a partir de critérios probabilisticos, os quais garantem que somente participantes
com proficiéncia igual ou maior que a daquele nivel possuem alta probabilidade de
responder corretamente as questoes que estao nesse nivel e em niveis inferiores. Itens
que conseguem discriminar entre os respondentes com maiores habilidades e aqueles
com menores habilidades sdo muito mais confidaveis. Assim, os escores da TRI podem
ter maior confiabilidade do que os escores dos itens utilizados na Teoria Classica. Se
diferentes examinados fazem diferentes testes, os escores da TRI sao ajustados para
as diferentes dificuldades. Os itens do teste sao selecionados para corresponder a
cada proficiéncia dos examinados, de modo que os examinados nao fiquem entediados
com itens faceis, ou frustrados com itens muito dificeis. A TRI coloca os escores de
diferentes testes na mesma métrica, de modo que cada examinado pode ter um teste
personalizado. O Conhecimento da dificuldade do item é usado na construgao dos
testes para igualar os niveis das caracteristicas da populacao. Por exemplo, os itens
do teste de ciéncia da quarta série nao podem ser tao faceis que um aluno médio da
quarta série responda todos os itens corretamente, ou nao pode ser tao dificil que esse
aluno responda todos os itens incorretamente. O indice de discriminagao dos itens é
usado para selecionar itens que diferenciem bem entre examinados com baixo e alto
nivel de proficiencia. A TRI também fornece um indicador de precisao dos escores do
teste: o erro padrao para cada examinado. Juntos, dificuldade e discriminacao podem
ser usadas para calcular o erro padrao da medida ou a confiabilidade do escore. Estes
indices basicos fornecidos pela TRI tem analogias com os testes da teoria classica
(CTC).

Assim, a teoria de resposta ao item fornece uma estrutura util para a resolucao
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de uma grande variedade de problemas de medi¢ao. Como a TRI é empregada através
de um modelo matematico, a vantagem em utiliza-la depende fundamentalmente da
escolha adequada do modelo através da adequagao (ajuste) dos dados ao modelo

escolhido e seus pressupostos.

1.1.2 Pressupostos da Teoria de Resposta ao Item

Segundo Reckase (2009), a metodologia da TRI define fungoes matematicas que
sao usadas para relacionar a localizagao de uma pessoa em um espago multidimen-
sional com uma resposta correta para um item de um teste. A relacao é medida
pelas caracteristicas do item (como a dificuldade, a discriminagao e a probabilidade
de chute), apresentadas por valores (parametros) que sdo estimados a partir dos da-
dos de resposta ao item. O desenvolvimento da fun¢ao matematica baseia-se em uma
série de pressupostos.

O primeiro pressuposto é que as pessoas em um espaco de coordenadas car-
tesianas multidimensional ndo mudam durante o processo de respostas ao teste (uma
questao respondida nao pode auxiliar na resposta a outra questao).

O segundo pressuposto é de que as caracteristicas de um item de um teste
permanecem constantes sempre que o teste é aplicado. Por exemplo, um teste em
inglés aplicado numa regiao que domina a lingua nao funciona tao bem em uma regiao
onde a linguagem dominante é o espanhol, ou seja, hd uma ha variacao na populacao
examinada.

Uma terceira suposicao é que as respostas de uma pessoa para um item sao in-
dependentes de suas respostas a outros itens do teste. Esta hipotese estd relacionada
com a primeira suposicao. Nao pode ser esperado que itens possam dar informacoes
que podem melhorar o desempenho em itens posteriores. Da mesma forma, as res-
postas geradas por uma pessoa sao assumidas nao influenciar as respostas de outra
pessoa.

Uma quarta suposicao é de que a relagao entre localizacoes no espaco mul-
tidimensional e as probabilidades de uma resposta correta para um item pode ser
representada como uma funcao matematica continua. Isto significa que, para cada lo-

cal no espaco multidimensional, nao ha nenhuma descontinuidade. Este pressuposto
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é importante para as formas matematicas de modelos que representam as interacoes
entre pessoas e itens de um teste.

Uma suposicao final é que a probabilidade de resposta correta ao item au-
menta, ou pelo menos nao diminui, com o aumento da localizacao dos examinados
nas coordenadas, em qualquer uma das dimensoes. Isto é a suposicao de ‘mono-
tonicidade’ e parece razoavel para os itens de teste projetados para a avaliagao de

habilidades e conhecimentos.

1.2 Modelos Unidimensionais da Teoria de Res-
posta ao Item

A ideia dos modelos unidimensionais € dispor de uma escala de medicao que meca
o trago latente. Uma escala arbitraria é definida e assume-se que, independente da
habilidade do respondente, ela pode ser medida numa escala que tem um ponto central
zero, uma unidade de medida igual a um, e um intervalo de valores possiveis variando
de menos infinito a mais infinito. Assim, é possivel verificar qual a habilidade de uma
pessoa e comparar a de vérias pessoas (e ordend-las). Apesar de a habilidade poder
assumir valores de menos infinito a mais infinito, na pratica costumam limitar de -3 a
+3 (o valor encontrado na escala para cada respondente também é chamado de escore

da pessoa). Reckase (2009) chama o escore da pessoa de continuum:

O conceito de continuum que estd sendo utilizado aqui é similar ao conceito de
“construgao hipotética” utilizado na literatura da psicologia (MacCorquodale e
Meehl 1948). Isto é, um continuum é uma escala ao longo da qual os individuos
podem ser ordenados. Distancias ao longo deste continuum tém sentido uma
vez que uma origem para a escala e as unidades de medida sao especificadas.
Acredita-se que o continuum exista, mas nao é diretamente observavel. Sua
existéncia ¢é inferida a partir dos dados observados, neste caso, as respostas
aos itens de um teste. O numero de continuums necessarios para descrever
as diferencas entre as pessoas é assumido ser finito, mas grande. Em geral, o
nuimero de continuums em que um grupo de pessoas se diferem é muito grande
e muito maior do que podia ser medido com qualquer teste atual. (Reckase,
2009).

Juntamente com a suposicao de um parametro Unico de pessoa, a maioria
dos modelos unidimensionais supoe que a probabilidade de selecionar ou produzir a

resposta correta para um item aumenta com o aumento de 6.
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Modelos matematicos ajudam a fornecer um meio de quantificar os fenémenos
de interesse. A teoria de Resposta ao Item propoe modelos mateméaticos para carac-
teristicas do individuo que ndo podem ser observadas diretamente (trago latente).
As interacoes entre as caracteristicas dos itens e das pessoas podem ser expressas
de diversas formas, por infinitos modelos, dependendo das caracteristicas dos dados.

Alguns modelos serao citados a seguir:

1.2.1 Modelos Dicotomicos

O item ¢ dito dicotomico ou nao de acordo com a recodificacao dada ‘as respostas.
Quando o item é dicotomico, o individuo recebe um valor 1 para resposta correta ao
item e para uma resposta incorreta recebe uma pontuagao 0. Itens dicotomicos sao
também chamados de itens binarios.

Os modelos dicotomicos sao os mais utilizados. Para a maior parte dos itens
com escores dicotomicos, é necessaria uma funcao que relaciona os parametros da
probabilidade de resposta correta de modo a que a hipétese de monotonicidade seja
satisfeita. Isto é, com o aumento de 6, a forma funcional do modelo deve especificar
que a probabilidade de resposta correta aumenta. Como s6 existem apenas duas
categorias, os modelos dicotomicos mostram a probabilidade apenas do escore 1. A

probabilidade do escore 0 ¢ um menos a probabilidade do escore 1.

Modelo Logistico de um parametro

O modelo logistico de um parametro foi criado por Rasch (1960) e posteriormente
descrito por um modelo logistico por Wright (1977). Além de ter a propriedade da

monotonicidade, o modelo possui a vantagem da simplicidade. E definido por:

1

Onde:
i=1,... Iej=1,...J
b; é o parametro de dificuldade do item i. Ele é medido na mesma escala da

habilidade.
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D é um fator de escala, constante e igual a 1. Utiliza-se o valor 1,7 quando
deseja-se que a funcao logistica forneca resultados semelhantes ao da funcgao ogiva
normal.

Ui; ¢ uma varidvel dicotomica que assume os valores 1, quando o individuo j
responde corretamente o item i, ou 0 quando o individuo j nao responde corretamente
ao item i.

Note que P(U;; = 1|6;) pode ser vista como a proporcao de respostas corretas
ao item i dentre os individuos com habilidade ;. A relacao existente entre P(U;; =

1|6;) e os parametros do modelo pode ser visualisada pela figura 1.1 (a).

Item response function Item response function
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Figura 1.1: Curva Caracteristica do Item: [a] item 1: b=0 [b] item 1: b=-1, item 2:
b=0 e item 3: b=1

A suposicao existente em um modelo logistico é que cada examinado que
responde a um item do teste possui certa quantidade da habilidade subjacente. Assim,
pode-se considerar que cada examinado tem um valor numérico (escore ou continuum)
que coloca ele num lugar da escala de habilidade, simbolizado por . Em cada nivel
de habilidade, havera certa probabilidade P(6) de um examinado com habilidade 6
dar uma resposta correta para o item. Quanto mais baixa a habilidade, mais baixa
a probabilidade (mais P(#) se aproxima de 0) e quanto mais alta a habilidade, mais
alta serd a probabilidade (mais P(f) se aproxima de 1). Cada item em um teste tera

a sua propria curva caracteristica do item.
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O modelo é denominado logistico de um parametro porque o tinico parametro
considerado é a dificuldade do item (b). Apesar de receber a mesma denominagao da
Teoria Classica, o parametro de dificuldade do item nao é medido por uma proporcao
(valor entre 0 e 1), ele pode receber qualquer valor entre —oo a +oo. Na teoria de
resposta ao item, a dificuldade de um item descreve onde esta a funcao do item ao
longo da escala de habilidade. Para o modelo logistico de um parametro, todos os
itens possuem o valor de b; quando P(8)= 0,5. Observe na figura 1.1 (b) que todos
os valores b produzem a mesma linha horizontal, com um valor de P(#)= 0,5.

Na figura 1.1 (b), a curva do lado esquerdo com b = -1 representa um item
mais facil, porque a probabilidade de resposta correta é alta para os examinandos de
baixa habilidade e se aproxima de 1 para examinados com alta habilidade. A curva
central representa um item de dificuldade média com b = 0, porque a probabilidade
de resposta correta é baixa nos niveis mais baixos de habilidade, em torno de 0,5 no
meio da escala de habilidade e proximo de 1 nos mais altos. Observe que quando a
dificuldade do item é inferior a 0, a maior parte da curva caracteristica item tem uma
probabilidade de resposta correta, que ¢ maior do que 0,5. Quando a dificuldade do
item é maior que 0, a maior parte da curva caracteristica do item tem uma probabi-
lidade de resposta correta inferior a 0,5. O parametro b divide a fungao ao meio e

estd centrado entre a assintota inferior e a assintota superior da funcao.

Modelo Logistico de dois parametros

O modelo logistico de dois parametros é definido por:

1
P(Uz'j = 1|8j> - 1 4+ e—Dai(0;—bi) (1.6)

Onde:
i=1,... Iej=1,...J
Ui; ¢ uma varidvel dicotomica que assume os valores 1, quando o individuo j
responde corretamente o item i, ou 0 quando o individuo j nao responde corretamente
ao item i.
a; é o parametro de discriminagdo (ou de inclinagao) do item i, com valor

proporcional ‘a inclinacao da curva caracteristicas do Item - CCI no ponto b;.
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b; é o parametro de dificuldade do item i. Ele é medido na mesma escala da
habilidade.

D é um fator de escala, constante e igual a 1. Utiliza-se o valor 1,7 quando
deseja-se que a funcao logistica fornega resultados semelhantes ao da funcao ogiva
normal.

O modelo logistico de dois parametros se difere do de um parametro por ter
o parametro de discriminagao (a) incluso na férmula. O parametro a é proporcional
a derivada da tangente da curva no ponto de inflexao. Este parametro nao é uma
correlacao (nao recebe um valor entre -1 e 1 como na teoria classica dos testes).
Ele pode receber qualquer valor entre + oo a - oo. Porém, itens com valores de
a negativos nao sao esperados nesses modelos, pois a curva mudaria de crescente
para decrescente e indicaria que a probabilidade de responder corretamente ao item
diminui com o aumento da habilidade. Quanto mais baixo o valor de a menor o poder
que o item tem de diferenciar os individuos com baixa habilidade dos individuos com
alta habilidade. Valores muito altos de a indicam itens com curvas muito “ingremes”,
que discriminam os alunos em basicamente dois grupos: os que possuem habilidades
abaixo do valor do parametro b e os que possuem habilidades acima do parametro b.

Enquanto a maioria dos itens do teste deve discriminar de forma positiva, ou
seja, a probabilidade de resposta correta aumenta com o aumento do nivel de ha-
bilidade, alguns itens tém discriminacao negativa. Nesses itens, a probabilidade de
resposta correta diminui a medida que o nivel de habilidade aumenta. Isto pode ocor-
rer por erro na codifica¢do dos itens (respostas incorretas ganharem valores positivos),
ou ha alguma desinformagao predominante entre os individuos com alta habilidade.
De qualquer forma, esses itens necessitam de alguma atencao.

A figura 1.2 (a) ilustra trés itens com parametro de dificuldade médio b = 0
e diferentes parametros de discriminacao: 0.2, 1 e 3, para os itens 1, 2 e 3, respec-
tivamente. Observe que o item 1 (com a = 0.2) possui baixo valor de discriminagao
e a diferenca é pequena entre a probabilidade de acerto P(U;; = 1|6;) dos diferentes
niveis de habilidades (). J& no item, com a = 3, os individuos com habilidades um
pouco abaixo de b = 0 possuem probabilidade bem menor do que aqueles que estao
localizados acima do ponto b = 0, ou seja, este item discrimina bastante entre os

respondentes com proficiéncia abaixo do indice de dificuldade do item daqueles que
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estao com proficiéncia acima do valor de b.

Na figura 1.2 (b), o indice de dificuldade dos itens 2 e 4 é mais baixo, b = -1,
do que ositens 1 e 3 (b =1). Ositens 2 e 4 (assim como 1 e 3) se diferenciam quanto
ao indice de discriminagao do item, onde os itens 2 e 3 sao mais discriminativos, pois
possuem maior diferenca entre a probabilidade de acerto P(U;; = 1|6;) dos individuos

que estao com habilidades 8 abaixo e acima de b.
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Figura 1.2: Curva Caracteristica do Item : [a] item 1: a = 0; 2 e b = 0, item 2: a =
leb=0,item3: a=3eb=0[blitem1: a=1eb=1,item2: a=3eb=-1,
item3: a=3eb=1,item4: a=1eb=-1

Modelo Logistico de trés parametros

O modelo logistico de trés parametros ¢ definido por:

1

P(Uw = 1‘03) =c¢ + (1 — Ci) 1+ e*DCLi(ej*bi)

(1.7)

Onde:
i=1,... Iej=1,...J
Ui; ¢ uma varidvel dicotomica que assume os valores 1, quando o individuo j
responde corretamente o item i, ou 0 quando o individuo j nao responde corretamente

ao item 1.
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a; é o parametro de discriminagao (ou de inclinagao) do item i, com valor
proporcional ‘a inclinagao da curva caracteristicas do Item - CCI no ponto b;.

b; é o parametro de dificuldade do item i. Ele é medido na mesma escala da
habilidade.

¢; é a probabilidade do individuo i acertar o item ao acaso (chute).

D é um fator de escala, constante e igual a 1. Utiliza-se o valor 1,7 quando
deseja-se que a funcao logistica forneca resultados semelhantes ao da funcao ogiva

normal.

Item response function Item response function
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Figura 1.3: Curva Caracteristica do Item: [a] item 1: a=1eb =0, item 2: a=1¢
b=0,item3: a=3eb=0[b]item1l:a=1,b=1ec=0:3;item2: a=3,b =
-lec=0:1;item3: a=3eb=1ec=0:1;item4: a=1,b=-1ec=0:3

E importante notar que, por definicdo, o valor de ¢ nao varia em funcao do
nivel de habilidade. Assim, os examinandos com habilidade menor e maior tém a
mesma probabilidade de obter o item correto chutando. O parametro ¢ tem um
alcance tedrico de 0 até 1 (ja que é uma probabildiade), mas, na prética, os valores
acima de 0,35 nao sao considerados aceitaveis. Um efeito da utilizagdo do parametro
do chute recai sobre a definicao do parametro de dificuldade. Nos modelos logisticos
de um e dois parametros, o valor de b corresponde ao valor na escala de habilidade (6)
no qual a probabilidade de resposta correta é 0,5. No modelo de trés parametros, a

definicao do parametro de dificuldade é alterada. O valor fixado para b esta situado na
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escala de habilidade (#) onde a probabilidade de resposta correta estd na metade do
valor entre c e 1, isto é, (1 + ¢)/2. Isto porque o limite inferior da curva caracteristica
item ¢é o valor de ¢, em vez de zero.

O parametro de discriminacao, nesse modelo, ainda pode ser interpretado
como sendo proporcional a inclinacao da curva caracteristica do item no ponto de 6
= b. No entanto, sob o modelo de trés parametros, a inclinacao da curva caracteristica
do item em 6 = b é dada por (1 - ¢) / 4. Observe que, com a inclusao de ¢, a funcdo

deixa de ser logistica, apesar de ser chamada assim por convencao.

1.2.2 Modelos Nao Dicotomicos

A maioria dos testes utilizados em teoria de resposta ao item é composta de itens
de multipla escolha. Enquanto os modelos dicotomicos consideram as respostas de
uma questao de multipla escolha em certo e errado, codificando em 1 para a escolha
correta e zero para qualquer outra escolha do item, os modelos nao dicotomicos levam
em conta toda a informacao contida na questao, tentando obter mais informacao
das respostas dos individuos do que simplesmente se eles deram respostas corretas
ou incorretas. Itens politomicos possuem modelos especificos, onde nao consideram
apenas se o individuo respondeu corretamente ou nao, mas também levam em conta
qual foi a resposta dada por ele. Modelos nominais podem ser aplicados a todas as
categorias de resposta escolhidas em um teste de multipla escolha e nao considera a
ordenacao das alternativas. Modelos Graduais levam em contam todas as categorias
de resposta e também a ordenacdo das alternativas (como numa escala likert, por

exemplo).

Modelo de Resposta Nominal (Nominal Categories Model)

O Modelo de Resposta nominal foi baseado no modelo logistico de dois parametros
e pode ser aplicado a todas as categorias de resposta escolhidas em um teste de
miultipla escolha. O propédsito desse modelo é melhorar a precisao da habilidade esti-
mada utilizando toda a informagcao contida nas respostas dos individuos, e nao apenas
se o item foi respondido corretamente ou nao. O modelo assume que a probabilidade

com que um individuo j selecionar uma particular opcao k (de m; opgoes existentes)
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Figura 1.4: Curva Caracteristica de dois Itens para o Modelo Nominal

do item i é dada por:

eajjk(gj_b?,_j)
B,k(€j> = mi b, (0,—b7) (18)
h:lle i,k \Wi =05

comi=12,1,j=12 ,nek=1,2 ,m. Em cada 6;, a soma das
probabilidades sobre as m; opgoes é igual a 1. A quantidade a;, é um parametro
do item i relacionados a k-ésima opcao. O modelo assume que nao ha nenhuma

ordenacao a priori das opgoes de resposta.

Modelo de Resposta Gradual (Graded Response Model)

Diferentemente do modelo nominal, o modelo de resposta gradual de Samejima
(1969) assume que existe uma ordenagao entre as categorias de respostas de um item.
Se os escores das categorias de um item i sdo ordenados do menor para o maior (como
em uma escala Likert, por exemplo) nao é adequado codifici-las em certo e errado.
Considere a categoria k, k=0,1, , m; onde (m; + 1) é o nimero de categorias do i-
ésimo item. A probabilidade de um individuo j escolher uma particular categoria ou
outra mais alta do item i pode ser dada por uma extensao do modelo logistico de 2

parametros:
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(1.9)

b; , ¢ o parametro de dificuldade da k-ésima categoria do item i. Os demais
parametros ja foram definidos nos outros modelos. Diferentemente dos modelos di-
cotomicos, a discriminacao de uma categoria especifica de resposta depende tanto
do parametro de inclinagdo (como nos modelos dicotomicos), comum a todas as ca-
tegorias do item, quanto da distancia das categorias de dificuldade adjacentes. E
importante se assegurar que a ordenacao entre os niveis de dificuldade das catego-
rias de um dado item exista, de acordo com a classificacao dos seus escores, ou seja,
bipg < bio < ... by

A probabilidade de um individuo j receber um escore k no item i é dada por:

P, (0;) = P(0;) — Ph.1(6;)

se P;’B(Qj) e Pifm#l(éj) forem definidos de forma que:
P(0;) =1e P, (0;)=o0

Entdo P (6;) = Py(0;) — Ph(0;) =1 — P(0)) e
Pom(0;) = P.(0;) = Pl (0;) = P (05)

Entao temos que:

1 1

Note que em um item com (m; + 1) categorias, m; valores de dificuldade
necessitam ser estimados, além do parametro de inclinacao do item. Assim, para
cada item, o nimero de parametros a serem estimados serd dado pelo seu nimero de
categoria de resposta. Se, por exemplo, tivermos um teste com I itens, cada um com
(m; + 1) categorias de resposta, teremos entao [2221 m; + 1 } parametros a serem

estimados.

Modelo de Escala Gradual (Rating Scale Model)

E um caso particular do modelo de resposta gradual de Samejima. Esse modelo
também é adequado para itens com categorias de resposta ordenadas. No entanto, é
feita a suposicao de que os escores das categorias sao igualmente espagados.

Este modelo, proposto por Andrich (1978), é dado por:
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1 1
= 1 + e—Dai(HJ—bz—i-dk) - 1 + e_Dai(ej_bi+dk+1)

P,(6;) (1.11)

comi=1,2 .1 57=12,..,nek=01,.. m.

onde: b; é agora o parametro de locagao do item i e dj é o parametro de
categoria.

Como P5(0;) — Py, (65) > 0.

Devemos ter: dy > dy > ... > d,,

A maior difetenca entre o Modelo de Resposta Gradual e o Modelo de Escala
Gradual esta na hipotese de nesse tultimo os escores das categorias de resposta devem
ser equidistantes. Assim, no Modelo de Escala Gradual o parametro b; ;, ¢ decomposto
em um parametro b; de locagao do item e num parametro de categoria di , isto é:
bir = b; — di.

Cabe ressaltar que os parametros de categoria dy nao dependem do item, isto
¢, sao comuns a todos os itens do teste. Logo, se os itens que compoem o teste tiverem
suas proprias categorias de resposta, que podem diferir no niimero, entao este modelo
nao é adequado. Em um teste composto por itens com (m + 1) categorias de resposta
cada um, m parametros de categoria necessitam ser estimados, além dos parametros

de inclinagao e de locacao de cada item. Logo, se o teste tiver I itens, teremos [2]4m]

parametros a serem estimados.
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Figura 1.5: Curva Caracteristica do Item para o Modelo de Escala Gradual
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Modelos envolvendo mais de uma Populacao

Alguns modelos foram desenvolvidos para serem aplicados quando o teste envolve
mais de uma populacao. E pelo processo de amostragem do estudo que se identifica
quantas (e quais) sao as populagoes envolvidas. Por exemplo, se o estudo em questao
¢ dos alunos de uma determinada série de ensino de uma determinada UF, toma-se
uma amostra de alunos dessa populagao (e serd composta por alunos do diurno e do
noturno). Nesse caso, tem-se apenas uma populacdo de respondentes. Se o estudo
considera os alunos do diurno diferentes dos alunos do noturnos, seriam entao ne-
cessarias duas amostras e seriam entao duas populagoes a serem avaliadas. Exemplos
que usualmente sao consideradas como populacoes distintas: séries distintas; turnos
distindo; mesma série em anos distintos, etc. Assim, existem modelos de teoria de
resposta ao item diferentes quanto ao niimero de populagoes estudadas.

Geralmente, individuos de diferentes populagoes nao sao submetidos aos mes-
mos itens a serem testados. No entanto, para comparar diferentes populacoes é ne-
cessario que haja pelo menos alguns itens comuns entre elas. Assim, sendo I o nimero
total de itens distintos apresentados, o modelo proposto por Bock e Zinmowski (1997)

¢é dado por:

1
1 _'_ e_Dai(gjk_bi)

P<Uijk = ]-|9]k:) = ¢ —|— (1 — Ci) (112)

Onde:
Uiji € uma variavel dicotomica que assume os valores 1, quando o individuo
j da populacao k responde corretamente o item i, ou 0 quando o individuo j nao
responde corretamente ao item i.
0 representa a habilidade do j-ésimo individuo da populacao k.
P(Uji, = 1|6,) é a probabilidade de um individuo j da populacao k, com
habilidade 6}, responder corretamente ao item i. Os demais parametros sao descritos

como os anteriores.

Estimacao dos Parametros da Teoria de Resposta ao Item

Na Teoria de Resposta ao Item unidimensional, a probabilidade de uma resposta

correta a um determinado item depende somente da habilidade do individuo e dos
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parametros que caracterizam o item. Mas, apenas as respostas ao item sao conhecidas.
Assim, tem-se um problema de estimacgao que envolve dois tipos de parametros: os
parametros dos itens e o parametro da habilidade do individuo. Na TRI, o processo
de estimagao dos itens se chama calibragao.

A TRI nos possibilita analisar individualmente os itens de um teste fornecendo
parametros referentes aos itens e aos individuos. Bem interpretados, esses parametros
fornecem uma grande quantidade de informacao necessaria para a analise dos itens,
identificando itens por sua dificuldade e por seu poder de discriminacao entre os
individuos de maior ou menor nivel de habilidade.

Existem trés situagoes para estimativas dos parametros: conhecer as habilida-
des e estimar apenas os parametros do item - tem apenas carater tedrico e é solucio-
nado usando o método da maxima verossimilhanca; conhecer os parametros dos itens
e estimar apenas as habilidades - Nesse caso a solucao é dada empregando o método
da maxima verossimilhanca ou métodos bayesianos, ambos através da aplicacao de
procedimentos iterativos, como, por exemplo, o método de Newton-Raphson ou Sco-
ring de Fisher; e nao conhecer nem os parametros dos itens e nem as habilidades.
Quando ambos os parametros devem ser estimados também pode ser usado o método
da méaxima verossimilhanga hd duas abordagens usuais: estimagao conjunta (dos
parametros dos itens e das habilidades), ou em duas etapas, primeiro a estimagao dos
parametros dos itens e, posteriormente, das habilidades.

O ajuste do modelo escolhido aos dados deve ser comprovado pelos parametros
estimados e comeca na construcao do instrumento de medida. Trata-se da definicao
rigorosa da dimensao que se pretende avaliar, seguida da elaboragao dos itens que
representem adequadamente essa dimensao.

O segundo passo é a aplicacao dos itens a uma amostra representativa da
populacao para a qual se constréi o instrumento, com a finalidade de verificar a
unidimensionalidade dos itens. Nessa fase, escolhe-se 0 modelo que melhor ajusta-se
aos dados, por exemplo, se a discriminacao dos itens nao é constante, escolhe-se o
modelo de dois parametros. Se houver probabilidade de acerto ao acaso, os dados
se ajustam melhor ao modelo de tres parametros. Por exemplo, se os itens sao de
miultipla escolha, é possivel o acerto ao acaso, entretanto, se utilizar um modelo de

um parametro, o residuo gerado pode ser tao inexpressivo que o uso desse modelo
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poderd ser apropriado nesse caso.

A partir das respostas dos sujeitos aos itens, se inicia a estimacgao dos parametros.
Um dos métodos usados é chamado Maxima Verossimilhanca no qual os valores sao
aqueles que maximizam a probabilidade de ocorréncia dos dados. Os valores esti-
mados sao aqueles que se fazem mais plausiveis para os dados obtidos. O problema
da estimacao dos parametros dos itens na TRI é que conhece-se apenas as respostas
dadas aos itens. Como os parametros sao desconhecidos, é necessario realizar um
processo interativo, como, por exemplo, assumir valores iniciais hipotéticos para os
parametros dos itens, estimar as habilidades dos sujeitos, considerar esses novos va-
lores provisoérios para reestimar os parametros dos itens de maneira um pouco mais
acurada e assim sucessivamente até que nao se consiga melhorar mais os ajustes das
curvas teodricas aos dados empiricos.

Os procedimentos de estimacao para esse método podem assumir duas formas
distintas. A primeira consiste em fixar valores para os parametros dos itens e se
realizar sucessivas estimacoes para diferentes valores possiveis de 6, até que o valor que
melhor explique a ocorréncia do padrao empirico de respostas seja encontrado. Sao
testadas todas as possibilidades. Esta forma ¢é conhecida por estimagao condicional
como uma referéncia a condicao do conhecimento prévio dos parametros dos itens. A
segunda forma consiste em se calcular ao mesmo tempo tanto os parametros dos itens
quanto o 6 de cada sujeito e é conhecida como estimacao conjunta. Primeiramente, se
estima os valores de 6 para cada sujeito, supondo os parametros dos itens tal como na
estimacao condicional, indicando um valor inicial, apds os valores de 6 conhecidos se
retorna calculando os parametros dos itens para aqueles valores. A diferenca entre os
procedimentos ¢ que, no primeiro caso, se estimam as habilidades de todos os sujeitos
para depois se corrigir o valor dos parametros e no segundo caso, as estimagoes da
habilidade e dos parametros dos itens sao feitas concomitantemente (Mugiz, 1990).

Alguns passos para ilustrar a estimacao de parametros utilizando o método
de Maxima Verossimilhanca: sejam n individuos que respondem I itens de um teste.
Supoem-se que a unica informacao disponivel seja as respostas aos itens. Entao o
primeiro passo consiste em separar os sujeitos em grupos ao longo de uma escala de
habilidade hipotética, cada grupo tem Z sujeitos de habilidades iguais. A probabili-

dade de os sujeitos de cada grupo responderem adequadamente a um item especifico
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sera dada pelo quociente entre o nimero de sujeitos que realmente acertaram ao item
e o numero total de sujeitos daquele grupo. Dessa forma as probabilidades de acerto
em cada nivel de habilidade ao longo da escala podem ser calculadas, isto é, tem-se
uma curva empirica para cada item. A partir disso tenta-se manipular os parametros
do item, produzindo uma curva tedrica que mais se aproxime da empirica. O processo
de estimacao dos parametros se encerra quando os valores estimados convergirem, ou
seja, quando a partir de n interacoes nao se consegue produzir mais melhorias na
reproducao dos dados empiricos por meio das variacoes nos valores dos parametros
dos itens (Wright e Stone, 2004; Baker, 2001; Muniz, 1990).

Apoés a estimacgao dos parametros do modelo os valores encontrados devem ser
confrontados com os resultados empiricos, ou seja, as respostas dos sujeitos, e verificar
se existem diferencas estatisticamente significativas. Existem varios procedimentos
estatisticos usados para a comprovacao do ajuste do modelo aos dados, mas nenhum
é totalmente satisfatorio, o que acaba por se tornar o ponto fraco da TRI no seu
momento atual de desenvolvimento (Muniz, 1990; Baker, 2001; Wright e Stone, 2004).

Informagoes mais detalhadas sobre a estimacao dos parametros podem ser
encontradas em [Baker (1987), Baker (1992), Lord (1980), Birnbaum (1968), Swami-
nathan e Gifford (1983), Hambleton e Swaminathan (1985), Hambleton et al. (1991),
Hambleton e Van Der Linden (1996)].

1.2.3 Meétodos de Estimacao dos Parametros

Os principais pressupostos para estimacao de parametros da Teoria de Resposta
ao Item sao: Independéncia entre as respostas dos individuos e independéncia entre
as respostas dadas aos itens, para uma proficiéncia especifica (local ou condicional).
Nessa secao serao descritos alguns métodos de estimacao para uma populagao, dado

que os pressupostos sao seguidos:

Estimacao por Maxima Verossimilhanca Conjunta

L(6,&) = P(UG,€) = HHP"” (1 — Py)t—i (1.13)

7j=11i=1
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N I
LogL = Z Zuz'jlogf)ij + (1 — wy;)log(1l — Py) (1.14)

j=1 i=1

Onde U = (u;;) é a matriz das respostas (NxI) e £ é o vetor (glx1) dos
parametros dos itens. Para o modelo logistico de 3 parametros, q=3

E necessério encontrar os valores de 6 e ¢ que maximizam logL através de uma
técnica iterativa, por exemplo, Newton-Raphson. Sao necessarias as derivadas parcias
de primeira e segunda ordem de logL com respeito a 6 e £. Indeterminacao: existem
diferentes valores de 6 e b que fornecem o mesmo valor de F;;. Uma solucao: s com
média 0 e desvio padrao 1, escala (0,1). Uma outra técnica é a de verossimilhanga

marginal.

Estimagao por Maxima verossimilhanca marginal

A idéia basica é “libertar o processo de estimacao dos parametros dos itens de
sua dependéncia de 7. O primeiro passo é a estimacao dos parametros dos itens.
O segundo passo é: assumindo que as estimativas dos parametros dos itens sao seus

verdadeiros valores, estimados os 6s.

P(U,|0,¢€) = ﬁP“” — Py — uy) (1.15)
P(U,(6,1) = 75 Puy 0, €)g(6, 7)d0 (1.16)
L(¢,n) = P(U|¢,n) = [[ P(W;1¢.n) (1.17)

j=1
Onde: g(f|n) é a distribuigao de 0, com parametros n = (u,0?)!. Em geral,
consideramos a normal padrao (u=0e o =1).
As estimativas dos parametros dos itens sao os valores de £ que maximizam
L(&,n). O Algoritmo EM pode ser utilizado, onde: U e 6 sdo os dados completos,
e u é dado observado. Assumindo £ “conhecido”, retorna-se para L(£,6) = L(6),

maximizando para 6.
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Estimacao Bayesiana

Diferente da estimacao por maxima verossimilhanca, a estimacao bayesiana for-
nece estimativas para todos os itens com u = 1 ou u = 0. Geralmente, as funcoes a

‘priori’ utilizadas sao:
- Distribution a priori para a: Lognormal
- Distribuicao a priori para b: Normal

- Distribuicao a priori ¢: Beta

Duas ou mais populagoes

Caso 1: Estimagao para cada populagao em separado: requer uma “equalizacao
a posteriori” para ter todos os resultados na mesma escala (métrica).

Caso 2: Estimacao envolvendo todas as populacoes ao mesmo tempo. Enfoque
de Grupos Multiplos: Estabelecemos uma das populagoes (grupos) como a referéncia,
e obtemos todos os resultados na mesma escala. Por exemplo, estabelecemos a escala
(0,1) para a populagao 1, e todos os resultados das outras populagoes estarao na

mesma escala.

1.2.4 Teoria de Resposta ao Item Multidimensional

Na TRI, a habilidade é observada através de um conjunto de itens, onde cada
item deve medir algum aspecto do construto de interesse. Essa relagao é de tal forma
que quanto maior a habilidade, maior a probabilidade de acerto no item. Porém,
mais de uma habilidade podem interagir com os itens respondidos. Quando apenas
uma habilidade é considerada no modelo, esse denomina-se unidimensional e quando
hé mais de uma habilidade o modelo chama-se multidimensional.

Os modelos atuais de TRI consideram que as avaliagoes medem apenas um
trago latente (habilidade), ou seja, podem ser representado em apenas uma dimensao.
Mas, pela prépria construgao dos itens, isto pode nao ser verdade (como exemplo,

a redacao do ENEM ! que é estruturada em 5 compenténcias). Por isso, ténicas

INo caso da redacdo, cinco competéncias sdo avaliadas: I- Demonstrar dominio da norma padréo

da lingua escrita. II- Compreender a proposta de redacao e aplicar conceitos das varias dreas de
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multidimensionais sao propostas, através de andlises fatoriais, a fim de verificar a
dimensionalidade dos testes aplicados.

A utilizacao de Modelos Multidimensionais da TRI iniciou-se a partir dos anos
70, baseada nos trabalhos de Horst (1965), McDonald (1967), Muthén (1978), Same-
jima (1974), entre outros. A histdria e o desenvolvimento destes modelos baseiam-se
principalmente em duas areas: a andlise factorial (Horst, 1965; Christoffersson, 1975;
Muthén, 1978; McDonald, 1967 e 1985; Bock e Aitkin, 1981 e Bejar, 1977) e a ex-
tensao dos modelos de resposta ao item unidimensionais (Rasch, 1962; Lord e Novick,
1968 e Samejima, 1974).

Dimensionalidade e independéncia local

O valor dado a proficiéncia (continuum) de um determinado individuo, que
pode ser definido através de um conjunto de respostas ao item, depende da variacao
da amostra de individuos examinados e das caracteristicas do item do teste. Os itens
devem ser construidos de modo que a determinacao da localizagao de pessoas em um
espaco multidimensional consiga diferenciar essas pessoas.

Supoem-se que: ou a pessoa que o acerta ao item tem todas as habilidade
e conhecimentos necessarios para respondé-lo corretamente ou a pessoa é deficiente
em algum componente do item. Esse componente poderia ser a habilidade de leitura
ou conhecimento do vocabulario, ou o conhecimento do processo de teste de multipla
escolha com itens ou até mesmo o tempo que o aluno tem para realizar o teste,
pois se o tempo foi curto e a resposta pode nem mesmo ser respondida. Para a
construcao do item, espera-se que esse componente tenha a ver com o construto a
ser medido. Por exemplo, se esta medindo a proficiéncia em matematica espera-se
que o individuo erre ou acerte de acordo com seus conhecimentos em matemaética. A
principio, o respondente precisa entender a linguagem do teste, o formato da pergunta,
o significado das palavras que sao alternativas de resposta, entre outas coisas. Por

isso, os itens devem ser cuidadosamente desenvolvidos para nao serem sensiveis a

conhecimento para desenvolver o tema, dentro dos limites estruturais do texto dissertativo- argu-
mentativo III- Selecionar, relacionar, organizar e interpretar informacoes, fatos, opinioes e argu-
mentos em defesa de um ponto de vista. IV- Demonstrar conhecimento dos mecanismos linguisticos
necessarios para a construcao da argumentagao. V- Elaborar proposta de solugao para o problema

abordado, respeitando os valores humanos e considerando a diversidade sociocultural.
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diferencas irrelevantes.

Os modelos mais utilizados sao os unidimensionais, por nao serem tao com-
plexos como os modelos multidimensionais, e assumem que hé apenas uma habilidade
responsavel pelas respostas ao item. Parece pacifico assumir que qualquer desempe-
nho humano é sempre multideterminado ou multimotivado, dado que mais de um
construto entre na execucao de qualquer tarefa. Entao, para admitir a unidimensio-
nalidade, aceita-se que ha um fator dominante responsavel pelo conjunto de itens de
um teste. E esse fator é o que se supoe estar sendo medido pelo teste. Porém, na
prépria construcao dos itens, ou pela finalidade da aplicacao, nao existe apenas uma
habilidade a ser testada, ou seja, ndo devem ser considerados unidimensionais (como
o caso do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), que foi estruturado segundo
uma matriz de 5 competéncias.

Além das caracteristicas de dificuldade e discriminacao do item apresentadas
tanto na TCT e na TRI (e de probabilidade de acertar ao acaso, em alguns modelos
da TRI), o pressuposto de que o conjunto dos itens representam apenas o construto
a ser avaliado deve ser questionada. Esse pressuposto chama-se unidimensionalidade,
isto é, a homogeniedade do conjunto de itens que supostamente devem estar medindo
um unico traco latente. Isso porque ao descrever as interagoes entre as pessoas e 0S
itens de um teste, deve-se considerar que as pessoas variam de acordo com as suas
caracteristicas. Entao, se por um lado algumas dessas caracteristicas (ou habilidades)
sao importantes para testar o desempenho em um item especifico do teste, por outro
lado os itens do teste podem exigir multiplas habilidades para chegar a‘ resposta
correta (Reckase, 2009).

Se o objetivo é o de determinar a habilidade do individuo em um teste varias
conhecimentos e fatores devem ser considerados, como por exemplo: o conhecimento
da linguagem utilizada pra resolver o teste (se o objetivo é testar a habilidade em
matematica, apenas, um teste com questoes de interpretacoes pode conter um vo-
cabulario que o respondente ignora e, apesar de ter conhecimento matematico para
acertar a questao ele pode responder incorretamente); a tendéncia de adivinhar (‘chu-
tar) quando se estd em divida sobre as respostas; a rapidez em responder as questoes
(se um teste for muito longo e o prazo para respondé-lo for curto, pode acontecer

de alguns respondentes com conhecimento necessario nao consiga demonstrar o seu
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conhecimento, deixando questdes sem respostas); o estado emocional do respondente
pode ser uma dimensdo a mais ao testar seu conhecimento (muitos respondentes
podem ter conhecimento das questoes do teste e por nervosismo nao conseguem re-
solvé-las); a homogeniedade da amostra (se um teste de matemética é aplicado aos
alunos do ENEM?, aqueles que ainda nao terminaram o ensino médio se diferem
daqueles que concluiram e mais ainda dos que ja cursaram o ensino superior, as-
sim, uma questao de célculo, por exemplo, sera mais vantajosa para aqueles que ja
fizeram um curso de ciéncias exatas); dentro de um mesmo conhecimento testado po-
dem existir diversas habilidades (num teste de matematica, por exemplo, pode esta
sendo testado Cadlculo, Geometria Analitica, Vetores, Desenho, Calculo Numérico,
Algebra, Fisica entre outras); dentro de um mesmo item pode estar sendo medido
véarias habilidades (reconhecer, no contexto social, diferentes significados e repre-
sentagoes dos niimeros e operacgoes naturais, inteiros, racionais ou reais; Identificar
padroes numéricos ou principios de contagem; Resolver situagao-problema envolvendo

conhecimentos numéricos, etc):

“Um teste consiste em colecoes de itens. Cada um dos itens do teste é complexo
por sua prépria natureza. As pessoas que fazem um teste igualmente consistem
nos mais diversos individuos. Mesmo gémeos idénticos irao mostrar algumas
diferencas em seus conhecimentos e habilidades, porque suas experiéncias de
vida nao sao exatamente o mesmo depois de seu nascimento. As interacoes
entre examinandos e os itens de um teste em resultam em um conjunto de
respostas que representam processos muito complexos.(Reckase, 2009)”.

Além da dimensionalidade, outro pressuposto a ser verificado é o de inde-
pendéncia local, ou independéncia condicional, onde assume-se que para uma dada
habilidade as respostas aos diferentes itens da prova sao independentes. Essa su-

posigao é fundamental para estimacao dos parametros do modelo. Como unidimen-

2Segundo o ministério da educacdo, Podem participar do Enem 2013, todos aqueles que con-
cluiram ou nao o Ensino Médio e que possuam CPF e documento de identidade. A finalidade
primordial do Enem ¢ a avaliagdo do desempenho escolar e académico ao fim do Ensino Médio. As
informagoes obtidas a partir dos resultados do Enem sao utilizadas para acompanhamento da quali-
dade do Ensino Médio no Pais, na implementacao de politicas publicas, criacao de referéncia nacional
para o aperfeigoamento dos curriculos do Ensino Médio, desenvolvimento de estudos e indicadores
sobre a educagao brasileira e estabelecimento de critérios de acesso do participante a programas
governamentais. O ENEM serve, também, para a constituicao de parametros para a auto-avaliagao

do participante, com vistas a continuidade de sua formagao e a sua inser¢ado no mundo de trabalho.
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sionalidade implica independéncia, verificar a unidimensionalidade ja é suficiente.
Hambleton, Swaminathan Roger dicutem as consequencias da utilizacao de modelos
inadequados aos dados e apresenta métodos para verificagao do ajuste e dos pressu-
postos do modelo utilizados. Um bom ajuste pode garantir a obtencao de itens e

habilidades invariantes.

“Independéncia local significa que, quando as habilidades que influenciam o
desempenho no teste sao mantidas constantes, as respostas dos examinandos
para dois itens quaisquer sao estatisticamente independentes. Em outras pa-
lavras, apds considerar as habilidades dos examinados nenhuma relacao existe
entre as respostas dos examinados para diferentes itens. Simplificando, isso
significa que as habilidades especificadas no modelo sao os tnicos fatores que
influenciam as respostas dos examinados aos itens do teste. Este conjunto de
habilidades representa o espaco latente completo. Quando a suposicao de uni-
dimensionalidade detém, o espaco latente completo é composto de apenas uma
habilidade. (Rambleton, Swaminathan e Roger, 1991)”.

1.2.5 Modelos Multidimensionais da Teoria de Resposta ao

Item

A TRI multidimensional pode ser considerada um tipo de analise fatorial para
dados observados nao continuos (dicotémicos ou politomicos). Porém, na andlise
fatorial procura-se um pequeno nimero de fatores capazes de explicar a variabilidade
das varidveis observadas, ou seja, busca-se a reducao da dimensao. Enquanto que na
TRI busca-se determinar as caracteristicas dos individuos e dos itens que influenciam
nas respostas observadas.

Basicamente existem dois tipos de Modelos Multidimensionais na Teoria da
Resposta ao Item, que sao utilizados para respostas dicotomicas: Modelos compen-
satorios e modelos nao-compensatorios. Um modelo é dito compensatério quando a
mesma probabilidade de acerto do item é mantida quando a diminuicao do valor de

um tracgo latente é compensada pelo aumento no valor de outro traco latente.

Modelo de Ogiva Normal de trés parametros

Os modelos de ogiva normal sao muito utilizados e encontram-se implementados
em diversos programas existentes, onde estimam-se os parametros pelos métodos dos

minimos quadrados, método da méaxima verossimilhanca, métodos bayesianos e moda
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a posteriori.

p
P(X; = la;, b, ¢;,0) = ¢; + (1 — ¢;)® (bi + Zaik0k> = ®;(0) (1.18)

k=1

Onde i = 1,2, , I, sendo I o nimero de itens na prova, e k=1, 2, , p, sendo p a
dimensao do vetor de tracos latentes. O parametro b; é denominado dificuldade do i-
ésimo item e cada componente do vetor a; = (ay;, ..., a;) é a discriminacao do i-ésimo
item sobre o k-ésimo traco latente. Quando as habilidades sao baixas, incorpora-se

uma probabilidade de acerto casual ¢;, i =1, ..., 1.

Modelo Logistico Compensatério de trés parametros

McKinley e Reckase (1980) propdem o modelo logistico compensatério de trés parametros

dado pela expressao:

1
( lai, bi,ci,0) = c; + ( C)1+€(—Z£:1am6k+bi) (9) (1.19)

Onde os parametros sao definidos como o modelo anterior.

Modelos nao compensatoérios

O Modelo logistico nao compensatorio de trés parametros proposto por Whitely
(1980) e Simpson (1977) ¢é dado por:
£ 1

P(XZ - 1|9’ i bi’ Ci) =G+ (1 o ci) H 1+ e(—Dair0;k+bir)
k=1

(1.20)

Onde a, ¢; e 0 sao definidos como o modelo anterior e b = (b;, ..., by;) representa

a dificuldade do item em questao associada a cada traco latente.
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Capitulo 2

Dados Faltantes

2.1 Introducao

Perda de informacoes é um problema frequente em diversas areas do conhecimento
cientifico. Pesquisadores se deparam com dados incompletos (isto é, conjuntos de
dados que contém dados faltantes) por diferentes motivos. A nao resposta pode
ocorrer durante a realizacao da pesquisa ou avaliacao, como a falta cooperacao do
entrevistado; questionarios ou testes muito longos e cansativos; tempo curto para
responder aos quesitos; falta de conhecimento para responder aos itens; questoes mal
formuladas, etc... Os dados ausentes também podem surgir na coleta dos dados (por
exemplo, erro de digitacdo ao fazer o registro dos dados).

Com a exce¢ao de McKnight et. al. (2007, capitulo 4), livros sobre dados
faltantes nao mencionam a prevencao. No entanto, prevenir é o ataque mais direto
sobre os problemas gerados pela auséncia de resposta. Alguns procedimentos podem
melhorar a pesquisa, diminuindo a incidéncia de dados faltantes, sao eles: minimizar
o uso de medidas invasivas; usar incentivos para estimular a resposta; tentar igualar
o entrevistador e entrevistado na mesma idade e etnia; adaptar o modo da pesquisa
(por telefone, cara a cara, questiondrio web, e assim por diante) para a populagao em
estudo; usar um design diferente para diferentes grupos em seu estudo; procurar os
nao respondentes e pedir que preencham os itens nao respondidos; se possivel, tentar
recuperar os dados faltantes por outras fontes, etc...

Outros procedimentos podem ser tomados antes da aplicacdo da pesquisa ou
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teste para evitar a nao resposta: em estudos experimentais, tentar minimizar a carga
e intensidade dos tratamentos sempre que possivel; preparar um bom questionario,
que explique a finalidade e utilidade do estudo; tentar organizar a coleta de dados
por meio de uma autoridade, por exemplo, o préprio médico do paciente, no caso de
pesquisas médicas; realizar um estudo piloto para detectar e atenuar os problemas,
etc.

Procedimentos de ponderacao: E um método para reduzir o viés quando
a probabilidade de selecao no levantamento difere entre os entrevistados. Em pesqui-
sas por amostragem, os respondentes sao ponderados por pesos do design, que sao
inversamente proporcionais a sua probabilidade de serem selecionados na pesquisa. Se
faltarem dados, os casos completos sao reponderados de acordo com pesos do design,
que sao ajustados para combater os efeitos de selecao produzidos por nao-resposta.
O método ¢ muito utilizado em estatisticas oficiais. Indicagoes importantes incluem
Cochran (1977), Sérndal et al. (1992) e Bethlehem (2002).

A presenca de observacoes faltantes complica as andlises estatisticas dos dados,
pois muitos testes estatisticos sao aplicados apenas em matriz de dados completos (isto
é, banco de dados sem nenhuma perda de informagao). Além disso, uma abordagem
adequada para bancos de dados com observagoes incompletas é uma questao bastante
delicada, pois a utilizacao de métodos inadequados pode levar a conclusoes erradas
sobre o conjunto de dados. Trés tipos de problemas estao associados aos valores
faltantes: perda de eficiéncia, complicagoes na manipulacao e analise dos dados, e
viés, resultante das discrepancias entre os valores atribuidos aos dados faltantes e
os valores reais desconhecidos (Farhangfar et al., 2007). O nao tratamento ou o
tratamento inadequado dos dados faltantes também pode afetar a generalizacao dos
resultados da anélise (Mcknight et al., 2007; Colantonio et al., 2010).

Para contornar esse problema, surgiram técnicas estatisticas que envolvem a
substituicao dos dados faltantes por estimativas de valores plausiveis a serem impu-
tados aos dados faltantes. Estas técnicas tém por objetivo completar os bancos de
dados e possibilitar a andalise com todos os dados em estudo. As primeiras técnicas de
imputacao desenvolvidas envolviam métodos relativamente simples, tais como substi-
tuicao dos dados faltantes pela média ou pela mediana da variavel, por interpolacao

ou até por regressao linear. Entretanto existem desvantagens na utilizacao desses
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métodos, como a subestimacao da variabilidade e a impossibilidade da utilizacao de
outras variaveis do proprio conjunto de dados para melhorar o processo de imputacao.

Para definir o melhor método de imputacao a ser utilizado é importante co-
nhecer o mecanismo de nao resposta, pois a partir dele pode se ter a idéia a respeito
do relacionamento entre a perda da informacao e os valores das varidveis presentes

na matriz de dados.

2.1.1 Mecanismos de Dados Faltantes

Todos os trabalhos envolvendo complementacao de dados faltantes levam inevita-
velmente em conta o mecanismo que causou a auséncia dos dados. Respostas aos itens
podem ser classificadas como dados faltantes completamente aleatérios (MCAR), da-
dos faltantes aleatérios (MAR), ou dados faltantes nao aleatérios (MNAR).

Os dados faltantes completamente aleatérios (MCAR) ocorrem quando a pro-
babilidade de um item ter respostas ausentes nao depende de qualquer das quantida-
des, observadas ou nao observadas. Ou seja, a probabilidade de ocorréncia do dado
ausente ¢ a mesma para todos os casos. Isso significa efetivamente que as causas
dos dados faltantes nao estao relacionadas aos dados. Diferencia-se dos outros me-
canismos, onde os valores ausentes nao estao distribuidos aleatoriamente. Uma vez
que esta pressuposicao se mantém, o processo que gera os valores faltantes pode ser
ignorado durante a andlise e estimadores de uma analise de caso completo pode ser
nao tendenciosos (Horton & Kleinman, 2007; Molenberghs & Verbeke, 2005), mas
podem ter substanciais perdas de eficiéncia (Little & Rubin, 2002).

No entanto, dados faltantes completamente aleatérios (MCAR) é uma hipdtese
forte e pouco realista, pois na maioria dos experimentos de pesquisa, quase sempre
existe algum grau de relagao entre os valores em falta e algumas das informagoes
das co-variaveis. Assim, pode ser mais razoavel afirmar que os dados sao faltantes
aleatérios (MAR), que ocorre quando um item faltante depende apenas de algumas
quantidades observadas, que podem ser alguns resultados e/ou co-varidveis. Este me-
canismo é considerado mecanismo de perda previsivel, em que os dados sao perdidos
por um processo aleatério, quando a probabilidade de nao resposta depende dos dados

presentes (mas nao dos ausentes).
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Se os dados nao podem ser considerados faltantes completamente aleatérios
(MCAR) e nem faltantes aleatérios (MAR), entao os itens faltantes dependem dos
dados nao observados e sdo ditos faltantes nao aleatérios (MNAR). Por exemplo,
respostas faltantes para um item podem ser devidas ao alto grau de dificuldade do
item. Dados faltantes nao aleatérios MNAR significa que a probabilidade de se ter
um dado faltante varia por razoes que sao desconhecidas. Neste mecanismo, um valor
ausente pode depender do préprio valor ausente.

As classificagoes de Rubin sao importantes para entender por que alguns
métodos nao funcionam. Sua teoria estabelece as condicoes sob as quais um método de
dados ausentes pode fornecer inferéncias estatisticas validas. Correcoes mais simples
s6 funcionam sob a suposicao de MCAR, que é restritiva e muitas vezes irreal. Se
MCAR ¢ implausivel, tais métodos podem fornecer estimativas tendenciosas.

Apesar dos mecanismos de dados ausentes precisarem ser levados em consi-
deracao durante a modelagem estatistica, para produzir estimativas eficientes e nao
tendenciosas, segundo Molenberghs e Verbeke (2004), nenhuma modelagem abordada,
seja por MAR ou por MNAR, pode compensar totalmente a perda de informacao que
ocorre, devido ao caracter incompleto dos dados.

O primeiro mecanismo (MCAR) possui uma suposi¢ao muito forte e raramente
é satisfeito na pratica. Quando ele ocorre, os dados nao observados constituem uma
sub amostra aleatéria. O segundo mecanismo (MAR) também é denominado de
Ignoravel. O termo Ignoravel é usado para indicar que nao é necessario especificar
um modelo para a nao-resposta.

E importante ressaltar que o mecanismo de dados ausentes é que pode ser
ignorado e nao os dados ou as unidades com dados ausentes. O terceiro mecanismo
de auséncia é nao-ignoravel devido a falta de aleatoriedade da nao-resposta. Portanto,

nesta situacao torna-se necessério especificar um modelo para a nao resposta.

2.1.2 Métodos de Imputacao de dados faltantes

Obviamente, a melhor forma de tratar dados faltantes é nao té-los (Orchard e
Woodbury, 1972, p.697). Embora haja muita verdade nesta afirmagao, esse ideal

nao ¢é atingido na pratica. O modo padrao de tratar dados faltantes ¢ exclui-los.
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Assim, métodos de exclusao, como Listwise, sao utilizados e nao sao mencionados nas
pesquisas. A presenca de dados faltantes muitas vezes nem sao explicitas no texto,
gerando diferentes tabelas, baseadas em diferentes tamanhos de amostras. Mesmo os
estudos mais cuidadosamente projetados e executados produzem valores faltantes. A
questao que realmente interessa é a forma como lidamos com dados incompletos. Os
tipos de imputacao a seguir foram extraidos do livro Flexible Imputation of Missing
Data, Van Buuren (2012):

Exclusao listwise:

Analise de caso completo listwise é o defaut para lidar com dados incompletos em
muitos pacotes estatisticos, incluindo SPSS, SAS e Stata. A funcao na.omit () faz o
mesmo no S-PLUS e R. O procedimento elimina todos os casos com um ou mais valores
ausentes nas variaveis de andlise. A grande vantagem do processo de andlise completa
¢é a conveniéncia. Se os dados sao MCAR, a exclusao listwise produz estimativas nao
viesadas sobre as médias, variancia e os pesos da regressao. Sob MCAR, exclusao
listwise produz erros padrao e niveis de significancia que estao corretos para a redugao
do subconjunto de dados, mas que sao muitas vezes maiores em relagao a todos os
dados disponiveis.

Uma desvantagem de exclusao listwise é que é, potencialmente, um des-
perdicio. Nao é raro que em aplicagoes reais mais de metade da amostra original
seja perdida, especialmente se o numero de varidveis é grande. King et al. (2001)
estimaram que o porcentual de registros incompletos em ciéncias politicas ultrapas-
sou os 50% em média, havendo alguns estudos que tém mais de 90% de registros
incompletos. E evidente que uma subamostra menor poderia degradar seriamente a
capacidade para detectar os efeitos de interesse.

Além disso, se os dados nao sao MCAR, exclusao listwise pode severamente
enviesar estimativas de médias, coeficientes de regressao e correlagao. Little e Rubin
(2002, pp 41-44) mostraram que o viés da média estimada aumenta com a diferenga
entre as médias dos casos observados e ausentes, e com a proporcao dos dados au-
sentes. Schafer e Graham (2002) relataram um estudo de simulagao que demonstra o
viés da exclusao listwise sob MAR e MNAR. No entanto, as analises de caso completo
nem sempre sao ruins. As implicagoes dos dados ausentes sao diferentes, dependendo

de onde eles ocorrem (resultados ou preditores) e também depende dos parametros e
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do modelo utilizado na analise dos dados completos. No contexto da andlise de re-
gressao, exclusao listwise possui algumas propriedades tinicas que a torna atraente em
ambientes particulares. Ha casos em que exclusao listwise pode fornecer estimativas
melhores do que até mesmo os procedimentos mais sofisticados.

A Exclusao listwise pode introduzir inconsisténcias no relatério final. Uma
vez que essa exclusao é aplicada automaticamente para o conjunto ativo de variaveis,
diferentes andlises sobre os mesmos dados sao muitas vezes baseadas em subamos-
tras diferentes. A principio, é possivel produzir uma subamostra utilizando todas
as variaveis globais ativas. Na pratica, esta é pouco atrativa, a subamostra global
terd sempre menos casos que cada uma das sub-amostras locais, por isso é comum
criar subconjuntos diferentes para diferentes tabelas. E evidente que isto complica a
comparacgao e generalizacao para a populagao em estudo.

Em alguns casos, a exclusao listwise pode levar a subamostras sem sentido.
Seria muito mais dificil, se nao impossivel, fazer analises que envolvem o tempo, por
exemplo, para identificar padroes semanais ou para ajustar modelos autoregressivos
que predizem os dias anteriores.

Os autores lideres na area estao, no entanto, com medo de fornecer conselhos
sobre a percentagem de casos ausentes abaixo da qual é aceitdavel fazer exclusoes
listwise. Little e Rubin (2002) argumentam que ¢é dificil formular ‘regras de ouro’
uma vez que as conseqiiéncias do uso de exclusoes listwise dependem mais do que
apenas da taxa de dados ausentes. Vach (1994, p 113) manifestou o seu desagrado
pelas regras simplistas, como segue:

‘Costuma-se supor que existem algumas coisas, como a taxa critica de dados
ausentes, em que os valores ausentes nao sejam muito danosos. A crenga em dados
faltantes com uma taxa tao global é bastante estupida.’

Exclusoes Pairwise:

As exclusoes Pairwise, também conhecidas como andlise de casos disponiveis, sao
tentativas para resolver o problema das perda de dados das exclusoes listwise . O
método calcula as médias e as (co) variancias em todos os dados observados. Assim,
a média da variavel X é baseada em todos os casos com os dados observados em X,
a média da variavel Y utiliza todos os casos com valores de Y observados, e assim

por diante. Para as correlacoes e covariancia, todos os dados sao tomados em que
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ambos X e Y teém escores nao ausentes. Posteriormente, a matriz das estatisticas
sumarias é alimentada em um programa de andlise de regressao, analise fatorial ou
outros procedimentos de modelagem.

Os softwares SPSS, SAS e Stata contém muitos procedimentos com opgao para
exclusao pairwise. O método é simples, utiliza todas as informacoes disponiveis e pro-
duz estimativas consistentes de médias, correlagdes e covariancias sob MCAR (littLer
e Rubin, 2002, p.55). No entanto, quando tomadas em conjunto, estas estimativas
tém grandes deficiéncias. As estimativas podem ser tendenciosas, se os dados nao sao
MCAR. Além disso, existem problemas computacionais. A matriz de correlacao pode
nao ser positiva definida, que é requisito para a maioria dos procedimentos multiva-
riados. Correlagoes fora do intervalo [-1, 1] podem ocorrer, um problema que surge
a partir de diferentes subconjuntos utilizados para as variancias e covariancias. Tais
problemas sdo mais graves para as variaveis altamente correlacionadas (Little, 1992).
Outro problema é que nao é claro qual o tamanho da amostra deve ser usado para
calcular os erros padroes. Tomando o tamanho médio de amostra, produz-se erros
padroes que sdo demasiado pequenos (Little, 1992).

A idéia por tras da imputacao pairwise é utilizar toda a informacao disponivel.
Embora esta idéia seja boa, a analise adequada da matriz pairwise requer técnicas de
otimizacao sofisticadas e férmulas especiais para calcular o erro padrao (Van Praag
et al, 1985;. Marsh, 1998).

Imputacao pela média
Imputacao pela média é uma solucao rapida e simples para os dados em falta. No en-
tanto, podem ocorrer os seguintes problemas: subestimacao da variancia; perturbacao
nas relagoes entre as varidveis; viés em quase qualquer estimativa diferente da média
e viés na estimativa da média quando os dados nao sao MCAR. A imputagao pela
média sé devera ser utilizada como uma corregao rapida quando um pequeno nimero
de valores estao faltanto , e deve ser evitada em geral.

Imputacao via Regressao
Imputacao via regressao incorpora conhecimento de outras varidveis com a idéia de
produzir imputacoes mais inteligentes. A primeira etapa envolve a construcao de
um modelo a partir dos dados observados. Previsoes para os casos incompletos sao,

entao, calculadas de acordo com o modelo ajustado, e servem como substitutos para
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os dados faltantes.

A imputacao via regressao produz estimativas nao viesadas das médas sob
MCAR, assim como a imputacao pela média, e dos pesos de regressao do modelo
de imputacao, se as variaveis explicativas sao completas. Além disso, os pesos de
regressao sao nao viesados sob MAR, se os fatores que influenciam a falta completa
fazem parte do modelo de regressao. Por outro lado, a variabilidade dos dados impu-
tados é sistematicamente subestimada. O grau de subestimacao depende da variancia
explicada e da proporcao de casos em falta (Littler e Rubin, 2002, p. 64).

Imputar valores previstos pode render imputacoes realistas se a previsao é
perto da perfeicao. Se assim for, o método reconstréi os dados faltantes a partir dos
dados disponiveis. Na maioria das aplicagoes, é improvavel surgir este tipo de dados
faltantes.

Imputacao via regressao estocastica

Imputacao via regressao estocastica é um refinamento da imputacao pela
regressao, pois acrescenta ruido para as previsoes. Isso tera um efeito descendente
sobre as correlagoes.

Nota-se que algumas novas complexidades surgem. Existem varias imputagoes
com valores negativos. Tais valores podem ser nao plausiveis. A Imputacao via re-
gressao estocdstica é um importante passo. Em particular, nao s6 mantém a regressao,
mas também a correlacao entre as variaveis. Imputacgao via regressao estocastica nao
resolve todos os problemas e constitui a base de técnicas de imputacgao mais avancadas.

Imputagao via ultima observagao realizada (LOCF) e observagao da

linha de base transitadas (BOCF)

A Ultima observagao realizada (LOCF) e a observacao da linha de base transi-
tadas (BOCF) requerem dados longitudinais . A idéia é levar o tltimo valor observado
como um substituto para os dados em falta.

LOCEF é conveniente porque gera um conjunto de dados completo . O método
¢ utilizado em ensaios clinicos. Nos EUA, Food and Drug Adminstration (FDA) tem
tradicionalmente visto LOCF como o método preferido de andlise, considerando-o

conservador e menos propenso a selecao de exclusao listwise . No entanto, Molen-
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berghs e Kenward (2007 , pp 47-50) mostram que o viés pode operar em ambos os
sentidos , e que LOCF pode render estimativas tendenciosas, mesmo sob MCAR .
LOCEF deve ser seguido por um método de andlise estatistica adequado, que distingue
entre os dados reais e imputados. Isto geralmente nao é feito , no entanto.

Método do indicador

Suponha que se quer utilizar uma regressao, mas faltam valores em uma das
varidveis explicativas. O método do indicador (Miettien, 1985, p. 232) substitui cada
valor em falta por um zero e prolonga-se o modelo de regressao pelo indicador de
resposta. O procedimento é aplicado a cada variavel incompleta.

Este método é popular em saude publica e epidemiologia. Uma vantagem é
que o método do indicador conserva o conjunto de dados completo. Além disso, ele
permite as diferencas sistematicas entre os dados observados e nao observados, pela
inclusao do indicador de resposta. No entanto, o método pode produzir estimativas
de regressao severamente viesadas, mesmo sob MCAR e para baixas quantidades de
dados em falta (Vach e Blettner, 1991; Greenland e Finkle, 1995;. Knol et al, 2010).

Em contrapartida, White e Thompson (2005) apontam que o método pode ser
util para estimar o efeito do tratamento em ensaios clinicos randomizados, quando
a covariavel base é parcialmente observada. Se os dados faltantes sao restritos a co-
variavel, se o interesse é apenas restrito a estimativa do efeito do tratamento, se a
aderéncia ao tratamento alocado é perfeita e se o modelo é linear, sem interacoes,
entao utiliza-se o método do indicador, para que a covariavel produza um estimativa
nao tendenciosa do efeito do tratamento. Isto é verdade mesmo que a falta completa
dependa da prépria covariancia. Estas condi¢oes sao muitas vezes dificeis de con-
seguir na pratica. O método nao permite a falta de dados nos resultados, os quais
ocorrem com freqiiéncia em dados reais. Enquanto o método do indicador pode ser
conveniente em alguns casos especiais, fica aquém, de um modo geral, para tratar os
dados faltantes.

A Imputacao via regressao e a imputagao via regressao estocdstica podem
produzir estimativas imparciais em MAR. Para funcionar, o modelo precisa ser cor-
retamente especificado. LOCF e o método do indicador sao incapazes de fornecer

estimativas consistentes, mesmo sob MCAR.
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Exclusao listwise produz erros padrao que sao corretos para o subconjunto
de casos completos, mas, em geral, muito grande para o conjunto de dados reais. O
calculo de Erros padrao em exclusao pairwise é complicado. Os erros padroes apds
imputacao sao muito pequenos ja que os calculos padroes nao fazem distin¢ao entre os
dados observados e os dados imputados. Fatores de correcao para algumas situagoes
téem sido desenvolvidos (Shafer e Schenker, 2000), mas uma solugdo mais conveniente
¢ imputacgao multipla.

Imputagao Miiltipla:

A Tmputagdo multipla cria m > 1 conjuntos de dados completos. Cada
um destes conjuntos de dados sao analisados por software em analises padroes. Os
m resultados sao agrupados em uma estimativa pontual final acrescidos do desvio
padrao, por regras de agrupamento simples ("regras de Rubin”). Existem trés etapas
principais na imputagao multipla: imputacao, analise e agrupamento.

A andlise comeca com dados observados, dados incompletos. A imputacao
multipla cria varias versoes completas dos dados, substituindo os valores em falta por
valores de dados plausiveis. Estes valores plausiveis sao extraidos de uma distribuicao
modelada especificamente para cada entrada de dados faltantes. Os conjuntos de
dados imputados sao idénticos para as entradas de dados observados, mas diferem
nos valores imputados. A magnitude destas diferencas reflete nossa incerteza sobre o
valor a imputar.

O segundo passo é estimar os parametros de interesse de cada conjunto de da-
dos imputados. Isso geralmente ¢ feito através da aplicacao do método de analise que
terfamos usado se os dados fossem completos. Os resultados serao diferentes porque
os seus dados de entrada sao difentes. E importante perceber que essas diferencas sao
causadas apenas por causa da incerteza sobre o valor a imputar.

O dltimo passo é a associagao dos m parametros estimados em uma estima-
tiva, e a estimagao da variancia. A variancia combina a variancia de amostragem
convencional (variancia intra-imputagao) e a variancia adicional causada pela falta
de dados (variancia entre imputagao). Sob as condi¢oes adequadas, as estimativas
combinadas sao nao viesadas e tém as propriedades estatisticas corretas.

A Imputagao multipla (Rubin, 1987a, 1996) resolve o problema de erros
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padroes muito pequenos. Imputagao miultipla é tinica no sentido de que ela fornece
um mecanismo para lidar com a incerteza inerente das préprias imputagoes.

O nivel de confianca em um valor imputado particular é expresso como a
variacao entre os m conjuntos de dados completos. Por exemplo, em uma pesquisa
sobre deficiéncia , suponha que o entrevistado respondeu o item se ele podia andar,
mas suponha que o entrevistado respondeu o item se ele poderia se levantar de uma
cadeira. Se a pessoa pode andar, entao é altamente provavel que a pessoa também
vai ser capaz de se levantar da cadeira. Assim, para as pessoas que podem andar,
podemos tirar um ”sim”para a falta de ”se levantar de uma cadeira 7, com uma
alta probabilidade , digamos 0,99, e usar o valor como o valor imputado . Em casos
extremos, se estamos realmente certos, sempre iremos atribuir o mesmo valor para
essa pessoa. De modo mais geral, que estao menos confiantes sobre o verdadeiro valor.
Suponha-se que, em um estudo de crescimento , altura estd ausente para um sujeito
. Se nos s6 sabemos que essa pessoa é uma mulher, isso fornece algumas informacgoes
sobre os valores possiveis, mas nem tanto. Assim, o intervalo de valores plausiveis
¢ muito maior aqui. A imputacao é capaz de lidar com ambas as situacoes de alta
confianca e baixa confianga igualmente bem.

Imputagao de dados faltantes para dados categoricos

A Imputacao de dados faltantes categoricos é possivel sob uma ampla classe de
modelos lineares generalizados (McCullagh e Nelder, 1989). Para varidveis bindrias
incompletas usa-se a regressao logistica. Como a regressao logigistica sera utilizada

como proposta

2.1.3 Dados Faltantes em Teoria de Resposta ao Item

Em pesquisas educacionais, dados faltantes sao sempre presentes em respostas a
itens de um teste. Pesquisadores mostraram que ignorar tais dados faltantes pode
criar problemas na estimagao de parametros. Consequentemente, surgiram varios
métodos de imputacao de dados faltantes e varios estudos investigaram a tendencio-

sidade das estimativas dos parametros na TRI.
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O uso da TRI combina as dificuldades do item com a proficiéncia das pessoas
(Wauters, Desmet, e Van den Noortgate, 2010). Um nimero elevado de repostas
faltantes apresenta problemas para utilizacao da TRI. Por exemplo, os problemas
de nao convergéncia na estimativa dos parametros do modelo da TRI, ao estimar
as dificuldades de itens e as habilidades da pessoa. Além disso, durante a andlise
estatistica dos dados ausentes, mecanismos que conduzem a respostas com itens au-
sentes precisam ser identificados, a fim de evitar estimativas tendenciosas (Little e
Rubin, 2002).

Inicialmente, nas equacgoes de verossimilhanca para a curva caracteristica do
item (ICC) descrita (Lord, 1953), parecia haver trés grandes obstaculos nas aplicagoes

praticas:

e Solugoes das equacoes de verossimilhanga para os dados reais pareciam impra-

ticdveis de um ponto de vista computacional (Torgerson, 1958, p.388);

e A teoria nao leva em consideragao que alguns examinados sao impedidos de
finalizar o teste, por causa da limitacao do tempo disponivel para responder aos

quesitos (speededness);

e A teoria foi inicialmente desenvolvida para itens dicotomicos, enquanto que na
verdade existem trés tipos distintos de resposta: resposta correta, resposta in-
correta e auséncia de resposta (dados faltantes). Diversas investigagoes conclui-
ram que respostas omitidas nao devem ser tratadas como erradas nas equacoes

de verossimilhanga.

Mais tarde, Lord (1968), Bock & Lieberman (1970) e Bock (1972) conseguiram
resolver as equagoes numéricas para as equacoes de verossimilhanca com sucesso. Até
mesmo a estimativa do parametro que representa a assintota inferior da CCI (chamado
de probabilidade de acerto ao acaso) pode ser obtida por méxima verossimilhanca
(Wingersky & Lord, 1973), desde que haja dados suficientes para determinar esta
parte da curva. A partir dai, muitos estudos tentaram resolver os problemas de

dados faltantes e speedeness.
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Speededness:

Se um examinando nao alcan¢a um item por causa do limite de tempo, este
fato nao contém nenhuma informacao 1til para inferir sobre o seu nivel de habilidade
6 da curva caracteristica do item (CCI). O modelo unidimensional CCI nao fornece
nenhuma maneira de fazer uso de qualquer relacionamento (normalmente curvilineo)
que possa existir entre a velocidade de resposta e 6.

Um teste com limite de tempo, para alguns examinados, estd medindo a veloci-
dade, diferente da medida de habilidade que seria obtida se o teste fosse administrado
sem limite de tempo. A teoria de Resposta ao item nao esta preparada para lidar
com a dimensao da velocidade, mas pode ser usada para analisar as respostas obtidas
nas administracoes de testes cronometrados. Para isso ser possivel é necessario que
os examinados respondam os itens seguindo a sequéncia, do primeiro até o tultimo
item que é possivel responder naquele intervalo de tempo predeterminado. Para cada
examinando, os itens seguintes a sua tltima resposta registrada (este item é chamado
o tultimo item tentado) sao ignorados durante o processo de estimativa. Na prética,
pode-se eliminar das analises examinados que respondam menos de um terco, por
exemplo, dos n itens. Assim, a habilidade 6 do examinado é estimada a partir de suas
respostas aos itens presumidamente alcancados e os parametros dos itens sao calcu-
lados a partir das respostas dos examinados que se presume ter atingido os itens.
Isso nao complica as equacoes de verossimilhancga ou o processo de resolve-las. Uma
propriedade fundamental da teoria da TRI é que os parametros dos itens nao depen-
dem do grupo de examinados testado, dentro de limites razoaveis, e que o examinado
com habilidade # nao depende dos itens administrados, assumindo que todos os itens
medem a mesma dimensao psicométrica. Assim, ignorar varios examinados e varios
itens nao deve ter efeitos graves. E certo que o # estimado desta forma aproxima a ha-
bilidade do examinado apenas se as respostas dele aos itens realmente tentados teriam
sido o mesmo na falta de um limite de tempo. Independentemente disso, o # estimado
desta forma reflete adequadamente niveis de habilidade eficazes do examinando, se

as condigoes de cronometragem forem realmente prestadas.
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Capitulo 3

Estudos de Simulacao

3.1 Introducao

Dados faltantes prejudicam as analises e podem ocorrer devido a varios mecanis-
mos e fatores. Por exemplo, pessoas podem deixar em branco itens que se mostraram
muito dificeis, podem perder o interesse no meio do teste, pular algumas se¢oes, inad-
vertidamente, ou podem recursar-se a responder assuntos delicados. Uma grande
quantidade de dados faltantes também podem surgir quando os respondentes na-
vegam livremente nos itens e sé respondem um numero relativamente pequeno de
exercicios de um vasto nimero que normalmente sao fornecidos dentro de ambientes
de aprendizagem (Wauters et al. 2010).

Enquanto nao se sabe os verdadeiros motivos para a presenca de dados faltan-
tes, é comum ignora-los ou tratd-los como respostas incorretas. Ambas as abordagens
parecem ser problemadticas, uma vez que a primeira ignora todos os dados faltantes e
a segunda assume, com certeza, que a resposta correta é desconhecida, independente
da habilidade do entrevistado. Em alguns estudos as respostas ausentes sao tratadas
de maneiras diferentes em diferentes fases das analises. Por exemplo, ao utilizar a
TRI, é comum tratar os dados faltantes como ignoraveis, na fase de estimacao dos
parametros dos itens, e, posteriormente, trata-los como resposta incorreta, na fase da
estimacao da proficiéncia.

Nesta dissertacao, analisaremos trés efeitos de tratamentos de dados faltantes

nas estimativas dos parametros da TRI unidimensional de trés parametros:
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1. Ignorar os dados faltantes;
2. Assumir que os dados faltantes sao respostas incorretas;

3. Em duas fases: ignorar os dados faltantes no processo de calibracao e considera-

los como resposta incorreta no processo de estimacao das proficiéncias.

Teorias, metodologias e softwares para lidar com problemas de dados incom-
pletos foram vastamente ampliados e aperfeicoados ao longo das tltimas décadas. Os
principais pacotes de analise estatistica, atualmente, possuem procedimentos para a
realizacao das analises apropriadas. Nesta dissertacao, sao sugeridas simulagoes para
avaliar o efeito de dados faltantes nao ignoraveis na estimacao dos parametros dos
itens e da proficiéncia, utilizando modelos da TRI.

Para o exemplo simulado, o ajuste do modelo e a estimagao dos parametros
foram realizados utilizando as fungoes “tpm”, “eap”, “coef” e “factor.scores” da bi-
blioteca “irtoys” do software R (Andrade & Anjos, 2012).

Neste capitulo, foram simulados quatro casos:

1. Simulacao sem dados faltantes

2. Simulacao utilizando dados faltantes ignorados

3. Simulagao com dados faltantes como respostas incorretas

4. Simulacao considerando os dados faltantes: como ignorados, no processo de

calibragao e como respostas incorretas, nas estimativas das proficiéncias.

No proximo capitudo, serao propostos dois modelos para imputagao de dados

faltantes, em que a auséncia de resposta é tratada como nao ignoravel:

1. Imputacao de dados via regressao logistica,;

2. Imputagao de dados via regressao isotonica suavizada,;

3.1.1 Metodologia para simulacao

Para simulagao foram utilizados os parametros gerados (valores reais dos parametros)

e os parametros estimados.
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Os parametros gerados (ou parametros reais) foram gerados aleatoriamente

da seguinte forma:

1. Parametro de discriminacao do item gerado: 50 valores gerados aleatoriamente

a partir de uma distribui¢ao uniforme no intervalo [0.2, 3].

2. Parametro de dificuldade do item gerado: 50 valores distribuidos de forma equi-

distante no intervalo [-2, 2].
3. Valor do parametro de acerto ao acaso: igual a 0.2 para os 50 itens.
4. Proficiéncia gerada : 1000 valores gerados através de uma distribuigao N(0,1).

Utilizando os valores dos parametros gerados (valores reais dos parametros),
foram simuladas duas matrizes: uma matriz de dados completos e uma matriz de
dados incompletos, da seguinte forma:

Foram geradas respostas bindrias (certo=1, errado=0) utilizando o modelo
de TRI de trés parametros, com 50 colunas (itens) e 1000 linhas (respondentes),
utilizando um valor (semente), que possa ser usado para produzir a mesma matriz em
outras simulagoes. Esta matriz é completa (nado contém dados faltantes). Utilizando-
se a matriz de ‘zeros’ e ‘uns’ simulada, foram estimados, através do modelo de TRI

de trés parametros:
1. Parametro de discrimacao do item estimado: 50 valores foram estimados.
2. Parametro de dificuldade do item estimado: 50 valores foram estimados
3. Proficiéncia estimada: 1000 valores foram estimados.

4. Neste capitulo, o parametro de acerto ao acaso (¢) foi mantido fixo com va-
lor igual a 0.2, nao sendo estimado. No préximo capitulo, para as propostas
de imputacao de dados, os 50 valores do parametro de acerto ao acaso foram

estimados.

A matriz incompleta foi construida com a retirada de cerca de 25 % de dados

da matriz completa de ‘zeros’ e ‘uns’ simulada, da seguinte forma: os dados faltantes
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foram gerados aleatoriamente sendo que a probabilidade de nao resposta foi direta-
mente proporcional a probabilidade do respondente nao saber a resposta para o item,

dada por:

- ﬁ (3.1)

Esta probabilidade foi multiplicada por um fator r no intervalo [0,1]. Consi-
derando r = 0.5, obtivemos cerca de 25 % de dados faltantes. Este procedimento faz
com que os dados faltantes nao se caracterizem como “dados faltantes completamente
ao acaso”.

As simulagoes foram realizadas considerando os parametros gerados (valores

reais dos parametros) e os estimados e, também, a matriz completa e a incompleta.

3.1.2 Caso 1: Simulacao sem dados faltantes

Caso 1: Sem dados faltantes

estimativa do parametro de discriminacéo

T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

parametro de discriminacéo (a)

Figura 3.1: Caso 1: Simulacao sem dados faltantes. Diagrama de dispersao en-
tre o parametro de discriminagao do item gerado (valores reais dos parametros) e o

parametro de discriminacao do item estimado
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Caso 1: Sem dados faltantes

estimativa do parametro de dificuldade

-3

parametro de dificuldade (b)

Figura 3.2: Caso 1: Simulagao sem dados faltantes. Diagrama de dispersao entre o
parametro de dificuldade do item gerado (valores reais dos parametros) e o parametro

de dificuldade do item estimado

O caso 1 trata da simulacao de dados a partir de um modelo de TRI uni-
dimensional, usando a matriz de dados completos (isto é, ndo ha nenhuma resposta
faltante) e sera utilizado para fornecer um padrao para comparagdes com 0s outros
casos analisados.

Para o caso 1 foram utilizados os parametros gerados e os parametros estima-
dos a partir da matriz completa de dados.

Os valores de discriminagao do item, de dificuldade do item e de proficiéncia,
estimados a partir da matriz completa de ‘zeros’ e ‘uns’ simulada (matriz de dados
campletos), foram ‘plotados’ no eixo vertical dos 3 graficos correspondentes as figuras
3.1, 3.2 e 3.3, respectivamente. No eixo ‘horizontal’ foram plotados os valores que
foram gerados aleatoriamente (valores reais dos parametros). Uma linha de tendéncia
linear foi introduzida em cada um dos trés graficos, para servir de indicacao do grau
de igualdade entre valores nos dois eixo.

A figura 3.1 apresenta, no eixo vertical, os 50 valores dos parametros de

discriminacao do item estimados. Os valores foram estimados através da matriz de
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Caso 1: Sem dados faltantes

estimativa das proficiéncias

proficiéncia (theta)

Figura 3.3: Caso 1: Simulacao sem dados faltantes. Diagrama de dispersao entre a

proficiéncia gerada e a proficiéncia estimada

‘zeros’ e ‘uns’ (dados completos), utilizando o modelo de TRI para trés parametros.
No eixo horizontal estao os 50 parametros de discriminacao do item gerado, que
foram gerados aleatoriamente a partir de uma distribuicao uniforme no intervalo
[0.2, 3]. Nota-se uma leve tendéncia de subestimagao dos valores dos parametros de
discriminacao.

A figura 3.2 apresenta, no eixo vertical, os 50 valores dos parametros de
dificuldade do item estimados através da matriz de ‘zeros’ e ‘uns’, utilizando o modelo
de TRI para trés parametros. No eixo horizontal estao os 50 valores dos parametros
de dificuldade do item gerado, distribuidos de forma equidistante no intervalo [-2,
2]. Observa-se que as estimativas de dificuldade dos itens estao proximos dos valores
reais gerados para os parametros.

A figura 3.3 apresenta, no eixo vertical, os 1000 valores de proficiéncia esti-
mada. Os valores foram estimados através da matriz de ‘zeros’ e ‘uns’, utilizando o
modelo de TRI para trés parametros. No eixo horizontal, estao os 1000 valores de pro-
ficiéncia gerada (valores reais de proficiéncias individuais). Os valores foram gerados

através de uma distribuigao N(0,1). Observa-se, também, que os valores estimados
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distribuem-se em torno dos valores reais.
Conclui-se que, para o caso 1, todas os parametros estimados estao bem ajus-
tados aos parametros gerados (valores reais dos parametros), exceto para o parametro

de discriminacao, que estao levemente subestimados.

3.1.3 Caso 2: Simulacao utilizando dados faltantes ignorados

Caso 2: dados faltantes ignorados

estimativa do parametro de discriminacéo

T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

parametro de discriminagéo (a)

Figura 3.4: Caso 2: Simulagao com dados faltantes ignorados. Diagrama de dispersao
entre o parametro de discriminagao do item gerado (valores reais dos parametros) e

o parametro de discriminacao do item estimado

O caso 2 considera o modelo TRI unidimensional onde os dados faltantes sao
tratados como ignorados. As especificacbes do modelo sao as mesmas utilizadas no
caso 1.

As figuras 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam, nos eixos horizontais, os mesmos valo-
res gerados aleatoriamente no caso 1: 50 parametros de discriminacao do item, 50
parametros de dificuldade do item 1000 valores de proficiéncias. No eixo vertical de
cada grafico estao os parametros de discriminacao e de dificulade dos itens e as pro-

ficiencias, estimados a partir de um modelo de TRI de trés parametros, utilizando
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Caso 2: dados faltantes ignorados

estimativa do parametro de dificuldade
o
o

-2

parametro de dificuldade (b)

Figura 3.5: Caso 2: Simulagao com dados faltantes ignorados. Diagrama de dispersao
entre o parametro de dificuldade do item gerado (valores reais dos parametros) e o

parametro de dificuldade do item estimado

uma matriz incompleta, formada pela retirada aleatoria de cerca de 25 % de dados da
matriz completa de ‘zeros’ e ‘uns’, a mesma gerada no caso 1, conforme a metodologia
apresentado anteriormente.

De acordo com a figura 3.4, o tratamento dos dados faltantes como ignorados
tendem a superestimar levemente os parametros de discriminacao a de menor valor.
Verifica-se uma maior dispersao das estimativas para valores maiores de a.

Na figura 3.5, verifica-se que praticamente todos os valores estimados dos
parametros de dificuldades ficaram superestimados em relagao aos valores reais dos
parametros.

Os valores das proficiéncias da figura 3.6 nao apresentam a mesma dispersao
dos valores encontrados no caso 1, pois estao menos concentrados em torno da linha
de tendeéncia, principalmente nos casos de proficiéncias com valores mais baixos, onde
nota-se uma tendéncia a superestimagcao.

Conclui-se que tratar os dados faltantes tratados como ignorados causa viés

nas estimativas dos parametros dos itens e das proficiéncias.
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Caso 2: dados faltantes ignorados

estimativa das proficiéncias

o

-2

proficiéncia (theta)

Figura 3.6: Caso 2: Simulagao com dados faltantes ignorados. Diagrama de dispersao

entre a proficiéncia gerada (valores reais dos parametros) e a proficiéncia estimada

3.1.4 Caso 3: Simulacao com dados faltantes como respostas

incorretas

No caso 3 o modelo TRI unidimensional é ajustado usando dados onde respos-
tas omitidas foram tratadas como incorretas, tendo, assim, uma matriz de dados
completa. A especificacao de modelo é equivalente aos casos 1 e 2, mas as estima-
tivas baseiam-se em dados recodificados, onde os dados faltantes da mesma matriz
incompleta do modelo 2 sao preenchidos por ‘zeros’.

As figuras 3.7, 3.8 e 3.9 apresentam, nos eixos horizontais, os mesmos valores
utilizados nos casos 1 e 2, ou seja, os 50 valores de discriminagao do item, 50 valores
de dificuldade do item e os 1000 valores das proficiéncias, gerados aleatoriamente
através de uma distribuicao uniforme [0.2,3], de forma equidistante no intervalo [-2,2] e
através de uma distribuigao normal N(0, 1), respectivamente, conforme a metodologia
apresentada.

No eixo vertical dos graficos 3.7, 3.8 e 3.9 estao as 50 estimativas de discri-

minacao do itens, as 50 estimativas de dificuldade dos itens e as 1000 estimativas de
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Caso 3: dados faltantes como resposta incorreta

estimativa do parametro de discriminagéo

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

parametro de discriminacéo (a)

Figura 3.7: Caso 3: Simulagao com dados faltantes como respostas incorretas. Dia-
grama de dispersao entre o parametro de discriminagao do item gerado (valores reais

dos parametros) e o parametro de discriminagao do item estimado

profiéncia, respectivamente. Estas estimativas foram feitas através de utilizacao da
TRI de trés parametros, sobre os mesmos valores da matriz de ‘zeros’ e ‘uns’ do caso
1, com 50 colunas (itens) e 1000 linhas (respondentes), sendo que os mesmos 25%
dos dados foram apagados, da mesma forma que o caso 2, e foram recodificados como
respostas incorretas (zeros).

Na figura 3.7, observa-se que as estimativas dos parametros de discriminacao
a dos itens estao mais superestimados do que nos casos 1 e 2 apresentados. Assim
como no caso 2, os menores valores de a estao mais concentrados em torno da linha
de tendéncia do que os valores maiores, para os quais estimativas apresentam maior
variabilidade.

Assim como no caso 2, a figura 3.8 apresenta praticamente todos os parametros
de dificuldade dos itens superestimados, ao utilizar dados faltantes como respostas
incorretas.

Ja os valores estimados das proficiéncias, na figura 3.9, nao ficaram prejudi-

cados como no caso 2, pois estao concentrados em torno da linha de tendéncia como
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Caso 3: dados faltantes como resposta incorreta

estimativa do parametro de dificuldade
- 0
!

-2

parametro de dificuldade (b)

Figura 3.8: Caso 3: Simulagao com dados faltantes como respostas incorretas. Dia-
grama de dispersao entre o parametro de dificuldade do item gerado e o parametro

de dificuldade do item estimado

no caso 1.

Conclui-se que, tratar dados faltantes como respostas erradas causa viés das
estimativas dos parametros de dificuldade e de discriminagao dos itens. Porém, as es-
timativas dos valores da proficiéncia ficam préximas dos aos valores reais (proficiéncia

gerada).

3.1.5 Caso 4: Simulacao ignorando dados faltantes no pro-
cesso de calibracao e estimativas das proficiéncias con-

siderando os dados faltantes como respostas incorretas.

O caso 4 também tem as mesmas especificacoes dos casos 1 a 3. Os parametros
dos itens foram tomados como fixos, com os mesmos valores do caso 2. Este modelo
reproduz os procedimentos utilizados em muitas avaliagoes que utilizam Teoria de
Resposta ao Item. Ou seja, na fase de calibragao dos itens os dados faltantes sao

ignorados (sao estimados como no caso 2). Na fase posterior, onde os parametros da
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Caso 3: dados faltantes como resposta incorreta

estimativa das proficiéncias

proficiéncia (theta)

Figura 3.9: Caso 3: Simulacao com dados faltantes como respostas incorretas. Di-
agrama de dispersao entre a proficiéncia gerada (valores reais dos parametros) e a

proficiéncia estimada

pessoa e sua distribuicao sao estimados, considerando os parametros do item fixados
através da calibragem de item, os dados faltantes s@o tratados como incorretos (como
no caso 3).

As figuras 3.10, 3.11 e 3.12 apresentam, nos eixos horizontais, os mesmos
valores utilizados nos casos 1 e 2 e 3, ou seja, os 50 valores de discriminagao do
item, 50 valores de dificuldade do item e os 1000 valores das proficiéncias, gerados
aleatoriamente através de uma distribui¢ao uniforme [0.2, 3]; através de uma forma
equidistante no intervalo [-2,2] e através de uma distribuigdo normal N(0, 1), respec-
tivamente.

No eixo vertical das figuras 3.10, 3.11 e 3.12 estao as 50 estimativas de discri-
minacao do itens, as 50 estimativas de dificuldade dos itens e as 1000 estimativas de
profiéncia, respectivamente. Estas estimativas foram feitas através da utilizacao da
TRI de trés parametros, sobre os mesmos valores da matriz de ‘zeros’ e ‘uns’ do caso
1, com 50 colunas (itens) e 1000 linhas (respondentes), sendo que os mesmos 25% dos

dados foram apagados, da mesma forma que o caso 2. As estimativas dos parametros

70



Caso 4: calibragdo com dados faltantes
proficiéncias considerando faltantes como incorreta

estimativa do parametro de discriminagéo

T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

parametro de discriminacéo (a)

Figura 3.10: Caso 4: Simulagao com dados faltantes ignorados no processo de cali-
bracao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na estimacao das
proficiéncias. Diagrama de dispersao entre o parametro de discriminagao do item ge-

rado (valores reais dos parametros) e o parametro de discriminagao do item estimado

dos itens foram realizados considerando os dados faltantes como ignorados (como no
caso 2) e sao fixadas. Apds a fixagdo dos parametros dos itens, os dados faltantes
sao recodificados como respostas incorretas e, entao, os valores da proficiéncia sao
estimados.

Na figura 3.10, observa-se que os parametros estimados de discriminagao dos
itens estao distribuidos como no caso 3, ou seja, as estimativas dos parametros de
discriminacao do item estao mais superestimadas do que nos casos 1 e 2.

Na figura 3.11, observa-se que a estimacao dos parametros de dificuldade dos
itens apresentam tendéncia a subestimacao.

Na figura 3.12, observa-se que os valores de proficiéncia estimados estao mais
dispersos que no caso 1, sendo que a dispersao é maior para menores valores de 6,
apresentando tendéncia de superestimagao para estes valores.

Assim, conclui-se que, para o caso 4, as estimativas dos parametros apresentam-

se viesadas.
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Caso 4: calibragdo com dados faltantes
proficiéncias considerando faltantes como incorreta

estimativa do parametro de dificuldade

parametro de dificuldade (b)

Figura 3.11: Caso 4: Simulagdao com dados faltantes ignorados no processo de cali-
bragao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na estimacao das
proficiéncias. Diagrama de dispersao entre o parametro de dificuldade do item gerado

(valores reais dos paradmetros) e o parametro de dificuldade do item estimado

72



Caso 4: calibragdo com dados faltantes
proficiéncias considerando faltantes como incorreta

estimativa das proficiéncias

-2

proficiéncia (theta)

Figura 3.12: Caso 4: Simulagao com dados faltantes ignorados no processo de cali-
bragao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na estimacao das
proficiéncias. Diagrama de dispersao entre a proficiéncia gerada (valores reais dos

parametros) e a proficiéncia estimada
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Capitulo 4

Propostas para probabilidade de

imputacao

E correto supor que, para cada individuo, quanto maior for o grau de dificuldade
do item, menor serd a probabilidade de resposta positiva (resposta correta). Sendo
assim, apresentamos dois procedimentos para imputacao de dados faltantes, utizando
como base os valores estimados do parametro de dificuldade do item (b): imputacao
via regressao logistica e imputacao via regressao isotonica suavizada. Apesar de
utilizar o parametro de dificuldade dos itens para célculo da probabilidade de resposta
positiva (resposta correta), nosso objetivo é melhorar as estimativas das proficiéncias.

Dos casos de estimacao dos parametros apresentados no capitulo 3, o caso
4 é o mais utilizado em muitas avaliagoes que utilizam teoria de resposta ao item
para determinar as proficiéncias dos alunos em pesquisas educacionais. Portanto, nao
apresentaremos simulagoes de imputagao para os casos 2 e 3, mas apenas para o caso
4, que é o mais utilizado na pratica.

No caso 4, do capitulo 3, foi realizada uma simulacao com dados faltantes
ignorados no processo de calibragao dos itens e com dados faltantes como respostas
incorretas na estimagao das proficiéncias (com o parametro de acerto ao acaso fixo
em 0.2). Ou seja, os dados faltantes foram tratados sem imputacao, na calibragao
dos itens e com imputacao de ‘zeros’, na estimacao das proficiéncias. Neste capitulo,
apresentamos dois procedimentos que, ao invés de tratar os dados faltantes como igno-

rados e depois como respostas incorretas, utilizaram imputacao de dados, que fizeram
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com que as estimativas dos parametros fossem feitas através de uma matriz completa
de dados. As estimativas dos dados faltantes tratados sem imputacao serviram para
comparar com os dois procedimentos sugeridos de imputacao de dados (porém, os 50
valores do parametro de acerto ao acaso ¢ foram estimados, e nao fixados em 0.2,
como no capitulo anterior).

Neste capitulo, utilizando o caso 4 do capitulo 3, foram feitas comparacgoes
entre as estimativas da proficiéncia, da dificuldade do item e da discriminagao do
item, entre o modelo sem imputagao com os modelos com imputacao via regressao
logistica e via regressao isotonica suavizada.

Para cada um dos trés procedimentos (sem imputacao, com imputagdo via
regressao logistica e com imputagdo via regressao isotonica suavizada), os valores
estimados dos parametros de proficiéncia, dificuldade do item e discriminacao do
item foram comparados com os valores dos parametros gerados aleatoriamente (dados
reais) e com os valores dos parametros estimados através da matriz completa de
‘zeros’ e ‘uns’ ja citada. Os valores estimados do parametro de acerto ao acaso, das
estimativas com imputacao, foram comparados com os valores das estimativas sem
imputacao e com os valores das estimativas feitas a partir da matriz completa de
dados.

Também foram estimados o erro e o erro quadratico médio, como funcao da
proficiéncia para os trés métodos considerados (sem imputagao, com imputagao via
regressao logistica e com imputagao via regressao isotonica suavizada).

Para as analises deste capitulo, utilizaremos os mesmos parametros reais ge-
rados aleatoriamente e a mesma matriz de dados com mil respondentes gerada no
capitulo 3 e, também, uma matriz gerada com 2000 respondentes, para analisar os
vieses das estimativas dos parametros com aumento do tamanho da amostra. Porém,
no capitulo 3 o valor do parametro de acertos ao acaso foi fixado em 0.2 e, neste
capitulo, ele foi estimado, para cada um dos 50 itens.

A seguir, serao apresentados trés procedimentos a serem comparados, utili-
zando o modelo do caso 4, do capitulo 3: estimagao sem imputagao (aqui, o parametro
¢ foi estimado, portanto, os valores nao serao os mesmos do capitulo anterior), es-

timacao com imputacao via regressao logistica e via regressao isotonica suavisada.
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4.1 Estimacao sem imputacao

Foram estimados 50 parametros de dificuldade do item , 50 parametros de discri-
minagao, 50 parametros de acerto ao acaso (no capitulo 3, este parametro foi fixado
em 0.2) e 1000 valores de proficiéncia, utilizando a matriz incompleta de dados (com
cerca de 25% de dados faltantes), citada no capitulo 3. O modelo utilizado foi o
mesmo do caso 4, do capitulo 3, um modelo de TRI de trés parametros, com dados
faltantes ignorados - no processo de calibragao dos itens - e com dados faltantes como
respostas incorretas - na estimacao das proficiéncias. Ou seja, utilizando a matriz de
dados incompleta, os parametros foram estimados sem utilizar métodos de imputacao.

Apos a estimacgao dos parametros, os valores encontrados foram comparados
com os valores dos parametros gerados aleatoriamente (valores reais): 50 valores da
distribuigao uniforme [0.2,3], 50 valores distribuidos de forma equidistante no intervalo
[-2,2] e 1000 valores da distribuigdo normal N(0,1), os mesmos valores do capitulo 3.

Além de comparar com os valores reais, os valores dos parametros estimados
sem imputacao também foram comparados com os valores estimados da matriz com-
pleta de dados, ou seja, a mesma matriz utilizada, porém, sem a retirada de cerca de
25% de dados.

As estimativas dos parametros sem imputagao serao comparadas as duas pro-
postas para imputacao de dados faltantes a seguir, sendo que, apds a imputacao,
teremos uma matriz de dados completa para estimacao dos parametros, sem ter que
codificar os dados faltantes como resposta incorreta na fase de estimacao das pro-

ficiéncias.

4.1.1 Estimacao sem imputacao para os valores da proficiéncia

A figura 4.1 [a] apresenta um grafico similar ao grafico visto no capitulo 3, caso
4, figura 3.12. Porém, ao invés de tornar fixo o parametro de acerto ao acaso, fo-
ram estimados os 50 valores desse parametro, interferindo nas estimativas dos demais
parametros. Na figura, tem-se que: no eixo horizontal estao 1000 valores de pro-
ficiéncias reais geradas aleatoriamente através de uma distribui¢do normal N(0,1) e
no eixo vertical estao as estimativas das proficiéncia, considerando a mesma matriz

incompleta do capitulo 3, com cerca de 25% de dados faltantes, onde foi realizada uma
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Figura 4.1: [a] Diagrama de dispersao entre a proficiéncia gerada (valores reais do
parametro) e a proficiéncia estimada sem imputagao (com dados faltantes ignorados
no processo de calibracao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas
na estimagao das proficiéncias). [b] diagrama de dispersao do erro entre os valores da

proficiéncia gerada e a proficiéncia estimada.

Estimativas das proficiéncia sem imgutagéo versus
estimativas das proficiéncias para dados completos

T T T T T
-2 -1 0 1 2 3

estimativas da proficiéncia sem imputagéo

estimativas da proficiéncia para dados completos

Figura 4.2: Diagrama de dispersdo entre a proficiéncia estimada, através da matriz com-
pleta de dados, e a proficiéncia estimada sem imputagdo (com dados faltantes ignorados
no processo de calibracao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na

estimagao das proficiéncias).

simulacao com dados faltantes ignorados no processo de calibracao dos itens e com

dados faltantes como respostas incorretas na estimacao das proficiéncias. A figura
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4.1 [b] apresenta um grafico de dispersao do erro entre entre os dois eixos. Do mesmo
modo apresentado no capitulo anterior, verifica-se a tendéncia a superestimagao para
os menores valores de 6.

A figura 4.2 mostra as estimativas da proficiéncia obtidas sem imputacao
versus as estimativas obtidas para dados completos, no caso de 1000 respondentes.
H& alto grau de concordancia entre as estimativas, especialmente para os casos de

proficiéncia mais alta.

4.1.2 Estimacao sem imputacao para os valores do parametro

de dificuldade dos itens

Estimativas do pardmetro de djficuldade
sem imputacao de dados

parametro
1 2

de dificuldade

-3 -2 -1

0

estimativa do

paréametro de dificuldade (b)

Figura 4.3: Diagrama de dispersao entre a dificuldade do item gerado (valores reais do
parametro) e a dificuldade do item estimado sem imputacao (com dados faltantes ignorados
no processo de calibracao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na

estimagao das proficiéncias).

A figura 4.3 mostra as estimativas do parametro de dificuldade do item obtidas
sem imputacao, no eixo vertical, para o caso de mil respondentes, e, no eixo horizontal,
o valor real do parametro gerado aleatoriamente. O grafico mostra alta concordancia
entre os valores para os itens de maior dificuldade.

A figura 4.4 mostra as estimativas do parametro de dificuldade sem imputacao,
com dados faltantes ignorados no processo de calibracao dos itens e com dados faltan-
tes como respostas incorretas na estimagao das proficiéncias (com c estimado) versus

os valores das estimativas através da matriz completa de dados, no caso de 1000 res-
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Estimativas do parametro de dificuldade sem imputacéo
e para dados completos

acao
2

parametro
1

de dificuldade s%m imput

estimativa do

-3 -2 -1
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-2 -1 0 1 2

estimativa do parametro de dificuldade (b) para dados completos

Figura 4.4: Diagrama de dispersao entre os valores das estimativas dos parametros de
dificuldade do item estimado através da matriz completa de dados, e as estimativas do
parametro de dificuldade do item sem imputagao (com dados faltantes ignorados no processo
de calibracao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na estimacao das

proficiéncias).

pondentes. A discrepancia nos valores estimados é pequena para quase todos os itens.
Observa-se para valores reais (figura 4.3) maior discrepancia do que as estimativas

para dados completos.

4.1.3 Estimacao sem imputacao para os valores do parametro

de discriminacao dos itens

A figura 4.5 é analogo a figura 4.3, mas para o parametro de discriminacao.
Mostra pequena discrepancia entre as estimativas do parametro de discriminagao do
item, obtidas sem imputacao, em relacao aos valores reais do parametro.

A figura 4.6 mostra as estimativas do parametro de discriminacao, sem im-
putacao de dados, versus os valores das estimativas para os dados completos, no caso
de 1000 respondentes. A discrepancia nos valores estimados é pequena para quase

todos os itens.
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Estimativas do parédmetro de discriminagcéo
sem imputacao de dados

4
|

paréametro
3

de discrizmmagéo

1

estimativa do

0
!

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

parametro de discriminagao (a)

Figura 4.5: Diagrama de dispersao entre a discriminacao do item gerado (valores reais do
parametro) e a discriminagao do item estimado sem imputacao (com dados faltantes igno-
rados no processo de calibracao dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas

na estimacao das proficiéncias).

Estimativas do parametro de discriminacao
sem imputacao e para dados completos

4
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de d|scr|2m|nagéo
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estimativa do

0
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0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

estimativa para dados completos

Figura 4.6: Diagrama de dispersdao entre a discriminagao do item estimado através da
matriz completa de dados, e a discriminacao do item estimado sem imputacao (com dados
faltantes ignorados no processo de calibragao dos itens e com dados faltantes como respostas

incorretas na estimagao das proficiéncias).
4.2 Exemplo de proposta para probabilidade de
imputacao utilizando regressao logistica

Essa secao apresenta uma proposta de probabilidade de imputacao utilizando a

curva da regressao logistica. As definigoes deste modelo estao no Apéndice.
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Exemplo: probabilidade de imputacéo
de resposta positiva via regressao logistica

o
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exemplo de proposta para probabilidade de imputagdo
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Figura 4.7: Exemplos de ajuste da curva logistica para calculo das probabilidades de

imputacao.

As figuras 4.7 [a] e 4.7 [b] mostram dois exemplos de ajuste da curva logistica
para calculo das probabilidades de imputacao para um individuo. Os pontos no grafico
correspondem as respostas corretas (1) e incorretas(0) do individuo. As marcas no
eixo das abscissas correspondem aos valores estimados do parametro de dificuldade
b dos itens nao respondidos pelo individuo e para os quais a resposta sera imputada
com a probabilidade p;; de imputacao de resposta correta para o item nao respondido

k, dada pela curva logistica obtida pelo ajuste do modelo:

log <p—k) = Bo + Biby, (4.1)
Pk

onde by é o valor estimado do parametro de dificuldade b, para o k-ésimo item para
o qual o individuo forneceu uma resposta. O ajuste da curva logistica foi elaborado
utilizando as fungoes “tpm”, “eap”, “coef” e “factor.scores”, disponiveis na biblio-
teca “irtoys”do software R. Estas mesmas funcoes serao utilizadas nos estudos de
simulacao. A proposta de probabilidade de resposta correta a ser utilizada para
imputacao de dados faltantes foi obtida através da fungao “glm” do software R.
Utilizando-se o modelo logistico, a probabilidade de imputacao de resposta

correta é calculada pela férmula:
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- 4.2
1 4 edsbi 4.2)

Pij
onde:

pi; = probabilidade de imputagdo de resposta positiva (ou correta) do j-ésimo
individuo para acertar o i-ésimo item.

d; = coeficiente de regressao logistica para o j-ésimo individuo.

b; = estimativa do parametro de dificuldade do i-ésimo item.

Para gerar a resposta imputada U (0 ou 1, zendo 0 resposta errada e 1 resposta
correta), utilizou-se a distribuigao uniforme, onde:

Gerou-se o valor aleatério y ~ uniforme(0,1),

sey<py;=>U=1,

sey >p; = U=0.

O processo de imputacao foi repetido m = 10 vezes e adotamos como estima-
tiva da proficiéncia 0; do j — ésimo individuo a média das m estimativas obtidas apds
cada imputagao.

Apés a imputacao dos valores, na matriz incompleta de dados do capitulo
3, encontrados via o modelo de regressao logistica, foram estimados 50 valores do
parametro de dificuldade do item, 50 valores do parametro de discriminagao, 50 va-
lores do parametro de acerto ao acaso e 1000 valores de proficiéncia. Esses valores
foram comparados com os valores dos parametros gerados aleatoriamente: 50 valo-
res da distribuigao uniforme [0.2,3], 50 valores distribuidos de forma equidistante no
intervalo [-2,2] e 1000 valores da distribuigao normal N(0,1), os mesmos do capitulo
3. Através da matriz completa de ‘zeros’ e ‘uns’, citada no capitulo 3, caso 1, foram
estimados 50 valores do parametro de dificuldade do item , 50 valores do parametro
de discriminagao, 50 valores do parametro de acerto ao acaso e 1000 valores de pro-
ficiéncia. Esses valores também foram comparados com as estimativas encontradas
apos imputacao de dados via regressao logistica.

Outra comparacao realizada foi entre os valores encontrados nas estimativas
com imputacao via regressao logistica e os valores encontrados sem imputagao, onde
foram estimados, através do modelo do caso 4, do capitulo 3, 50 valores do parametro

de dificuldade do item , 50 valores do parametro de discriminacao, 50 valores do
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parametro de acerto ao acaso e 1000 valores de proficiéncia, utilizando a matriz in-

completa de dados (com cerca de 25% de dados faltantes) citada anteriormente.

4.2.1 Estimacao com imputacao via regressao logistica para

os valores da proficiéncia

Apés a imputagao dos valores via regressao logistica, utilizando-se a matriz com-
pleta dos dados, foram estimados os valores das proficiéncias dos individuos. A figura
4.8 [a] apresenta, no eixo horizontal, as proficiéncias geradas aleatoriamente através
de uma distribui¢do normal N(0, 1), a mesma utilizada no capitulo 3, e no eixo ver-
tical apresenta as proficiéncias estimadas apds imputacao via regressao logistica de
uma matriz incompleta, a mesma simulada anteriormente com a retirada aleatoria
de cerca de 25% dos dados, no capitulo 3. A figura 4.8 [b] apresenta o gréfico dos
erros entre os eixos verticais e horizontais. Com a imputacao via regressao logistica,
observa-se a mesma tendenciosidade encontrada na simula¢ao sem imputagao (Figura

1.1).

proficiéncia estimada menos proficiéncia real

Imputagéo via regresséo logistica (imputacéo via regressao logistica)

estimativa das proficiéncias
0
1
erro

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

proficiéncia (theta) proficiéncia (theta)
[a] [b]

Figura 4.8: [a] Diagrama de dispersdo entre os valores estimados da proficiéncia via
regressao logistica e a proficiéncia gerada (valores reais do parametro) [b] diagrama
de dispersao do erro entre os valores estimados da proficiéncia via regressao logistica

e a proficiéncia gerada (valores reais do parametro).
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Efeito da imputagao via regressao logistica
em relacé@o aos dados completos para a proficiéncia

estimativas da proficiéncia ap6s imputagao

estimativas da proficiéncia para dados completos

Figura 4.9: Diagrama de dispersao entre as estimativas da proficiéncia com imputagao
via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro da proficiéncia estimado

através da matriz completa de dados.

A figura 4.9 mostra as estimativas da proficiéncia obtidas via imputagao utilizando
regressao logistica e as estimativas obtidas para dados completos. Ha alto grau de
concordancia entre as estimativas, especialmente para os casos de proficiéncia mais

alta.

4.2.2 Estimacao com imputacgao via regressao logistica para

os valores dos parametros de dificuldade dos itens

A figura 4.10 mostra as estimativas dos parametros de dificuldade obtidas com
imputagao via regressao logistica (ordenadas) e os valores reais do parametro (abscis-
sas), mostrando alta concordancia entre os valores para os itens de maior dificuldade.
Os valores mais baixos de dificuldade estao mais discrepantes.

O diagrama de dispersao (figura 4.11) apresenta as estimativas dos parametros
sem imputagao e com imputagao via regressao logistica. Apresenta alta concordancia
entre quase todos os valores.

A figura 4.12 é analoga a figura 4.4 e mostra maior discrepancia entre os
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parametro de dificuldade (b)

Figura 4.10: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de dificuldade com

imputagao via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro de dificuldade

gerado (valores reais do parametro.

sobre as estimativa

N

-1

estimativa com imputagao
-2

-3

Figura 4.11: Diagrama

Efeito da.imputacao via regressao logistica
imath gdo parér%etro de 8i%culdade

estimativa sem imputagao

de dispersao entre as estimativas do parametro de dificuldade com

imputacao via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro de dificuldade

sem imputagao (com dados faltantes ignorados no processo de calibragao dos itens e com

dados faltantes como respostas incorretas na estimacao das proficiéncias).

valores estimados do parametro de dificuldade com imputacao via regressao logistica

em relacao as estimativas para dados completos.
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do parametro de dificuldade

estimativa para dados completos

Figura 4.12: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de dificuldade com

imputagao via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro de dificuldade

estimado através da matriz completa de dados.
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Figura 4.13: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de discriminagao

com imputagao via regressao logistica e o parametro de discriminagao gerado (valores reais

do parametro).

4.2.3 Estimacao com imputacgao via regressao logistica para

os valores dos parametros de discriminagao dos itens

A figura 4.13 mostra as estimativas do parametro de discriminac¢ao apoés im-

putacao de dados via regressao logistica versus os valores reais do parametro utilizados

para geracao dos dados, para o caso com 1000 respondentes.

A figura 4.14 mostra as estimativas dos parametros de discriminagao obtidas

com imputagao via regressao logistica (ordenadas) e as estimativas dos parametros de

86
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sobre as estimativas do parametro de disCriminagao
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estimativa com imputagéo
15
|

estimativa sem imputagao

Figura 4.14: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de discriminagao
com imputacao via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro de discri-
minagao sem imputacao (com dados faltantes ignorados no processo de calibragao dos itens

e com dados faltantes como respostas incorretas na estimagao das proficiéncias).

discriminagao obtidas sem imputagao (abscissas) para o caso com 1000 respondentes.

Efeito da imputagéo via regressao logistica
sobre as estimativas do parametro de discriminagdo

2.0 25
|

estimativa com imputagéo
15

1.0

0.5

estimativa para dados completos

Figura 4.15: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de discriminagao
com imputacao via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro de discri-

minacao estimado através da matriz completa de dados.

A figura 4.15 mostra discrepancia entre os valores estimados do parametro de

discriminacao com imputagao via regressao logistica em relagao as estimativas para
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dados completos.
As trés estimativas (sem imputagao, com imputagao via regressao logistica e

para dados completos) apresentam valores préximos para a maioria dos itens.

4.2.4 Estimacao com imputacao via regressao logistica para

os valores dos parametros de acerto ao acaso

Efeito da imputacédo via regresséo logistica
sobre as estimativas do parametro de acerto ao acaso

o o °
18 < | o ©
© o
5 ° o
o o o
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g © o
=
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

estimativa sem imputacéo

Figura 4.16: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de acerto ao acaso
com imputacao via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro de acerto
ao acaso sem imputagao (com dados faltantes ignorados no processo de calibragao dos itens

e com dados faltantes como respostas incorretas na estimagao das proficiéncias).

A figura 4.16 mostra as estimativas do parametro de acerto ao acaso obtidas
ap6s imputagao de dados via regressao logistica (ordenadas) e as estimativas obtidas
sem imputagao (abscissas) para cada um dos 50 itens, com 1000 respondentes. As
estimativas obtidas sem imputacao apresentam maior discrepancia em relacao ao valor
real (0.2) do que as estimativas apds imputagao.

A figura 4.17 mostra as estimativas para o parametro de acerto ao acaso apés
imputacao via regressao logistica versus estimativas para dados completos no caso de

1000 respondentes.
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Figura 4.17: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de acerto ao acaso
com imputacao via regressao logistica e os valores das estimativas do parametro de acerto

ao acaso estimado através da matriz completa de dados.
4.3 Regressao isotonica

A regressao isotonica de uma funcao g observada nos pontos z1, ..., z, é a funcao

g* que minimiza a soma de quadrados Y . [g(x;) —

f(x;)]? no conjunto das fungoes
f néo decrescentes em x (assumimos z; < T3 < ... < Ty).

A regressao isotonica ¢g* no ponto x; é dada pela derivada a esquerda do ponto
i da funcao minorante convexa maxima do diagrama das somas acumuladas formado
pelos pontos (0,0) e p; = (4, 22:1 g(z;))i=1,...,n (figura 4.18[a]). Em nosso caso,
para cada respondente, calculamos a regressao isotonica da funcao binaria g indica-
dora de resposta positiva observada nos pontos dados pela estimativa do parametro
de dificuldade em cada item. A probabilidade de resposta positiva deve decrescer
quanto maior for o grau de dificuldade do item. Por este motivo, adotamos como pro-
babilidade de imputacao de resposta positiva a regressao isotonica obtida utilizando
como funcao g as respostas aos itens em ordem inversa ao valor dos parametros de

dificuldade dos itens.

Obtida a regressao isotonica, procedemos a sua suavizagao via kernel (nicleo
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Exemplo: diagrama de soma acumulada Exemplo: probabilidades de imputagédo
e fungéo minorante convexa maxima via regresséo isotdnica suavizada
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Figura 4.18: Exemplos de ajuste da curva isotonica para céalculo das probabilidades

de imputagao

estimadores) para obter probabilidades de imputagao de resposta positiva para os
itens nao respondidos pelo individuo como fun¢ao do grau de dificuldade dos itens
nao respondidos (figura 4.18[b]). A probabilidade de imputagao de resposta positiva

é dada pela expressao

~

by by — b
pb) =D @ [ F5= ) |0 g ()] =1,
j=1
onde ®(-) representa a fungao de distribuigao de probabilidade acumulada da distri-
bui¢ao normal padrao, g*(lso) = 0, n, é o nimero de itens respondidos pelo individuo
e n, € o nimero de itens nao respondidos pelo individuo. O valor do parametro de
suavidade é dado por h = 1.1/n%2.

Assim como o modelo de regressao logistica, apds a imputacao dos valores na
matriz incompleta através do modelo de regressao isotonica suavizada, os parametros
foram estimados e comparados com os valores dos parametros gerados (valores reais
dos parametros) e com os valores estimados através da matriz completa de dados.
Também foram comparados com os valores dos parametros da estimacao sem im-

putacao.
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4.3.1 Estimacao com imputacao via regressao isotdonica sua-

vizada para os valores dos parametros da proficiéncia

Apos a imputacao dos valores via regressao isotonica foram estimados os valores
das proficiéncias dos individuos utilizando-se do modelo de TRI proposto no caso 4
do capitulo 3. A figura 4.19[a] apresenta, no eixo vertical, as mesmas proficiéncias
geradas aleatoriamente para uma matriz completa de dados do caso 1 e no eixo ho-
rizontal estao as estimativas das proficiéencias apds imputacao via regressao isotonica
de uma matriz incompleta, a mesma simulada com a retirada aleatoria de cerca de
25% dos dados no capitulo 3. A figura 4.19 [b] apresenta o grafico dos erros entre os
eixos verticais e horizontais. Com a imputagao via regressao isotonica, observa-se a
mesma tendenciosidade da simulacao sem imputacao e da simulacao com imputacao

via regressao logistica.

Proficiéncia estimada ap6s imputacéo proficiéncia estimada menos proficiéncia real
via regressao isotonica suavizada (imputacéo via regresséo isotonica suavizada)

Proficiéncia estimada
erro

Proficiéncia real (theta) Proficiéncia real (theta)
[a] [b]

Figura 4.19: [a] Diagrama de dispersao entre os valores estimados da proficiéncia via
regressao isotonica suavizada e a proficiéncia gerada (valores reais do parametro) [b]
diagrama de dispersao do erro entre os valores os valores estimados da proficiéncia

via regressao isotonica suavizada e a proficiéncia gerada (valores reais do parametro).

A figura 4.20 mostra as estimativas da proficiéncia obtidas via imputacgao uti-
lizando regressao isotonica suavizada e as estimativas obtidas para dados completos.

H& alto grau de concordancia entre as estimativas, especialmente para os casos de
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Efeito da imputagao via regresséao isotonica suavizada
em relacé@o aos dados completos para a proficiéncia

estimativas da proficiéncia ap6s imputagao

estimativas da proficiéncia para dados completos

Figura 4.20: Diagrama de dispersao entre as estimativas da proficiéncia com imputacao via
regressao isotonica suavizada e os valores das estimativas de proficiéncia estimado através

da matriz completa de dados.

proficiencia mais alta. Nestes casos, a concordancia entre as estimativas obtidas apds
imputacao de dados via regressao isotonica suavizada e as estimativas para dados
completos parece maior que o observado quando utilizamos a regressao logistica para

imputacao.

4.3.2 Estimacao com imputacao via regressao isotonica su-
avizada para os valores dos parametros de dificuldade

dos itens

Na figura 4.21, no eixo das ordenadas, estao as estimativas do parametro de
dificuldade obtidas apds imputacao de dados via regressao isotonica suavizada, para
o caso com 1000 respondentes. Mostra maior grau de concordancia para os itens com
maior dificuldade. Para valores menores, observa-se maior dispersao dos dados.

O diagrama de dispersao 4.22 apresenta as estimativas dos parametros sem
imputacao e com imputagao via regressao isotonica suavizada.

A figura 4.23 mostra as estimativas do parametro de dificuldade apds a im-

92



Efeito da imputacao via regresséo isotbnica suavizada
sobre as estimativas do parametro de dificuldade
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Figura 4.21: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de dificuldade com
imputagao via regressao isotonica suavizada e a dificuldade do item gerado (valores reais

do parametro).
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Figura 4.22: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de dificuldade com
imputacao via regressao isotonica suavizada e os valores das estimativas do parametro de
dificuldade sem imputacdo (com dados faltantes ignorados no processo de calibragao dos

itens e com dados faltantes como respostas incorretas na estimagao das proficiéncias).

putagao via regressao isotonica suavizada versus os valores das estimativas para os
dados completos no caso de 1000 respondentes. A discrepancia nos valores estimados

é pequena para quase todos os itens.
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Efeito da imputagao via regresséao isoténica suavizada
sobre as estimativas do parametro de dificuldade

estimativa com imputagao
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estimativa para dados completos

Figura 4.23: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de dificuldade com
imputacao via regressao isotonica suavizada e os valores das estimativas do parametro de
dificuldade estimado através da matriz completa de dados.

4.3.3 Estimacao com imputacao via regressao isotonica sua-

vizada para os valores dos parametros de discriminagao

dos itens.

Efeito da imputagdo via regressédo isotdnica suavizada
sobre as estimativas do parametro de discriminacao

tro

va do parame:
de dlscrlmlna%éo
1.0 15 0 25

estimativa do

0.5

T T T T T T
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

parametro de discriminagéo (a)
Figura 4.24: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de discriminagao

com imputagado via regressdo isotonica suavizada e discriminagao do item gerado (valores

reais do parametro).
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A figura 4.24 mostra as estimativas do parametro de discriminacao apds a
imputacao via regressao isotonica suavizada versus o valor real do parametro utilizado
na geracao da matriz de respostas para o caso de 1000 respondentes. Mostra uma
maior dispersao das estimativas dos valores mais altos, comparada com as estimativas
obtidas sem imputagao, com tendéncia de subestimacao dos valores dos parametros

para itens com maior grau de discriminagao.

Efeito da imgutagéo vig regressao isotbnjca suavizada
sobre as estimativas do parametro de discriminagao

estimativa com imputacéo
05 1.0 15 20 25
1

estimativa sem imputacéo

Figura 4.25: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de discriminagao
com imputagao via regressao isotonica suavizada e os valores das estimativas do parametro
de discriminagao sem imputagao (com dados faltantes ignorados no processo de calibracao

dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na estimagao das proficiéncias).

A figura 4.25 é analogo a figura 4.22, mas para o parametro de discriminagao
com 1000 respondentes. Mostra baixa discrepancia para as estimativas mais baixas
e maior para os itens com maiores estimativas para os valores do parametro, com as
estimativas obtidas apds imputacao via regressao isotonica suavizada apresentando
valores levemente menores do que os obtidos sem imputacao.

A figura 4.26 mostra as estimativas do parametro de discriminagao apds im-
putacao via regressao isotonica suavizada versus as estimativas para dados completos
para o caso de 1000 respondentes. H&a maior discrepancia entre os valores para os

itens com maior discriminagao.
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Efeito da imputacéo via regresséo isotdnica suavizada
sobre as estimativas do parametro de discriminagdo
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Figura 4.26: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de discriminagao
com imputagao via regressao isotonica suavizada e os valores das estimativas do parametro

de discriminagao estimado através da matriz completa de dados.
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Figura 4.27: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de acerto ao acaso
com imputagao via regressao isotonica suavizada e os valores das estimativas do parametro
de acerto ao acaso sem imputagao (com dados faltantes ignorados no processo de calibracao

dos itens e com dados faltantes como respostas incorretas na estimagao das proficiéncias).

4.3.4 Estimacao com imputacao via regressao isotonica su-
avizada para os valores dos parametros de acerto ao

acaso.

A figura 4.27 mostra as estimativas do parametro de acerto ao acaso obtidas apds

imputagao de dados via regressao isotonica suavizada (ordenadas) e as estimativas
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Efeito da imputacéo via regresséo isotdnica suavizada
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0.5 0.6
1

0.4
1

estimativa com imputacéo
0.3
1
o

0.2
L

0.0

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

estimativa para dados completos

Figura 4.28: Diagrama de dispersao entre as estimativas do parametro de acerto ao acaso
com imputagao via regressao isotonica suavizada e os valores das estimativas do parametro

de acerto ao acaso estimado através da matriz completa de dados.

obtidas sem imputagao (abscissas) para cada um dos 50 itens para o caso de 1000
respondentes. Mostra uma tendéncia a obtermos valores menores do parametro apds
a imputacao de dados via regressao isotonica suavizada. O valor 0.2 representa o
valor real do parametro utilizado na geracao dos dados simulados.

A figura 4.28 mostra as estimativas para o parametro de acerto ao acaso apés
imputacao via regressao isotonica suavizada versus estimativas para dados completos
no caso de 1000 respondentes. O padrao de discrepancia em relacao aos valores reais

¢é similar nos dois casos.

97



4.4 Comparacao entre os métodos de estimacao
das proficiéncias: sem imputacao, com imputacao
via regressao logitica e com imputacgao via re-

gressao isotonica

Regressdo ndo paramétrica via kernel

Regressao ndo paramétrica via kernel para o erro desvio quadratico

0.6

—— sem imputacdo
< 5 -- imp. reg. logistica
<} \\ imp. reg. isoténica

1
0.5

—— sem imputacdo
-- imp. reg. logistica
imp. reg. isotonica

,
0.4

erro
erro quadratico
0.3

0.0

0.2

...........

0.1

0.0

proficiéncia (theta) proficiéncia (theta)
[a] [b]

Figura 4.29: Regressao via kernel: [a] para o erro [b] desvio quadrético.

Para descrever o comportamento do erro e do erro quadratico na estimacao
da proficiéncia ao se utilizar os trés métodos (sem imputacao, com imputagcao via
regressao logistica, e com imputagdo via regressao isotonica suavizada via kernel),
utilizamos a regressao nao paramétrica via kernel de Nadaraya-Watson. A figura 4.29

[a] mostra, como fungao do possivel valor da proficiéncia, a fungao
A 00,
(05— 00 (52)
N n 0—0,
Yo (52

onde ¢(-) representa a funcao densidade de probabilidade da distribuigdo normal

padrao, n é o nimero de respondentes, e o valor do parametro de suavidade é dado
por h = 1.1/n%? (Ramsay,1991).

Aqui, 0; representa o valor estimado da proficiéncia do j-ésimo respondente con-

siderando cada um dos métodos utilizados na estimacao (sem imputagao, com im-
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putagao via regressao logistica, e com imputacao via regressao isotonica suavizada
via kernel). Sendo assim, temos trés curvas, que mostram que o erro das estimativas
obtidas sem imputacao de respostas faltantes mostra-se com melhor comportamento
do que aquelas obtidas apds imputacao, com as estimativas via regressao isotonica
suavizada apresentando melhor comportamento em relagao a regressao logistica para
valores de € maiores.

Com relagao ao erro quadratico, a figura 4.29 [b] mostra a fungao
n A 0—0;
S0 0,70 (52)
- n 0—9]
Yo (52

Podemos notar que as estimativas obtidas apds imputagao de respostas positivas

apresenta melhores resultados, especialmente para a faixa de valores de proficiéncia
acima de —1, que tende a ser de maior interesse, sendo que a imputacao via regressao
isotonica suavizada apresenta curva mais proxima de zero do que a curva correspon-

dente as estimativas obtidas com imputacgao via regressao logistica.

Regressdo ndo paramétrica via kernel para o erro

© 13
© A
.\.
< | N — sem imputacao
o N ---- imp. reg.logist,
AN imp. reg. isot.
2 o | >
o © SN =
o R
o e
~ ThemEel
S N
! T T T T T
-2 -1 0 1 2

proficiéncia (theta)

Figura 4.30: Regressao nao paramética via kernel para o erro.

As figuras 4.30 e 4.31 s@o equivalentes as figuras 4.29 [a] e 4.29 [b], considerando
2000 respondentes. Mostram que o erro e o erro quadratico tendem a diminuir de
magnitude para os trés procedimentos com o aumento do tamanho do nimero de
respondentes, como esperado. Nos dois casos, a imputagao via regressao isotonica
suavizada mostrou um padrao de valores mais baixos para o erro quadratico para os

respondentes com maior proficiéncia.
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Regressédo ndo paramétrica via kernel
desvio quadratico
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Figura 4.31: Regressao nao paramética via kernel para o devio quadratico.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Os estudos de simulagao mostraram que, para a estimacao das proficiéncias, a
utilizagao dos métodos de imputacao de dados considerados apresentam erro de mag-
nitude superior a estimacao com dados faltantes, para amostra de tamanho 1000.
No entanto, para amostras de 2000 respondentes, a magnitude do erro é pequena,
sugerindo que os processos de imputacao estudados podem ser adotados para casos
com tamanho de amostras maiores. Com relagao ao erro quadratico, as estimativas
das proficiéncias apresentam valores menores do que para as estimativas com dados
faltantes, especificamente para proficiéncias superiores a -1 (na escala da distribuigao
normal padrao), com o método de imputacao via regressao isotonica suavizada apre-
sentando os menores valores para o erro quadratico.

Quando nao procedemos imputacao de dados, os parametros de discrimacao dos
itens tendem a ser superestimados, enquanto os parametros de dificuldade sao le-
vemente subestimados. As proficiéncias tendem a ser superestimadas no caso das
proficiéncias de menor valor.

Quando utilizamos imputacao de dados via regressao logistica e regressao isotonica
suavizada via kernel, os parametros de discrimacao e de dificuldade dos itens apre-
sentam maior precisao em seus maiores valores. Além disso, as estimativas apos

imputacao sao muito similares as obtidas para dados completos.
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5.2 Trabalhos Futuros

Outros estudos podem ser realizados utilizando-se amostras maiores. Sugere-se o
estudar os procedimentos para o caso do modelo de 2 parametros.

Outra sugestao é a imputacao via modelos politomicos, adontando a uti-
lizacao do modelo de resposta gradual para dados politomicos onde uma categoria
intermediaria entre certo e errado é usada para nao resposta.

Deve-se considerar, ainda, utilizar uma distribuicao da proficiéncia com maior
peso na cauda esquerda para obter melhores estimativas do parametro de acerto ao
acaso na etapa de calibracao dos itens, considerando-se posteriormente a populacao
com distribuicao normal para as proficiéncias, como é feito em estudos de avaliacao

educacional. Este procedimento deve melhorar as estimativas das proficiéncias.
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Apeéendice 1

5.2.1 Regressao Logistica

No modelo logistico a variavel resposta Y; é binaria. Uma varidvel bindria assume
dois valores, como por exemplo, ¥; = 0 e Y; = 1, denominados ”fracasso”e ”sucesso”,
respectivamente. Neste caso, "sucesso”é o evento de interesse.

No modelo linear temos:

Y = Bo + Bixi + & (5.1)

Assumindo que E(g;) = 0, obtemos que

E(Y;) = Bo + Pras. (5.2)

A varidvel resposta Y tem distribui¢ao Bernoulli (7), com probabilidade de sucesso

P(Y; =1) =m; e de fracasso P(Y; = 0) = 1 — m;. Desta forma

E(Y;) =, (5.3)

Igualando (2.2) e (2.3), temos

E(Y;) = mi = Bo + Bixi. (5.4)

Essa igualdade viola as suposicoes do modelo linear. De fato,

i) Os erros nao sao normais, pois:

yi=1 = g=1—=0Fy—piri,ey;, =0 = & =0—Fy— frx; Assim nao faz
sentido assumirmos a normalidade dos erros.

ii) Nao homogeneidade da variancia.
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Temos que Var(Y;) = m(1 —m;) = (Bo + 1) (1 — By — Pix;) entdo a variancia de
Y; depende de z;, e consequentemente, nao é constante.

iii) Restricdo para a resposta média E(Y;). Como a resposta média é obtida em
probabilidades, temos que 0 < Sy+ f12; < 1. Entretanto, esta restricao é inapropiada
para resposta em um modelo linear, que assume valores no intervalo (—oo, 00). Uma
forma de resolver esse problema é utilizar o modelo logistico.

Muitas fungoes foram propostas para a analise de varidveis com respostas di-
cotomicas. Dentre elas a mais simples é a que da origem ao modelo logistico. Do
ponto de vista estatistico, este modelo é bastante flexivel e de facil interpretacao.

Modelo Estatistico Um modelo de regressao logistica simples é usado para
o caso de regressao com uma variavel explicativa.

Suponha uma amostra de n observagoes independentes da terna (x;, m;, y;), i =
1,2,...,n, sendo que:

x; € o valor da varidvel explicativa; m; é a quantidade de itens verificados na
amostra ; y; nimero de ocorréncia de um evento em m,; ensaios; e n é o tamanho da
amostra. Com isso, assumimos que a variavel resposta tem distribuicao de probabi-

lidade binomial (Y; ~ B(m;,m;)), tal que

PlYi= ] = ()1 = mym (5.5)

Para adequarmos a resposta média ao modelo linear, usamos a funcao de ligacao

eBotBPiz; .
W(l’i):w,lzl,...,n, (56)
que pode ser escrita como
Ur
1-— i

Utiliza-se 0 método da méxima verossimilhanca para estimar os parametros (5, f1).
De forma genérica, o método de maxima verossimilhanca nos fornece valores para os
parametros desconhecidos que maximizam a probabilidade de se obter determinado
conjunto de dados.

Assumindo que (g, Mo, Yo), - - -, (Tn, Mp, Yn) sao independentes, a fungao de veros-

similhanca é da seguinte forma
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P[Y =Y, 7yn|ﬁ07 61] = H (T;l) 7-(-?1(1 _ ﬂ_i)mi—yi

i=1 v

n

B H (T;:> (1 —m)™ (1 —m) ™Y

() () e

my ~
Ignorando o termo constante ( ), que nao depende de Sy e 31, e tomando o

logaritmo (In) em ambos os lados da expressao anterior, temos

. Yi
L (o Silmi)) = i (7))

L (Bo, B1l(wi; mis i) = v In ( ) +m; In(1 — ;)

1—7'('1'

)

Detalhando In (1 m ) , € considerando que,

ePot+bimi

™ = W’ temos

ePot+bimi

T . 1 + ebotBizi
In (1 _ 7Tz‘) = In ePotPrzi
1

1 + ePotbim:
ePot+hizi

1 + ePotbizi
1
1 + ebo+Bim:

=1In

Assim a expressao, pode ser reescrita como:

L o llmmaa) = 3 [ (72 40— m)

1—m
i=1 ¢

n ePotbimi
= Z |:yi (ﬂO + ﬁlxz) +m; In (1 B 1+ 650%311‘1')}
=1
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n

1
[yz (Bo + Bix;) +my; In (w)}

=1

= Z [yz (ﬁ[) + 61751) + m; (hl 1 - 1n(1 + e/BOJrﬁla:i))]

= Zyz (50 + 611‘1) — Z m; lll(l + 660+Bl$i)
=1

=1

Portanto,

L (607 ﬂl’(xi;mi; yz)) = Zyl (ﬁo -+ ﬁlxl) — Zmz 111(1 + 650+ﬁ1x¢)
i=1

i=1
Para simplificar a notacao faremos L (5o, £1](xi; mi; i) = L (Bo, B1)-

Estimacao dos Parametros do modelo Para ajustar um modelo de re-
gressao devemos estimar os parametros 3y e 51 do modelo. Os estimadores de maxima
verossimilhanca para os parametros [y e 31 sao os valores de Eo e 31 que maximizam
o logaritmo da funcao de verossimilhanca. A fungao de verossimilhanca tem maximo,
ja que 0<P[Y; = y; | x;]<1, pois a funcao logaritmo é estritamente crescente.

Para maximizar a funcao de verossimilhanca basta derivarmos em relacao aos

parametros do modelo, da seguinte forma

ePotPizi

85 BOaﬁl Zyz Z Z‘W

ePotPrim;

a
o5, - (Por ) ZW@ mew

Igualando estas derivadas a zero e substituindo os parametros (fy, 1) pelos estima-

dores (B\Oa Bl)w temos

630 +,§1 T

Zyl Z il + 650+§190¢ =0

=1

6/30-&-51001

Zy’l Ty — Zml Z]_+€,30+ﬂ1x1:0
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. Porém, estas equacoes sao nao-lineares nos parametros e para resolve-las é preciso
recorrer a métodos numéricos iterativos, como Newton-Raphson (Gourieroux e Mon-
fort, 1995). Este método é definido expandindo-se a fungao U(B) em torno do ponto

inicial B, tal que

UB) = U(B”)+ U (B)B~B),

sendo que U(B) é o vetor de derivadas de primeira ordem do logaritmo da fungao de
verossimilhanga em relagao aos parametros do modelo e U’'(B) é a matriz de derivadas
de ordem 2 do logaritmo da funcao de verossimilhanca.

Se repetirmos o processo chegaremos ao processo iterativo

B = B [~U' (B U (B,

sendo que m =0,1,...
Como a matriz —U’(B) pode nao ser positiva definida, e portanto nao inversivel,

ela é substituida pela matriz de informacao de Fisher. Assim

B = B 4 LB U B™), m=0,1,...

A matriz de informacao de Fisher, para o modelo logistico com uma variavel, tem a

seguinte forma:

[(B\) _ 88—% In L(5o, B1) aﬁf—gﬁl In L(Bo, 51)
%02[31 In L(Bo, £1) 88—;% In L(Bo,51)

n n
Bo+B1z; Bo+B1z;
e 3 €
Z;l mz (1—‘,—@50"’61171)2 Z:l mzl’z (1+eﬁ0+ﬁlzi)2
1= 1=
- n n
Bo+B1z; 2 Bo+B1z;
e (&
D i A D T T R
i—=1 i=1
Apos obter as estimativas dos parametros do modelo é possivel calcular as probabili-

dades estimadas

N 630+§1ri
T, = ————=——=—
1+ ePotpizi

Interpretacao dos parametros do modelo A interpretagao dos parametros

de um modelo de regressao logistica é obtida comparando a probabilidade de sucesso
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com a probabilidade de fracasso, usando a fungao odds ratio - OR (razao de chances).

Essa funcao é obtida a partir da fungao odds.

ePotBizi ePotBizi
g(x) = 7(x) _ 14 ebo+biz; _ 1+ ebo+bBiz; _ GPothiz

T 1 cPothim 1+ ebothim

Assim, ao tomarmos dois valores distintos da varidvel explicativa, x; e x;11, obtemos

ebot+B1 it

9(@j41)
OR = = :
g($j) 650+61 z;

Temos ainda que:

n(0R) = n | 22— nfay00)] = n o)

= Bo + Bixjt1 — Bo — Bixj = Bi(xjt — x).

Fazendo x;; — x; = 1 unidade, entao

In(OR) = In(e) = 4.

Assim, temos o quao provével o resultado ocorrerd entre os individuos x4, em relacao

aos individuos x;, fazendo, portanto, algumas analises:

65i1>0 = OR>1= n(zj41) > m(xj)

f1<0 = OR<l= mn(zj41) < 7(zy)

Estimativa dos desvios padrao No modelo de regressao logistico o desvio
padrao dos estimadores é obtido a partir da matriz de informacao de Fisher. Podemos

ainda obter a matriz de informacao de Fisher I(/3) para o modelo logistico a partir

dos dados, da seguinte forma, [ (B\) = X'V X, sendo que
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1 T
1 ) . R R R N
X=1 |, V=dagmm(l—m),... mym(l—7,)],
1 «,
m; € o numero de repeticoes para cada elemento da amostra, i =1,...,n.

As variancias e covariancias dos estimadores B\ = (30, Bl) sao obtidos invertendo
a matriz de informagcao de Fisher, isto é, calculando S=1 ’1(3).

O j-ésimo elemento da diagonal principal da matriz S} é a variancia do estimador
Bj, denominada 82(@). Os demais elementos da matriz & sdo as covariancias entre
(Bj3 Bu), J # .

Desta forma o desvio padrao ¢é definido como:

DP(B;) = \/52(3)).

Inferéncia em um modelo logistico simples Apds estimar os coeficientes,
temos interesse em assegurar a significancia das variaveis no modelo. Isto geralmente
envolve formulacao e teste de uma hipdtese estatistica para determinar se a varidvel
independente no modelo é significativamente relacionada com a variavel resposta.
Para isso, temos os testes de hipdteses. Os testes de hipdteses mais utilizados sao os
testes da Razao da Verossimilhanca, Wald e Escore.

Teste de Wald O teste de Wald ¢ obtido por comparagao entre a estimativa
de méaxima verossimilhanca do parametro (/BAl) e a estimativa de seu erro padrao. A

razao resultante, sob a hipotese Hyg : ;1 = 0, tem distribuicao normal padrao.
b
DP(f)
O p-valor é definido como P(|Z|>|W;]), sendo que Z denota a varidvel aleatéria

A estatistica do teste Wald para a regressao logistica ¢ W; =

da distribui¢ao normal padrao.

Hauck e Donner examinaram o desempenho do teste de Wald e discobriram que
ele se comporta de maneira estranha, em determinadas situacoes frequentemente nao
rejeitando a hipdtese nula quando o coeficiente é significativo. Eles recomendam a
utilizagao do teste da razao de verossimilhanca para testar se realmente o coeficiente

nao ¢é significativo quando o teste de Wald nao rejeita a hipétese nula.
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Teste da Razao de Verossimilhanga Na regressao linear o interesse esta no
valor da SQR. Um valor alto da SQR sugere que a variavel independente é importante,
caso contrario, a variavel independente nao é 1til na predicao da variavel resposta.

Na regressao logistica a ideia é a mesma: comparar os valores observados da
variavel resposta com os valores preditos obtidos dos modelos com e sem a variavel
em questao. A comparacao dos observados com os valores preditos é baseado no log
da verossimilhanca. Para entender melhor essa comparacao, é ttil pensar em um
valor observado da variavel resposta também como sendo um valor predito resultante
de um modelo saturado. Um modelo saturado é aquele que contém tantos parametros
quanto observagoes.

A comparacao dos observados com os valores preditos usando a fungao de veros-

similhanca é baseada na seguinte expressao:

D o] (verossimilhanca do modelo ajustado)
= —2In

(verossimilhanca do modelo saturado) |’

Com o propésito de assegurar a significancia de uma variavel independente, compa-
ramos o valor da D com e sem a variavel na equacdao. A mudanca em D devido a

inclusao da variavel no modelo é obtida da seguinte maneira:
G = D(modelo sem a variavel) — D(modelo com a varidvel).
Podemos entao escrever a estatistica G como:

(verossimilhanca sem a varidvel)

G = -2ln

(verossimilhanca com a varidvel) |

ou ainda:

G = —2In(Ls) + 2in(L.),

em que L, é a verossimilhanga do modelo sem a covariavel e L. é a verossimilhanca
do modelo com a covariavel.

Queremos testar:

H()Iﬁlzo
H1:,6’17£0
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Sob a hipdtese nula, a estatistica G tem distribuicao chi-quadrado com 1 grau de
liberdade.

Teste Score A estatistica teste para o Teste Score é:

> i Ti(yi — 9)
51 —7) S0 (2 — )22

em que y = 7 (propor¢ao de sucessos na amostra).

ST =

No Teste Score também temos o interesse em testar:

Hy:6:=0
Hy: 8 #0
O p-valor é definido como P(|Z|>|ST|), sendo que Z denota uma varidvel aleatéria
com distribui¢ao normal padrao.
Intervalo de Confianca para os parametros
A base da construcao do intervalo de confianca para os parametros é a mesma
teoria estatistica que usamos para os testes de significancia do modelo. Em particu-
lar, um intervalo de confianca para a inclinacao e intercepto sao baseados em seus

respectivos testes de Wald. O intervalo de confianca de 100(1 — )% para o parametro

51 éi

[C(Bb 1- Oé) = [51 - Zlfa/QDP(Bl); Bl + Zlfa/QDP(ﬂAl)]'

E para o intercepto:

[O(B()? 11— Oé) = [BO - Zlfa/QDP(/éO); BO + Zlfa/QDP(/éO)]a

em que z;_q/2 ¢ 0 ponto da normal padrao correspondente a 100(1 — a/2)%.
Intervalo de Confianca para Logito

A logito é a parte linear do modelo de regressao logistica. O estimador para logito

§(x) = fo + Bz
O estimador da variancia do estimador da logito requer a obtencao da variancia da

soma. No caso é:
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VAar[g(x)] = V;zr(ﬁo) + xQVAar(ﬁAl) + 2956’01}(50, Bl)

O intervalo de confianca para a logito é:

1C(g(x),1 —a) = [§(z) = 21202 DP(§(2));  9(2) + 21-02DP(())],

em que DP(g(x)) é a raiz quadrada e z;_,/2 é 0 ponto da normal padrao.
Intervalo de Confianca para os valores ajustados
O estimador do logito e seu intervalo de confianga fornece o estimador dos valores
ajustados. O intervalo de confianca dos valores ajustados é dado por:

eg($)—21,a/2DP(§(£IJ)) eg($)+21,a/2DP(g($))

IC(m,1—a)=

1+ 0@ -21-apDPG@)" | 1 od@+21_apDPE@)
4.1.4.4 Intervalo de Confianca para a Odds Ratio

Sejam os limites do intervalo de confianga para f:

Br = — Z1-a/2DP(31) e fBs =P+ Zl—a/QDP(Bl)-

O intervalo de confianca para a Odds Ratio é:

10(Odds Ratio,1 —a) = [¢PT; €],

Regressao Logistica Multipla Apresentamos na Segao anterior o modelo
de regressao logistica considerando apenas uma variavel explicativa. Assim como
no modelo de regressao linear, podemos ajustar um modelo para a variavel resposta
levando em conta mais de uma varidvel explicativa (covaridvel), o que chamamos de
Modelo de Regressao Logistica Muiltipla.

Assim, um modelo de regressao logistica multipla é usado para o caso de regressao
com mais de uma variavel explicativa.
Considere um conjunto de p variaveis independentes denotadas como um vetor

X = (X1, X2, X3,...,X,). Neste caso a funcao de ligagao é

g(X)=In (1_7T—(X)> = bo+ b1 X1+ foXo+ ...+ BpXp
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e9(X)
Estimativas dos parametros do modelo Para obter as estimativas para
vetor 5 = (Bo, f1, - - -, Bp) dos parametros do modelo e a matriz de covariancias sera

utilizado o método de maxima verossimilhanca, da seguinte forma:

n

L (Boy Brs s Byl (wismiswi)) = D [y 9(X) = mi In(1+ g(X)]

i=1

Derivando em relagao aos parametros, temos:

o . n n e9(X)
8_&) (50,517---75p)—;yi—;mim-
) " n e9(X)
a_ﬂj L(ﬂﬁ?ﬁl?"';ﬁp) = Z-Zlyi Ty — Z»Zlmixj m-
[gualando a zero e substituindo os parametros pelos estimadores, tem-se as seguintes

equacoes:

n

Z yi (14 9y — Zmz eI =
‘ i=1

=1

Z yi z; (1+e9)) — ZmZ z; 9% =0
i=1 i=1

A solucao dessas equacgoes fornece as estimativas dos parametros do modelo, utili-
zando processo iterativo, analogo a estimacao dos parametros do modelo de regressao
logistica simples.

Apés obter as estimativas dos parametros do modelo, podemos calcular as proba-

bilidades ajustadas:

ed(Xi)

i = 1+ eg(Xi)7

em que

9(X;) = Bo + leli +...+ ﬁApoi-
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Estimativa do desvio padrao O método de estimar as variancias e co-
variancias dos coeficientes estimados segue a teoria da estimacao de maxima verossi-
milhanca. Essa teoria assegura que os estimadores sao obtidos da matriz de segundas
derivadas parciais da funcao log verossimilhanca. Essas derivadas parciais tém a

seguinte forma geral:

0?L
8ﬁ2 Z mlx (1 —m).

aﬁjaﬁl izmzxzszlﬂz - z)

para j,1=0,1,....p em que 7; simplifica 7(x;). Seja a matriz (p+1)x(p+1) que contém
os termos negativos denotada por () que é matriz de informagao de Fisher. As
variancias e covariancias dos coeficientes estimados sao obtidos da inversa da matriz:
Var(B) = I7'(B3). A variancia de 3;, Var(j3;), é o j™ elemento da diagonal da matriz
e a Cov(p;, B;) é obtida através do elemento da matriz referente a linha de /3; e coluna
de B, ou vice-versa, ja que Cov(B;, 5;) = Cov(f, 5;). Os estimadores das variancias e
covariancias, VAar(BA), sao obtidos de Var(5) em B.

Ainda, a matriz de informacao de Fisher estimada pode ser obtida por: T (5) =

X'VX.

1 T11 L1p

X — 1 T21 e Top
_1 Tl o Tp| X (p+1)

e
mﬁr\l(l—/ﬁl) 0 0
V= 0 mg%\g(l—/ﬂ\'g) 0
0 0 ...  maFa(l—7)
L d nxn

Dessa forma, o desvio padrao do coeficiente 3; ¢

A

DP(B;) = \/Var(B)).
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Inferéncia no modelo de regressao logistica multipla Assim como na
Inferéncia em um modelo de regressao logistica simples, podemos testar a significancia
dos parametros pelo teste de Wald, score e Razao de Verossimilhanga (TRV).

Teste da Razao de Verossimilhanca

O teste da razao de verossimilhanca para a significancia dos p coeficientes das
variaveis independentes do modelo é realizado da mesma maneira que no modelo de

regressao logistica simples. A estatistica teste G é dada por:

(verossimilhanca sem a varidvel)

G =-2In

(verossimilhanca com a varidvel) |

ou ainda:

G = —2In(Ls) + 2in(L.),

em que L, é a verossimilhan¢a do modelo sem a covariavel e L. é a verossimilhanca
do modelo com a covaridvel.

No caso da regressao multipla, temos o interesse em saber se pelo menos uma
variavel é significativa para o modelo. Sob a hipdtese nula, os p coeficientes sao
iguais a zero , assim, a estatistica G tem distribuicao Qui-Quadrado com p graus de
liberdade. Nesse caso L. € a verossimilhanca do modelo com as p variaveis explicativas
e L, é a verossimilhanca do modelo apenas com o intercepto.

Teste de Wald

Vamos considerar a seguinte hipdtese:

Hglﬂjzo
leﬁj#o

Para testar a hipdtese acima, a estatistica de Wald é obtida da seguinte forma:

Wj = %

DP(p3;)
onde o desvio padrao é obtido como acima. Se nao rejeitarmos Hy, temos que a
varidvel X; nao explica a varidvel resposta.

De forma equivalente, teste Wald também pode ser obtido pela multiplicacao dos

seguintes vetores:
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W =BTB) 8 =B(XVX)B.
Em que I (B) é a matriz da informagao de Fisher estimada, apresentada na estimativa
do desvio padrao do modelo de regressao logistica simples.

Intervalos de Confianga na Regressao Logistica Multipla Discutimos
intervalos de confianca para os parametros, logito, valores ajustados e odds ratio no
modelo de regressao logistica simples. Os métodos utilizados no caso de apenas uma
covariavel sao os mesmos no caso da regressao multipla.

Intervalo de Confianga para os parametros

O intervalo de confianga para um parametro 3; ¢ baseado em seu respectivo teste

de Wald. O intervalo de confianga de 100(1 — )% para o parametro 3; é:

IC(Bj,1 — &) = [B; — 21-a2DP[(B))];  Bj + 21-a/2DPI(5;)]]-
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